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一、摘要 
1. 將 cos nθ以 cosθ 形式依高次降羃排列展開，觀察各項係數，找尋其變化規律，進一步
求得各項係數的一般項公式。 

2. 將 sin nθ以 sinθ 形式依低次升羃排列展開，觀察各項係數之變化規律，進一步求得各
項係數的一般項公式。 

3. 找出 cos nθ與 cos(n-1)θ，cos(n+1)θ之間的關係式。 
4. 找出 sin nθ與 sin(n-1)θ，sin(n+1)θ之間的關係式。 
5. 利用 cos θn 的係數間的遞迴關係，找出其相對應的特徵方程式。 

 

二、研究動機 
     在高中數學中，我們學過了 sinθ及 cosθ的半角、二倍角、及三倍角的公式,不禁讓我們
納悶—為什麼沒有介紹四倍、五倍、六倍….等的 n倍角公式呢?? 
我們決定來探討這個問題，看看是否能推導出 sinθ及 cosθ的 n倍角公式。 

 

三、研究目的 
     找出 cos nθ與 sin nθ各項係數之間的關係,並推導出 sinθ及 cosθ的 n倍角公式。 

四、研究器材 

    計算機、電腦 
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五、研究過程 

壹、 θθ cos    vscosn 及 θθ sin    vssinn 的數據表 

一、將 θncos 以 θcos 的形式降羃排列展開：   
θθ coscos =  

1cos22cos 2 −= θθ  
θθθ cos3cos43cos 3 −=  

1cos8cos84cos 24 +−= θθθ  
θθθθ cos5cos20cos165cos 35 +−=  

1cos18cos48cos326cos 246 −+−= θθθθ                               (1.1) 
θθθθθ cos7cos56cos112cos647cos 357 −+−=                         

1cos32cos160cos256cos1288cos 2468 +−+−= θθθθθ  
θθθθθθ cos9cos120cos432cos576cos2569cos 3579 +−+−=  

1cos50cos400cos1120cos1280cos51210cos 246810 −+−+−= θθθθθθ  
θθθθθθθ cos11cos220cos1232cos2816cos2816cos102411cos 357911 −+−+−=  

1cos72cos840cos3584cos6912cos6144cos204812cos 24681012 +−+−+−= θθθθθθθ  
              Μ  
令 xxf =)(1  

12)( 2
2 −= xxf  

xxxf 34)( 3
3 −=  

188)( 24
4 +−= xxxf  

xxxxf 52016)( 35
5 +−=      

Μ       
得 )(coscos 1 θθ f=  

   
 
 
 

我們希望找到多項式 )(xf n ，使得 )(coscos θθ nfn =  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

)(cos5cos
)(cos4cos
)(cos3cos
)(cos2cos

5

4

3

2

θθ
θθ
θθ
θθ

f
f
f
f

=
=
=
=
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二、將 θnsin 以 θsin 形式降羃排列展開 
我們發現，必須將 n分成二類: 奇數或偶數 
(一) n = 2k - 1 ( k∈N )：可將 θnsin 完全以 θsin 的形式降羃排列展開  

θθθθθθθ

θθθθθθ

θθθθθ

θθθθ

θθθ

θθ

sin11sin220 sin1232sin2816sin2816sin102411sin
                                  sin9sin120sin432sin576sin2569sin

(1.2)                                               sin7sin56sin112sin647sin
sin5sin20sin165sin

sin3sin43sin
sinsin

357911

3579

357

35

3

+−+−+−=

+−+−=

+−+−=

+−=

+−=

=

          

       令 xxg =)(1  

         

( )
( )
( )
( )
( ) xxxxxxxg

xxxxxxg
xxxxxg

xxxxg
xxxg

112201232281628161024

9120432576256

75611264

52016

34

357911
11

3579
9

357
7

35
5

3
3

+−+−+−=

+−+−=

+−+−=

+−=

+−=

 

得 )(sinsin 1 θθ g=  

)(sin7sin
)(sin5sin
)(sin3sin

7

5

3

θθ
θθ
θθ

g
g
g

=
=
=

 

Μ       
我們希望找到多項式 )(xgn ，使得 )(sinsin θθ ngn =  (n是奇數) 

 
(二) n = 2k (k∈N)：只能將 θnsin 同時以 θsin 與 θcos 的形式展開 
令 θnsin = y, θcos = x 
則 )2(2sin yx=θ  

)84(4sin 3yyx −=θ  
)32326(6sin 53 yyyx +−=θ  

)128192808(8sin 753 yyyyx −+−=θ  
)512102467216010(10sin 9753 yyyyyx +−+−=θ  

)204851204608179228012(12sin 119753 yyyyyyx −+−+−=θ  
)8192245762816015360403244814(14sin 13119753 yyyyyyyx +−+−+−=θ   

Μ       
由上列各式，我們希望找到多項式 ( )xqn ，使得 ( )θθθ sincossin nqn ⋅=  
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貳、 θncos 及 θnsin 的遞迴關係 

本節的主要推論是定理 2.1及定理 2.3，因為在之後各節中的關鍵結果主要來自於定理 2.1
及定理 2.3所產生的遞迴關係。另外，我們在這一節中還嘗試著推廣定理 2.1，得到更一
般性的結果，即定理 2.2。 

 
一. 我們先觀察 θncos , θ)1cos( +n 與 θ)1cos( −n 的展開式中，前、後項的係數的關係。 
    求中間項, 最先想到的就是    [ ] nnn =÷++− 2)1()1(  
    於是, 我們大膽假設--------- 

            θ
θθ )1cos(

2
)2cos(cos

+=
++ nnn

 , Nn∈∀  

接下來，我們探討此假設是否成立 
由表(1.1) 知： 令 x=θcos , 

則 x=θcos  

xxx
xx
xx

x

520165cos
1884cos

343cos
122cos

35

24

3

2

+−=

+−=

−=

−=

θ

θ

θ

θ

 

(1) θθ
θθ cos2cos  )12(  

2
3coscos 2 ⋅=−=

+ xx  

(2) θθ
θθ 3coscos )34(

2
4cos2cos 3 ⋅=−=

+ xxx  

(3) θθ
θθ 4coscos)188(

2
5cos3cos 24 ⋅=+−=

+ xxx  

由上述各式我們推論 θθ
θθ )1cos(cos

2
)2cos(cos

+⋅=
++ nnn

， Nn∈∀   

 

定理 2.1： θ
θ

θθ )1cos(
cos2

)2cos(cos
+=

++ nnn
 , Nn∈∀   

 

證明: 
θ

θθθθθ
θ

θθ
cos2

)2sinsin2cos(coscos
cos2

)2cos(cos ⋅−⋅+
=

++ nnnnn
 

Q.E.D                                          1)cos(n 
sinsincoscosn 

cos2
)sinsincos(cos cos2 

cos2
cossin2sin)1cos21(cos 

cos2
cossin2sin)2cos1(cos 

2

θ
θθθθ

θ
θθθθθ

θ
θθθθθ

θ
θθθθθ

+=
⋅−⋅=

−
=

⋅−−+
=

⋅−+
=

n

nn

nn

nn
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註: 在證明 θcos 的 n倍角公式 )(xf n 的過程中，定理 2.1給予我們 )( , )( , )( 21 xfxfxf nnn ++ 的係

數間的遞迴關係式，發揮極關鍵的作用，  
 
二. 若  qpn +=  ),,( Nqpn ∈∀ ， θncos 是否與 θpcos 和 θqcos 有某種關係存在? 
先觀察下列各例：令 x=θcos  

(1) 3 = 1 + 2 

            

θθθθ

θθ

θθ

θ

cos2coscos23cos:即
 )1(2)3(

)3(22coscos
)2(12xcos2cos

-(1)---343cos

3

2

3

−=
=−×

−−−−−=⋅

−−−−−+=+

−=

x
xx
x

xx

 

 
(2) 4 = 1 + 3 = 2 + 2  

)1(1884cos 24 −−−−+−= xxθ  
              Å )2(243coscos 3 −−−−−=+ xxθθ  

θθθθ
θ

θθ

2cos3coscos24cos:即
2cos12)1(2)3(

)3(343coscos
2

24

−⋅=
=−=−×

−−−−−=⋅

x
xx

 

Ç )4(242cos2cos 2 −−−−−=+ xθθ  

θθθθ
θ

θθ

0cos5cos2cos24cos:即
0cos1)1(2)5(

)5(1442cos2cos 24

−⋅=
==−×

−−−−+−=⋅ xx
 

 
(3) 5 = 1 + 4 = 2 + 3 

)1(520165cos 35 −−−−+−= xxxθ  
       Å )2(1884coscos 24 −−−−++−=+ xxxθθ  

θθθθ
θ

θθ

3cos4coscos25cos:即
3cos34)1(2)3(

)3(884coscos
3

35

−⋅=
=−=−×

−−−−+−=⋅

xx
xxx

 

Ç )4(13243cos2cos 23 −−−−−−+=+ xxxθθ  

θθθθ

θθ

θθ

cos3cos2cos25cos:即
)1(2)5(

)5(31083cos2cos
)4(13243cos2cos

35

23

−⋅=
=−×

−−−−+−=⋅

−−−−−−+=+

x
xxx
xxx

 

 
我們發現：若 qpn += ，其中 Nqpn ∈,,  

              則 θθθθ )cos(coscos2cos qpqpn −−⋅=  
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定理 2.2：若 qpn += ， Nqpn ∈,,    
則 θθθθ )cos(coscos2cos qpqpn −−⋅=  

證明： θθ )cos( cos qpn +=  

Q.E.D.                                                  )cos(coscos2             
)sinsincos(coscoscos2             

sinsincoscos             

θθθ
θθθθθθ

θθθθ

qpqp
qpqpqp

qpqp

−−=
⋅+⋅−⋅=

⋅−⋅=

 

 

註：利用定理 2.2.，可得 ( ) ( )[ ]               cos-cos 1cos2 11cos2cos  nθ)θ(nnn θθθ +=++=+  

 
( ) ( )                   1ncos

2cos
2coscos     θ

θ
θθ

+=
++

⇒
nn

 

     故定理 2.1事實上可以視為定理 2.2的一個特例 
 

三、由定理 2.1，得 θ
θ

θθ )1cos(
cos2

)2cos(cos
+=

++ nnn
，我們想知道，對於 θsin 是否也能得

到類似的關係? 
 
令 θθ cos x, sin ==y  
則 y sin =θ  

)11216(5sin
)48(4sin

)14(3sin
22sin

24

3

2

+−⋅=

−⋅=

−⋅=

⋅=

xxy
xxy

xy
xy

θ

θ

θ

θ

 

 
觀察下列各式 

(1)   sin2cos  )2(2
2

3sinsin 2 θθ
θθ

⋅=⋅⋅=⋅=
+ xyxxy  

(2) θθ
θθ 3sincos)14()4(

2
4sin2sin 23 ⋅=−⋅=−⋅=

+ xyxxxy  

(3) θθ
θθ 4sincos)48()48(

2
5sin3sin 324 ⋅=−⋅=−⋅=

+ xxyxxxy  

     
由上述各式我們猜測 

 θ
θ

θθ )1sin(
cos2

)2sin(sin
+=

++ nnn
 , Nn ∈∀  

 

定理 2.3： θ
θ

θθ )1sin(
cos2

)2sin(sin
+=

++ nnn
 , Nn ∈∀  

證明: 
θ

θθθθθ
θ

θθ
cos2

)2sincos2cos(sinsin
cos2

)2sin(sin ⋅+⋅+
=

++ nnnnn
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θ
θθθθθ

θ
θθθθθ

θ
θθθθθ

cos2
)sincoscos(sin cos2                                

cos2
cossin2cos)1cos21(sin                                

cos2
cossin2cos)2cos1(sin                                

2

nn

nn

nn

+
=

⋅+−+
=

⋅++⋅
=

 

                       Q.E.D                                                  1)sin(n
sincoscossin

θ
θθθθ

+=
⋅+⋅= nn

 

 
四、在第三部分的討論中，我們也發現一個新的關係式： 
令 θθ cos x, sin ==y  
則 yθ =sin                      y=θ cos      

)11216(5sin
)48(4sin

)14(3sin
22sin

24

3

2

+−⋅=

−⋅=

−⋅=

⋅=

xxy
xxy

xy
xy

θ

θ

θ

θ

     

xxx
xx
xx

x

520165cos
1884cos

343cos
122cos

35

24

3

2

+−=

+−=

−=

−=

θ

θ

θ

θ

 

觀察下列各式 

     (1) θθ
θθ 2cossin12

2
sin3sin 2 ⋅=−⋅=

− )x(y  

     (2) θθ
θθ 3cossin)34(

2
2sin4sin 3 ⋅=−⋅=

− xxy  

(3) θθ
θθ 4cossin)188(

2
3sin5sin 24 ⋅=+−⋅=

− xxy  

由上述各式我們猜測 

θ
θ

θθ )1cos(
sin2

sin)2sin(
+=

−+ nnn
 , Nn ∈∀  

 

定理 2.4： θ
θ

θθ )1cos(
sin2

sin)2sin( +=−+ nnn
 , Nn ∈∀  

證明: 
θ

θθθθθ
θ

θθ
sin2

sin2sincos2cossin
sin2

sin)2sin( nnnnn −⋅+⋅
=

−+
 

θ
θθθθθ

θ
θθθθ

sin2
cossin2cos)1sin21(sin                                

sin2
2sincos)12(cossin                                

2 ⋅+−−
=

⋅+−⋅
=

nn

nn

 

Q.E.D.                                              1)cos(n 
sinsincoscos 

sin2
)sinsincos(cos sin2 

sin2
sinsin2cossin2cos 

2

θ
θθθθ

θ
θθθθθ

θ
θθθθθ

+=
⋅−⋅=

−
=

⋅−⋅
=

nn

nn

nn
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參、 θcos 的 n倍角公式  

這一節的主要結果為「定理 3.4」。利用前一節的定理 2.1，我們推導了一個主要的遞迴式；
這一個遞迴式連結了 θncos 、 θ)1cos( −n 中 θkcos 項與 θ1cos −k 項的係數關係，所以它是

有二層意義的遞迴：首先是 θncos 中前後項係數的關係，其二是 θncos  , θ)1cos( −n 間

的係數關係。最終目的，我們希望找到多項式 )(xfn ，使得 )(coscos θθ nfn =  
 
由        xxf =)(1  

12)( 2
2 −= xxf  

xxxf 34)( 3
3 −=  

188)( 24
4 +−= xxxf  

xxxxf 52016)( 35
5 +−=  

我們猜測: nxf n =)(deg  。 先證明這件事情 

引理 1： )()(2)( 12 xfxfxxf nnn −⋅= ++  

:pf 由定理 2.1，可得  
θθθθ nnn cos)1cos(cos2)2cos( −+=+  

           即: )(cos)(coscos2)(cos 12 θθθθ nnn fff −⋅= ++  
           故 )()(2)( 12 xfxfxxf nnn −⋅= ++                   Q.E.D. 
 

定理 3.1： 若 )(coscos θθ nfn = ，其中 )(xfn 為實係數多項式，則 nxf n =)(deg  

:pf  當 n = 1時， θθ coscos = ， xxf =)(1 ，得 1)(deg 1 =xf   
             n = 2時， 1cos22cos 2 −= θθ ， 12)( 2

2 −= xxf ，得 2)(deg 2 =xf   
           設 n = k時， kxf k =)(deg 成立 
              n = k +1時， 1)(deg 1 +=+ kxf k 成立 

則當 n = k + 2時  由引理 1得 
)()(2)( 12 xfxfxxf kkk −⋅= ++  

            2))(deg( 1 +=⋅ + kxfx kΘ ， kxf k =)(deg  
2)(deg 2 +=∴ + kxf k  

故由數學歸納法知： 
若 )(coscos θθ nfn = ，其中 )(xfn 為實係數多項式 ，則 nxf n =)(deg 。  Q.E.D. 

 
根據定理 3.1，我們現在可以令 

( ) ∑
=

−
−

−
− =+++++=

n

k

k
knnn

n
n

n
nn

n
nnn xaaxaxaxaxaxf

0
, 0 ,1,

2
2n ,

1
1 ,, ......   (3.1) 

觀察各項係數，可以發現 

(1) 012, =−− knna ，其中 



 −

≤≤
2

10 nk ， Ζ∈k  
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(2) nna  , , 2 , −nna , .......4 , −nna 之各項係數為正負值交錯。 

        若將 kna , 之正負記為  ,  sgn kna  , 記 knkn ba ,, =  

           則 k
knna )1( sgn 2, −=− ， 



≤≤
2

0 nk ， Ζ∈k  

        令 ( ) knn
k

knn b-a 2,2, 1 −− ⋅=  

        現在我們試著計算 knnb 2, − , 



≤≤
2

0 nk ， Ζ∈k  

一、 探討 nnb , 的一般項公式 

n nnb ,  θncos  

1 021=  θθ coscos =  
2 122 =  1cos22cos 2 −= θθ  
3 224 =  θθθ cos3cos43cos 3 −=  
4 328 =  1cos8cos84cos 24 +−= θθθ  
5 4216 =  θθθθ cos5cos20cos165cos 35 +−=  
6 5232 =  1cos18cos48cos326cos 246 −+−= θθθθ  

猜測  1
, 2 −= n
nnb , Nn∈  

 

定理 3.2： 1
, 2 −= n
nnb  

pf   sgnΘ  1)1( 0
 , =−=nna    nnnn ab ,, =∴     

考慮 ninin )sin(cossincos θθθθ +=+  
比較左右二邊之實部，可得 

θncos  

θθθθθθθθ




⋅





⋅







−−− −++−+−= 2
2

2
2

666
6

44
4

22
20 sin)1(......sincossincossincoscos

n
n

n

n
nnnnnnnn CCCCC  

利用 θθ 22 cos1sin −=  
可得右式之 θncos 項之係數為

1

2
2

6420 2..... −





⋅

=+++++ nn
n

nnnn CCCCC  

另證：當 1=n 時， ( ) xxf =1 ，得 0
1,1 21 ==b  

        2=n 時， ( ) 12 2
2 −= xxf ，得 12

2,2 22 −==b  

      設 1  , +== knkn 時， k
kk

k
kk bb 2,2 1,1

1
, == ++

− 均成立， 
      則 2+= kn 時，由引理 1， ( ) ( ) ( )xfxfxxf kkk −⋅= ++ 12 2  
                    得  1,12,2 2 ++++ = kkkk bb  

                              k22 ⋅=  
                              ( ) 121 22 −++ == kk ，原式亦成立 
      故由數學歸納法知： 1

, 2 −= n
nnb  
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二、接下來，我們要推導出 2k)-(n ,nb 、 2k)-1-(n 1),-(nb 、 2k)-(n ),2( −nb 間的一個遞迴關係式，並找出 2k)-(n ,nb
的一般項。 

引理 2： ( ) ( ) ( ) knknkn aaa ,21,1, 2 −−− −=  

       pf： 由引理 1 可推導出  ( ) ( ) ( )xfxfxxf nnn 212 −− −⋅=  

                          即  ∑ ∑ ∑
=

−

=

−

=
−− −⋅=

n

k

n

k

n

k

k
kn

k
kn

k
kn xaxaxxa

0

1

0

2

0
,2,1, 2  

           考慮 kx 項之係數， 可得 ( ) ( ) ( ) knknkn aaa ,21,1, 2 −−− −=        Q.E.D. 

 

引理 3： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )knnknnknn bbb 2,212,12, −−−−−− −=  

:pf  由引理 2， ( ) ( ) ( ) ( )( )knnknnknn aaa 2221,12, 2 −−−−−− −=   

           又  ( ) ( ) ( )knn
k

knn ba 2,2, 1 −− ⋅−= ， 

           ∴ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )knn
k

knn
k

knn
k bbb 2,2

1
21,12, 1121 −−

−
−−−− ⋅−−−⋅=⋅−  

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )knn
k

knn
k bb 2,221,1 11 −−−−− ⋅−+⋅−=  

          ( ) ( ) ( ) ( )knnknnknn bbb 2,21,12, 2 −−−−− +=⇒                  Q.E.D. 

 

利用引理 3，我們要逐項推導出 knnb 2, − 之值 

(一) 2, −nnb 的一般項 

系理 1:  )2( ),2()3( ),1()2(, 2 −−−−− += nnnnnn bbb  

      :pf   由引理 3，即可得證。                               Q.E.D 

 
由系理 1，我們可得下列各式: 

3302112034
4,43,32,21,10,24,43,54,6

221123
3,32,43,5

1112
2,21,32,4

0
1,10,21,3

0,2

26222222222248162

25222222

242222

23122

1

×=×+×+×+×+=++++=+=

×=+×++=+=

×=++=+=

×=+=+=

=

bbbbbbbb

bbb

bbb

bbb

b

    

5,54,43,32,21,10,25,54,65,7 24816322 bbbbbbbbb +++++=+=  

       440312213045 2722222222222 ×=×+×+×+×+×+=  
6,65,54,43,32,21,10,26,65,76,8 2481632642 bbbbbbbbbb ++++++=+=  

       55041322314056 282222222222222 ×=×+×+×+×+×+×+=  

觀察上述各式，我們猜測： 2n,  Nn  , 2 3
)2(, ≥∈∀⋅= −

−
n

nn nb  
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定理 3.3： 2n,  Nn  , 2 3
)2(, ≥∈∀⋅= −

−
n

nn nb   

:pf  由系理 1 )2( ),2()3(, )1()2(, 2 −−−−− += nnnnnn bbb 可得  

                  

Q.E.D                                                                       2n         
2)2(2         

22         

3.2)(        222         

212         

2....2222

3-n

32-n

2

1

32-n

2

1

122-n

2

1
 ,

22

2)-(n ),2(3)-(n ),3(3,3
5

2,2
4

1,1
3

0,2
2

)2(,

⋅=

⋅−+=

+=

+=

+×=

+⋅+++++=

−

−

=

−

−

=

−−−

−

=

−−−

−−
−−−−

−

∑

∑

∑

n

n

k

n

n

k

kkn

n

k
kk

knn

nn
nnnn

nn

n

b

bbbbbbb

由定理
 

(二) 4, −nnb 的一般項的猜測 

 系理 2:   )4( ),2()5( ),1()4(, 2 −−−−− += nnnnnn bbb  

       :pf    由引理 3，即可得證。                                Q.E.D 

 
由系理 2，我們可得下列各式: 

)6543(22       
2612522442382       

248162
)543(22       

25124223422482

)43(222412322242

3222

1

34

32104

4,63,52,41,30,44,63,74,8

23

2103
3,52,41,30,43,52,63,7

12102
2,41,30,42,41,52,6

01
1,30,41,5

0,4

+++×+=

××××+××+××+=

++++=+=
++×+=

××+××+××+=+++=+=

+××=××+××+=++=+=

×+=+=

=

bbbbbbbb

bbbbbbb

bbbbbb

bbb

b

5,74,63,52,41,30,45,74,85,9 24816322 bbbbbbbbb +++++=+=  

       
)76543(22

27126225424823162
45

432105

++++×+=

××+××+××+××+××+=
 

觀察上述各式，我們猜測: 

( )[ ]
( )[ ]

4  ,   2
!2

)3(         

2
)3(2         

2....54322         

2...54322

5

5

5

54
)4(,

≥∈∀⋅
−

=

−
⋅=

−+++++=

−+++++=

−

−

−

−−
−

nNnnn

nn
n

nb

n

n

n

nn
nn

且
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(三) 6,. −nnb 的一般項的猜測 

系理 3:   )6( ),2()7( ),1()6(, 2 −−−−− += nnnnnn bbb  

:pf   由引理 3，可得證                                 Q.E.D 

 
由系理 3，我們可得下列各式: 

2,61,50,62,61,72,8

1,50,61,7

0,6

242
2
1

bbbbbb
bbb

b

++=+=

+=

=

 

4,83,72,61,50,64,83,94,10

3,72,61,50,63,72,83,9

248162
2482

bbbbbbbb
bbbbbbb

++++=+=

+++=+=

5,94,83,72,61,50,65,94,105,11 24816322 bbbbbbbbb +++++=+=  

6,105,94,83,72,61,50,66,105,116,12 2481632642 bbbbbbbbbb ++++++=+=  
進一步計算: 

)201495(222
2

5812
2

4722
2

3642
2

25816

)1495(222
2

4712
2

3622
2

2548

)95(222
2

3612
2

2524

5222
2

252

1

343210
4,10

23210
3,9

1210
2,8

010
1,7

0,6

+++×+=×
×

×+×
×

×+×
×

×+×
×

×+=

++×+=×
×

×+×
×

×+×
×

×+=

+×+=×
×

×+×
×

×+=

×+=×
×

+=

=

b

b

b

b

b

 

先觀察數列< nt >=<5,9,20,27,35……..> 

)27201495(22     

2
2

6912
2

5822
2

4742
2

3682
2

251632

45

43210
5,11

++++×+=

×
×

×+×
×

×+×
×

×+×
×

×+×
×

×+=b
 

)3527201495(222
2

7101         

2
2

6922
2

5842
2

4782
2

36162
2

253264

565

43210
6,12

+++++×+=×
×

×+

×
×

×+×
×

×+×
×

×+×
×

×+×
×

×+=b
 

 得                      51 =t  

( )[ ]
2

45 
2

)1)(6(5 2...6545

)2()
:    

6   
5   
4   

2
1

34

23

12

++
=

−+
+=++++++=

++=+

+=
+=
+=

−

nnnnnt

ntt

tt
tt
tt

n

nn
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6
)1)(2)(6(           

)6(2
2

)6)(5(
2
5

6
)112)(5)(6(

2
1           

2
456

1

26

1

−−−
=

−+
−−

×+
−−−

×=

++
=∴ ∑∑

−

=

−

=

nnn

nnnnnn

kkt
n

k

n

k
k

 

所以我們猜測: 

6)n  Nn (    2
!3

)5)(4(         

6
2092

6
)1)(2)(6(22

7

23
776

6,

≥∈×
−−

=

+−
×=

−−−
×+=

−

−−−
−

且n

nnn
nn

nnn

nnnnnnb
 

(四) 8, −nnb 的一般項的猜測 

系理 4： 8)-(n ),2(9)-(n, 1)-(n8)-(n , 2 −+= nn bbb  

pf: 由引理 3，可得證                         Q.E.D 
 
由系理 4，我們可得下列各式 

10,8 =b  

1,70,81,70,81,9 22 bbbbb +=+=  

2,81,70,82,81,92 ,10 242 bbbbbb ++=+=  

3,92,81,70,83 ,92 ,103 ,11 2482 bbbbbbb +++=+=  

,4 103,92,81,78,04 ,10,3 11,4 12 248162 bbbbbbbb ++++=+=  

,5 114 ,103,92,81,70,85 ,11,4 125 ,13 24816322 bbbbbbbbb +++++=+=  

,6 12,5 114 ,103,92,81,70,86 ,12,5 13,6 14 2481632642 bbbbbbbbbb ++++++=+=  
 

進一步計算: 

10,8 =b  

722
!3

23712 00
1,9 ⋅=⋅

⋅⋅
×+=b  

)167(222
!3

34812
!3

23722 121012
2 ,10 +⋅+=⋅

⋅⋅
⋅+⋅

⋅⋅
⋅+=b  

)30167(222
!3

45912
!3

34822
!3

23722 2321023
,3 11 ++⋅+=⋅

⋅⋅
⋅+⋅

⋅⋅
⋅+⋅

⋅⋅
⋅+=b

)5030167(222
!3

561012
!3

45922
!3

34822
!3

23722 343212034
,4 12 +++⋅+=⋅

⋅⋅
⋅+⋅

⋅⋅
⋅+⋅

⋅⋅
⋅+⋅

⋅⋅
⋅+=b

)775030167(22       

2
!3

671112
!3

561022
!3

45922
!3

34822
!3

23722

45

432213045
,5 13

++++⋅+=

⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+=b

)112775030167(22      

2
!3

781212
!3

671122
!3

561022
!3

45922
!3

34822
!3

23722

56

54322314056
6 ,14

+++++⋅+=

⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+⋅
⋅⋅

⋅+=b
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先觀察數列 >>=<< ,......112,77,50,30,16,7nt  
考慮 >>=<−>=<< + ,......27,20,14,91 nnn ttq  

       得遞迴關係式 

                  

7
6
5

9

34

23

12

1

+=

+=
+=

=

qq
qq
qq

q

 

                 

            ) )3(1 ++=+ − nqq nn  

             
[ ]

2
107

2
4)-8)(n(n9    

)3(...659
2 ++

=
+

+=

+++++=

nn
nqn

   

  則 ∑∑
−

=

−

=

++
+=+=

1

1

21

1 2
10777

n

k

n

k
kn

kkqt  

6
12209n   

)1(5
2

)1(
2
7

6
)12()1(

2
17   

23 +++
=

−+
−

×+
−−

×+=

nn

nnnnnn

 

所以 ,我們猜測 

8)n且(n      
!4

)7)(6)(5(2

)8(2
2

)7)(8(
3

10
6

)152)(7)(8(
2
3

4
)7()8(

6
122

6
1220922

9-n

22
98-n

8

1

23
98

8,

≥Ν∈
−−−

×=









−⋅+

−−
⋅+

−−−
⋅+

−−
⋅+=

+++
+=

−

−

=

−−

−

∑

nnnn

nnnnnnnn

kkk

b

n

n

k

nn

nn

 

 
(五) 10, −nnb 的一般項的猜測 

   因為計算越趨繁雜，於是，我們由之前 )8(~ −nnnn bb 等五項所推得的公式猜測：若

8.. ~ −nnnn bb 之結論均為正確，則 )10( −nnb 的一般項公式可能是---- 

       ,2
!5

)9)(8)(7)(6( 11−×
−−−− nnnnnn

 其中 10且n ≥Ν∈n  

pf：(1)當 成立   1
!5

)910)(810)(710)(610(102   時 10 11-10 =
−−−−⋅

×= ，n  
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[ ]






 −+−−−−

×=





 −−−−

+
−−−−

×=

−−−−
×+

−−−−
××=

+=
≥+=

−−−−
×=≥=

−

−−−++

−

!5
)55()9()8)(7)(6(2                      

!4
)8)(7)(6)(1(

!5
)9)(8)(7)(6(2                      

!4
)8)(7)(6)(1(2

!5
)9)(8)(7)(6(22                      

2b     
時， 10)1(kkn 則(3)

成立    
!5

)9)(8)(7)(6(2b   時 )10( 設)2(

2
10-k

10-k

1011-k

)9(),1()10(,10-1)1)(k(k

11
10)-(kk,

kkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkk
bb

kkkkk
，kkn

k

kkkk

k

 

[ ] [ ] [ ] [ ]
!5

9)1(8)1(7)1(6)1()1(2                      

!5
)8)(7)(6)(5)(1(2                      

!5
)54)(8)(7)(6(2                      

11-1)(k

10-k

2
10-k

−+⋅−+⋅−+⋅−++
×=

−−−−+
×=

−−−−−
×=

+ kkkkk

kkkkk

kkkkk

 

由數學歸納法證得原式 10 且 其中
!5

)9)(8)(7)(6(2 11
10, ≥Ν∈

−−−−
×= −

− nn，
nnnnnb n

nn   

 

(六)、綜合之前的各項猜測，我們想歸納出 knnb 2, − 的一般項公式 

觀察: 
Ν∈= −，nb n

nn
1

, 2  

2 且 2 3
2, ≥Ν∈⋅= −

− n，nnb n
nn  

4   2
!2

)3( 5
4, ≥Ν∈⋅

−
= −

− n，n
nnb n

nn 且  

6   2
!3

)5)(4( 7
6, ≥Ν∈⋅

−−
= −

− n，n
nnnb n

nn 且  

82
!4

)7)(6)(5( 9
8, ≥Ν∈⋅

−−−
= −

− 且n，n
nnnnb n

nn  

102
!5

)9)(8)(7)(6( 11
10, ≥Ν∈⋅

−−−−
= −

− 且n，n
nnnnnb n

nn  

歸納得: 
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

 2C
2k-n

n           

2
)2(!

)2()12(...)2(1)(k-nn           

2
!

)12(...)2()1(

1-2k-n1-k-n
k

1-2k-n

12
2,

×⋅=

×
−

−⋅−−⋅⋅+−⋅+
⋅=

⋅
−−⋅⋅+−⋅+−

⋅= −−
−

knk
knknkn

k
knknknnb kn

knn

 



 16 

三、 θcos 的 n倍角公式 
定理 3.4 ( θcos 的 n倍角公式)： 

( )θθ coscos nfn = ， 其中 ( ) ( )∑






=

−−−−− ⋅××
−

×−=
2

0

2121 2
2

1

n

k

knknkn
k

k
n xC

kn
nxf  

   pf :  由定理 2．1  ( ) ( ) Nnnnn ∈∀+=++ ,1coscos22coscos θθθθ  
           ( ) ( )θθθθ 2cos1coscos2cos −−−= nnn  
       (1)當 1=n 時， 120

1,1 ==b    成立 

       (2)設 mn < 時，即 0,1,
2

2,, cos....coscoscos mm
m

mm
m

mm bbbbm ++++= −
− θθθθ  

                    其中 12111
21,1 2

21
1 −−−−−−

−−− ×
−−

−
= kmkm

kkmm C
km

mb    成立 

                       
( ) ( )

( ) ( ) 11211122
122,2

2
122

2
'

−−−−−−−−
−−−−

×
−−−

−
= kmkm

kkmm
C

km
mb   成立 

         則 '22,221,12, 2
kmmkmmkmm bbb

−−−−−−− +=  

                 
( )122,221,12

−−−−−−− +=
kmmkmm bb  

                 ( )
+×

−−
−

= −−−− 222 2
21
12 kmkm

kC
km

m 122
1 2

2
2 −−−−

− ×
−
− kmkm

kC
km

m  

                 ( )
( )

( )
( ) ( ) 








−−−

−−
⋅

−
−

+
−−

−−
⋅

−−
−

= −−

!12!1
!2

2
2

!22!
!2

12
12 12

kmk
km

km
m

kmk
km

km
mkm  

                 ( ) ( )
( ) ( )kmkmk

kmmkmkm

2!12!
1!22 12

−−−
−−

−−×= −−  

                 ( )
( )

122
!12!

!1
2

−−×
−−

−−
×

−
= km

kmk
km

km
m     原式成立 

故由數學歸納法知 

( ) ( )∑






=

−−−−− ⋅××
−

×−=
2

0

2121 2
2

1

n

k

knknkn
k

k
n xC

kn
nxf              Q.E.D. 
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肆. θsin 的 n倍角公式 

    這一節的主要結果是 θsin 的 n倍角公式：「定理.4.1」及「定理 4.2」。 
 
(一) n為奇數 

θθθθθθθ

θθθθθθ

θθθθθ

θθθθ

θθθ

θθ

119753

9753

753

53

3

sin1024sin2816sin2816sin1232sin220sin11 11sin
                          sin256sin576sin432sin120sin99sin

(4.1)                                                   sin64sin112sin56sin77sin
sin16sin20sin55sin

sin4sin33sin
sinsin

−+−+−=

+−+−=

−+−=

+−=

−=

=

 

我們希望將 θnsin 以 θsin 的形式由低而高依次展開，即:找出多項式 ( )xgn ,使得
( )θθ sinsin ngn =  

 
由表(4.1),我們猜測: 

1. nxg n =)(deg  

設 ∑
=

=
n

k

k
knn xxg

0
,)( β  

2. 
2

1-nk0     ,02, ≤≤=knβ  

3. ,......,, 5,3,1, nnn βββ 之各項係數為正負值交錯, 
若將 kn,β 之正負記成 kn,sgn β   記 knkn ,, || αβ =   

    則 
2

1-nk0     ,)1(sgn 12, ≤≤−=+
k

knβ  

令
2

1-nk,0    )1( 12,12, ≤≤⋅−= ++ kn
k

kn αβ  

 現在我們試著計算 12, +knα  
（1） nn =1,α  
（2）關於 3,nα ： 11,33,3 += αα  

986234141209
6234141111

3414149
14115

1,111,113,11

1,91,93,9

1,71,73,7

1,51,53,5

+++++=+=

++++=+=

+++=+=

++=+=

ααα

ααα

ααα

ααα

 

Μ       
數列 14，34，62，98……的一般項為 284 2 ++ kk  

( ) ( ) ( )Nt, 12tn     
 3

11          

  )284(1   )284(1
2

3

1

2
2

3

1

2
1,3,

∈+=
+−

=

++++=++++=∴ ∑∑
−

=

−

=

！

nnn

kknkk

n

k

n

k
nn αα
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(3)關於 5,nα ： 

416 535,5 −== αα  

60 

56112 3,75,7 +== αα            196   

256            248 

312432 3,95,9 +== αα             444             144 

700             392           32 

10121232 3,115,11 +== αα            836             176 

                          1536           568            32 

25482912 3,135,13 +== αα             1404           208 

                          2940            776 

54886048 3,155,15 +== αα              2180 

                           5120 

1060811424 3,175,17 +== αα  

 
考慮數列 >−>=<< .......2548,1012,312,56,4na  
         >>=<< .......2940,1536,700,256,60nb  
         >>=<< .......2180,1404,836,444,196nc  
         >>=<< .......776,568,392,248nd  

1369616 2 ++= nndn 3
18027212016)1369616(196196

231

1

2
1

1

+++
=+++=+= ∑∑

−

=

−

=

nnnkkdc
n

k

n

k
kn  

3
6480324)

3
18027212016(60 60

2341

1

231

1

nnnnkkkcb
n

k

n

k
kn

+++
=

+++
+=+= ∑∑

−

=

−

=

 

( )( )
15

30171713212)
3

6480324(4 4
2341

1

2341

1

−−+++
=

+++
+−=+−= ∑∑

−

=

−

=

nnnnnkkkkba
n

k

n

k
kn  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
!5

311)3(          

120
2911

6
11          

15

30
2

317
2

37
2

313
2

321
2

32

2

234

3,5,

++−−
=

−+−
+

+−
=












−






 −

−





 −

+





 −

+





 −







 +

−

+=∴

nnnnn

nnnnnnn

nnnnn

nn αα
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歸納(1)(2)(3)之結果，我們推測:  
( )( )( ) ( )( )( )

!7
531135

7,
+++−−−

=
nnnnnnn

nα  

       ( )( )( )( ) ( )( )( )( )
!9

75311357
9,

++++−−−−
=

nnnnnnnnn
nα  

代入檢查 ， 7,7α  , 7,9α  , 7,11α ….. 9,9α  , 9,11α  , 9,13α    確實均符合此推測 

最後，我們猜想: 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
!

24....3113....42
, k

knknnnnnnknkn
kn

−−⋅−−⋅⋅+⋅+⋅⋅−⋅−⋅⋅−−⋅−−
=α  

 
我們發現 knn 2, −α 竟然等於第（參）節中之 knnb 2, − ! 

 
再考慮 knn 2,sgn −β 及 knna 2,sgn − ： 

          ( ) 2
12

2, 1sgn
−−

− −=
kn

knnβ  

    (1) 14tn += ， ( ) ( ) ( ) knn
kktkt

knn a 2,
2

2
24

2, sgn111sgn −
−

−

− =−=−=−=⇒ β  

    (2) 34tn += ， ( ) ( ) ( ) knn
kktkt

knn a 2,
112

2
224

2, sgn111sgn −
++−

+−

− −=−=−=−=⇒ β  

所以我們可以得到: 




+=−

+=
=

−

−
− 34tn   

14tn   

  2,

  2,
2,

當，

當，

knn

knn
knn a

a
β  

即: 




+=−

+=
=

34tn     )( 
14tn     )(   

)(
當，

當，

xf
xf

xg
n

n
n  

定理 4.1： ( )θθ sinsin ngn =  

          其中 ( ) ( )
( )




∪∈∀+=−

∪∈∀+=
=

}0{,14        ,
}0{,14        ,   

Nttnxf
Nttnxf

xg
n

n
n

當

當
 

pf：(1) 14tn +=  

( )

 )cossin 
2

(      )(sin            

)(cos           
                   cos           

) 
2

(       14cos           

)-
2

1)((4tcos           

)14(
2

)14(cos           

)14sin(sin

φθφθ
π

θ

φ
φ

φθ
π

φ

θ
π

θ
π

θθ

=∴=−=

=
=

=−+=





 +=





 +−+=

+=

Θn

n

f

f
n

t

tt

tn

令  

得 ( ) ( )xfxg nn =   
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(2) 34tn +=  

 )(sin            
)(cos            

cos            

)-
2

3)((4tcos            

)34(
2

)34(cos           

)14sin(sin

θ
φ

φ

θ
π

θ
π

θθ

n

n

f
f

n

tt

tn

−=
−=
−=





 +−=





 +−+−=

+=

 

  得 ( ) ( )xfxg nn −=                            Q.E.D. 
 
(二) n為偶數, 
    令 yx == θθ cos,sin  
    由 第壹部分(三)可得 

    
)48(4sin

)2(2sin
3 xxy

xy
+−⋅=

⋅=

θ

θ
 

    
)880192128(8sin

)63232(6sin
357

35

xxxxy
xxxy

+−+−⋅=

+−⋅=

θ

θ
                          (4.2) 

    
)122801792460851202048(8sin

)101606721024512(10sin
357911

3579

xxxxxxy
xxxxxy

+−+−+−⋅=

+−+−⋅=

θ

θ
 

Μ       
    我們希望能找到多項式 ),(xqn 使得 )(sincossin θθθ nqn ⋅=  
     
由表(4.2),我們猜測: 

    1. 1)(deg −= nxqn  
   

設 ∑
−

=

=
1

0
,)(

n

k

k
knn xrxq  

    2. 
2

,1    02,
nkr knn ≤≤=−  

    3. ,......,, 5,3,1, −−− nnnnnn rrr 之各項係數正負值交錯 

       若將 knr , 之正負記為 knr ,sgn ,記 knkn sr ,, =  

       則
2
nk,0     )1(sgn 12, ≤≤−=+−

k
knnr  

       令
2
nk,0    )1( ,, ≤≤⋅−= kn

k
kn sr  

       
 
 現在我們試著計算 kns ,  
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(1) 1, −nns ： 

   21,2 =s  
   48 1,23,4 ⋅== ss  
   432 3,45,6 ⋅== ss  
   4128 5,67,8 ⋅== ss  

Μ       
   4        3,21, ⋅= −−− nnnn ss  

   122
2

1, 2
2
122242 −−

−

− =⋅=⋅=⋅= nnn
n

nns  

(2) 3, −nns ： 

    

7,87,109,12

5,65,87,10

3,43,65,8

1,21,43,6

1,4

845120
841024

84192
8432

4

sss
sss

sss
sss

s

+==

+==

+==

+==

=

 

Μ       
)× 5,45,23, 84 −−−−− += nnnnnn sss  

)84(...)84()84(4.... 5,45,23,43,61,21,43,5,83,61,4 −−−−− +⋅⋅+⋅+=⋅⋅⋅⋅ nnnnnn ssssssssss  

4
2...

4
5

3
4

2
322         

)

2
4

11(...)
3
11)(

2
11)(11(2         

)
4

121(...)
6
121)(

4
121)(

2
121(4

2-n

2-n

2
2

3,

−
−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

−
+⋅⋅+++=

−
⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+=

−

−

n
n

n

n
s

n

nn

 

2
)4(2 

)2(2 

)1
2

(2

1-n

3-n

2

−
=

−=

−= −

n
n

nn

   

 
(3) 5, −nns ： 

     

5,65,85,107,12

3,43,63,85,10

1,21,41,63,8

1,6

1284
1284

1284
6

ssss
ssss

ssss
s

++=

++=

++=

=

 

Μ       
) 7,67,47,25, 1284 −−−−−−− ++=× nnnnnnnn ssss  

)32(....)32()32(46... 7,67,47,23,43,63,81,21,41,6
2

6

5,5,103,81,6 −−−−−−

−

− ++⋅⋅++⋅++⋅=⋅⋅⋅⋅ nnnnnn

n

nn sssssssssssss  
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16
)4)(3(2         

)4)(3(2         
2

)4)(3(2         

2
)5)(6(

2
)4)(3(

...
36
55

21
36

10
21

3
1026         

2
)6)(5(

13
5

221...)
10
13

5
221)(

3
13

3
221(26

2

6-n

5-n

6-n

6
5,

−−
⋅=

−−⋅=

−−
⋅=

−−

−−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=



















−−
⋅+

−
⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=

−

−
−

nn
nn

nn

nn

nn

nnn
s

n

n
nn

 

由(1),(2),(3),我們推測 

    

768
)8)(7)(6)(5(2

96
)6)(5)(4(2

4
9,

3
7,

−−−−
⋅=

−−−
⋅=

−
−

−
−

nnnns

nnns

n
nn

n
nn

 

代入檢查: ,......,,,, 3,121,109,123,101,8 sssss 都符合此推測 
 

最後推測
( )[ ]

)!1(2
)2(...1)(2 )1(

12, −⋅
−⋅⋅+−−

⋅= −−
+− k

knknkns k
kn

knn  

[ ][ ]
1)!-(k

)2(...)2(1)(k-nk)-(n2             12k-n knkn −⋅⋅+−+
⋅= +  

[ ][ ]
)!1(

)2(...)2()1()(2)1(r 122
2

12k-nn, −
−⋅⋅+−+−−

⋅⋅−=⇒ +−
−

+ k
knknknknkn

kn

 

 
 
定理 4.2: 若 n為偶數  

        則 θθθ 12
2

1
11, sincossin +−

=
+−∑⋅= kn

n

k
knnrn  

          )sinr...sinrsin(rcos          n,1
3-n

3-nn,
1-n

1-nn, θθθθ +++⋅=  

其中 [ ][ ]
)!1(

)2(...)2()1()(2)1( 122
2

12, −
−⋅⋅+−+−−

⋅⋅−= +−
−

+− k
knknknknr kn

kn

knn
 

:pf 當 2=n 時，
2
12 ×= n

na   成立 

設 mn = 時成立，即 [ ]θθθθθ sin.........sinsincossin 1,3,
1

1, mmm
m

mm aaam +++= −
−

−  

     其中 ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) 2
2

12
12, 1

!1
22.....12

km
km

kmm k
kmkmkma

−
−−

−− −×
−

−−+−−
×=  

則當 2+= mn 時 
     ( ) ( ) θθθθ mmm sin1sincos22sin −+=+ ，(由定理 2.3)  
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(1) 14t1m    4 +=+= 則，tm    ( 1' += kk ) 

( ) ( )[ ] ( )12,2122,2 ' +−+−−++
= kmmkmm ra  

                12111 2
21

12 −−+−−+ ××
−+

+
×= kmkm

kC
km

m ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
( ) ( ) 2

2
12 1

!1
22......12

km
km

k
kmkmkm −

−− −×
−

−−+−−
×−  

kmkm
kC

km
m 22

12
12 −− ××
+−

+
×= ( )( ) ( )

( )!1
22......12 12

−
+−−−−

×− +−

k
kmkmkmkm  

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) 








+−

+−+−−−−
−

+−
−+

×= +−

!12!
1222.....1

!12!
!12 12

kmk
kmkmkmkmk

kmk
kmmkm  

( )( ) ( )
( )!12!

!!12 12

+−
−−−+

×= +−

kmk
kmkkmmkm  

( )( )
( )!12!

!12 12

+−
−+−

×= +−

kmk
kmkmkm  

( )( ) ( )
!

22......12 12

k
kmkmkmkm +−−+−

×= +−  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]} ( ) ( )[ ]}{{ ( )
( ) ( )

2
122

1122 1
!

2122......112122
+−+

−+−+ −
−+−+−+−++−+

×=
km

km

k
kmkmkm                                   

                                                              原式成立 
 (2) 34t1m    24 +=++= 則，tm      

( ) ( )[ ] ( )12,2122,2 ' +−+−−++
= kmmkmm ra             ( k′ = k + 1 ) 

                12111 2
21

12 −−+−−+ ××
−+

+
×−= kmkm

kC
km

m ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
( ) ( ) 2

2
12 1

!1
22......12

km
km

k
kmkmkm −

−− −×
−

−−+−−
×−  

                kmkm
kC

km
m 22

12
12 −− ××
+−

+
×−=

( )( ) ( )
( )!1

22......12 12

−
+−−−−

×+ +−

k
kmkmkmkm  

                ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) 








+−

+−+−−−−
−

+−
−+

×−= +−

!12!
1222.....1

!12!
!12 12

kmk
kmkmkmkmk

kmk
kmmkm  

( )( ) ( )
( )!12!

!!12 12

+−
−−−+

×−= +−

kmk
kmkkmmkm  

( )( )
( )!12!

!12 12

+−
−+−

×−= +−

kmk
kmkmkm  

( )( ) ( )
!

22......12 12

k
kmkmkmkm +−−+−

×−= +−  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]} ( ) ( )[ ]}{{ ( )
( ) ( )

2
122

1122 1
!

2122......112122
+−+

−+−+ −
−+−+−+−++−+

×=
km

km

k
kmkmkm

                                                            原式成立 
     故由數學歸納法知原式成立， Nn ∈∀  
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伍、以遞迴數列的觀點來看 cos θn  之係數 

因為前一節中我們發現 cos θn 的係數間有一些遞迴關係，所以這一節中我們嘗試以遞迴

數列的技巧來了解 cos θn 的一般項公式。遞迴關係可以化簡成一所謂特徵方程式，而我

們很驚訝的發現，前一節中所導出的 cos θn 的係數間的遞迴關係，其相對應的特徵方程

式，竟相當的簡單。 

令 cos nθ  = fn (cosθ )  其中 fn (x) = ∑
=

−− ⋅−+⋅
]

2
[

1

21 )1(2

n

k

knk
n

knn xxx  

令數列 ><=>< ,...112,48,20,8,3,11     nx  = < fn (x)展開式中的 n-2次項係數> 

      ><=>< ,...432,160,56,18,5,1    2
nx  = < fn (x)展開式中的 n-4次項係數> 

      >>=<< ,...400,120,32,7,13
nx = < fn (x)展開式中的 n-6次項係數> 

       Μ       
      >< k

nx = < fn (x)展開式中的 n-2k次項係數> 
 
一、再次觀察以下係數： 

n  1
nx  2

nx  3
nx    

1 1      
2 2 1= 1

2x      

3 4 3= 1
3x      

4 8 8= 1
4x  1= 2

4x     
5 16 20= 1

5x  5= 2
5x     

6 32 48= 1
6x  18= 2

6x  1= 3
6x    

7 64 112= 1
7x  56= 2

7x  7= 3
7x    

8 128 256= 1
8x  160= 2

8x  32= 3
8x  1  

9 256 576= 1
9x  432= 2

9x  120= 3
9x  9  

10 512 1280= 1
10x  1120= 2

10x  400= 3
10x  50 1 

 
(一)考慮數列< 1

nx >： 
         01

2
1
3 22 += xx  

11
3

1
4 22 += xx  
 Μ   

41
2

1
1 22 −

−− += n
nn xx ------ (1) 

31
1

1 22 −
− += n

nn xx ------ (2) 
⇒ 1

2
1

1
1

1
1 422 −−− −=− nnnn xxxx     (利用 (1)2-(2) × ) 

⇒ 1
2

1
1

1 44 −− −= nnn xxx ------ (3) 
     ∴ >< 1

nx 是一個遞迴數列且滿足特徵方程式 442 −= xx  



 25 

            即： ( ) 02 2 =−x  
     故 滿足(3)式之遞迴數列有 2個特解 ( ) >⋅−<>< −− 11 21 ; 2 nn n  

由遞迴數列的特性知, 一般解可寫成此 2個特解的線性組合 
即： ( ) 111 212 −− −⋅+⋅= nn

n nsrx  

利用 3  x,  1 1
3

1
2 ==x ，可求得係數 r =

4
1 , s = 

4
1  

故得 ( ) 3331 2212 −−− ⋅=−+= nnn
n nnx  , 滿足定理 3.4 

 
(二)考慮數列< 2

nx >： 
1
3

2
4

2
5 2 xxx +=  

1
4

2
5

2
6 2 xxx +=  

Μ       
62

2
1

3
2

2
2

1 2)3(22 −
−−−− ⋅−+=+= n

nnnn nxxxx ------ (1) 
52

1
1

2
2

1
2 2)2(22 −

−−− ⋅−+=+= n
nnnn nxxxx   ------ (2) 

⇒  52
2

2
1

2 244 −
−− +−= n

nnn xxx  ------ (3)      (利用 (1)2-(2) × 整理可得) 
同理 62

3
2

2
2

1 244 −
−−− +−= n

nnn xxx ------ (4) 
⇒ 2

3
2

2
2

1
2 8126 −−− +−= nnnn xxxx  ------ (5)     (利用 (4)2-(3) × 整理可得) 

     ∴ >< 2
nx 是一個遞迴數列且滿足特徵方程式 8126 23 +−= xxx  

即： ( ) 02 3 =−x  

    故 滿足(5)式之遞迴數列有 3個特解 ( ) >⋅−<>⋅−<>< −−− 1211 2)1(;21 ; 2 nnn nn  
由遞迴數列的特性知, 一般解可寫成此 3特解的線性組合 
即：  ( ) ( ) 12112 21212 −−− −⋅+−⋅+⋅= nnn

n ntnsrx  

利用 18,5  x,  1 2
6

2
5

2
4 === xx ，可求得係數 r =

16
1

− , s =
32
1

− , t = 
32
1  

故得 ( ) ( ) 56262652 2
!2

)3(2)3(21212 −−−−− ⋅
−

=⋅−=−+−−−= nnnnn
n

nnnnnnx  , 滿足定理 3.4 

 
(三)考慮數列< 3

nx >： 

2
3

3
2

3
3

2
2

3
1

3
2

2

2

xxx
xxx

+=

+=
 

Μ       

( )

( )2.....    2
!2

)5)(2(22

1.....  2
!2

)6)(3(22

73
1

2
2

3
1

3

83
2

2
3

3
2

3
1

−
−−−

−
−−−−

−−
+=+=

−−
+=+=

n
nnnn

n
nnnn

nnxxxx

nnxxxx
 

⇒ ( )3.....2)4(44 73
2

3
1

3 −
−− ⋅−+−= n

nnn nxxx          (利用 (1)2-(2) × 整理可得) 

( )4.....2)5(44  83
3

3
2

3
1

−
−−− ⋅−+−= n

nnn nxxx又  
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⇒ ( )5.....28126 73
3

3
2

3
1

3 −
−−− ++−= n

nnnn xxxx          (利用 (4)2-(3) × 整理可得) 

( )6.....28126 83
4

3
3

3
2

3
1

−
−−−− +−= n

nnnn xxxx又  

       ⇒ 3
4

3
3

3
2

3
1

3 1632248 −−−− −+−= nnnnn xxxxx  ------ (7)    (利用 (6)2-(5) × 整理可得) 

       ∴ >< 3
nx 是一個遞迴數列且滿足特徵方程式 1632248 234 −+−= xxxx  

即： ( ) 02 4 =−x         

故 滿足(7)式之遞迴數列有 4個特解 
 ( ) >⋅−<>⋅−<>⋅−<>< −−−− 131211 2)1(;2)1(;21 ; 2 nnnn nnn  

由遞迴數列的特性知, 一般解可寫成此 4特解的線性組合 
即： ( ) ( ) ( ) 1312113 2121212 −−−− −⋅+−⋅+−⋅+⋅= nnnn

n nuntnsrx  

利用 120,32,7,1x 3
9

3
8

3
7

3
6 ==== xxx ，可求得係數 r =

32
1 , s =

384
5

− ,  t =
64
1

− , u =
384
1  

⇒ 1312113 2)1(
384

12)1(
64
12)1(

384
52

32
1 −−−− ⋅−⋅+⋅−−⋅−⋅+⋅= nnnn

n nnnx = ( )( ) 72
!3

54 −⋅
−− nnnn  

滿足定理 3.4 
 
 
由(一) ~ (三)，我們猜測 

>< k
nx 所滿足特徵方程式為 ( ) 02 1 =− +kx  

 

二、結論 

定理 5.1：對任意 Nk ∈ ， >< k
nx 是一個遞迴數列且滿足特徵方程式 ( ) 02 1 =− +kx ，且

122
!

)12)....(2()1( −−⋅
+−−−⋅−−⋅

= knk
n k

knknknnx  

pf：(1)當 1=k 時，由一、(一)知 >< 1
nx 的特徵方程為 ( ) 02 2 =−x 。 

(2)設當 pk = 時成立 

         即設 >< p
nx 的特徵方程為 ( ) 02 1 =− +px ， 

展開 ( ) ( ) 11
1

1
1

11 2....)2(2 ++
+

+++ −++⋅−⋅+=− pp
p

pppp CxCxx  

         即 0)2(.....2 1
1

11
11 =⋅−++⋅− −

+
+

++
+

p
pn

p
p

pp
n

pp
n xCxCx  

       則當 1+= pk 時，考慮數列 >< +1p
nx  

         由引理 3. p
n

p
n

p
n xxx +⋅= +

−
+ 1

1
1 2   ⇒ 1

1
1p

n 2 x +
−

+ −= p
n

p
n xx  
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因為 >< p
nx , 滿足遞迴關係 0)2(.....2 1

1
11

11 =⋅−++⋅− −
+
+

++
+

p
pn

p
p

pp
n

pp
n xCxCx  

( ) ( ) ( ) 02)2(2)2(2 1
1

11
1

11
1

11
1

11
1 =−⋅⋅−+⋅⋅⋅⋅+−⋅−⋅+−∴ +

−−
+
−

+
+

++
−

++++
+

p
pn

p
pn

p
p

pp
n

p
n

pp
n

p
n xxCxxCxx  

( ) ( ) ( ) 02222 1
1

1
1

111
1

1
1

1
1

1
2

11
1

1
1 =−−+⋅⋅⋅+−+−+⇒ +

−−
+
+

+
−

++
+

+
−

+++++
+

p
pn

p
p

p
pn

p
p

p
p

p
n

ppp
n

pp
n xxxxx αααααα  

其中 kp
k

p
k C )2(11 −⋅= ++α  ,k=1,2,3,…,p+1 

令 1
1

2
2

1
1

1
2

2
2

1
1

2
1 2  ,2  ,2 +

+
+
+

+++++ −≡⋅⋅⋅−≡−≡ p
p

p
p

ppppp ααααααα  

01
1

2
2

12
1

1
1 =+⋅⋅⋅++⇒ +

−−
+
+

+++
+

p
pn

p
p

p
n

pp
n xxx αα  

而 

kp
k

kP
k

kp
k

P
k

p
k

p
k CCC )2()2(2)2(2 211

1
11

1
12 −⋅=−⋅⋅−−⋅=−= +−+

−
++

−
++ ααα  ,k=1,2,3,…,p+1 

2
2

222
2

11
1 )2()2()2()2( +

+
+++

+
++

+ =−=−⋅=−⋅−⋅ p
p

ppp
p

pp
p CC α  

故 >< +1p
nx 滿足遞迴關係 0)2(.....2 1

1
212

1
1
1 =⋅−++⋅− +

−−
++++

+
p

pn
pp

n
pp

n xxCx  

所以 >< +1p
nx 的特徵方程為 ( ) 02 2 =− +px                              

根據上述定理，利用遞迴數列的特性， >< k
nx 可寫成 ( ) ;212 11 >⋅−<>< −− nn n ;  

>⋅−<>⋅−< −− 112 2)1(...2)1( nkn nn 的線性組合，再利用初始條件即可求出 >< k
nx 。 

52 2
!2
)3( −⋅
⋅−

= n
n

nnx  

72 2
!3

)5()4( −⋅
⋅−⋅−

= n
n

nnnx  

Μ       
122

!
)12)....(2()1( −−⋅

+−−−⋅−−⋅
= knk

n k
knknknnx  

我們想要証明上列的公式。 

考慮由數列 >< 2
nx 推至 >< 3

nx  























−
−

−

..........

..1200

..0120

..0012

..0001

×

























...

3
8

3
7

3
6

3
5

x
x
x
x

=

























...

2
6

2
5

2
4

2
3

x
x
x
x

 

所以 
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