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壹、摘要 

    N個人圍成圓圈並編號，由第一個人開始，先留一人再淘汰一人，以此類推，此乃約瑟

夫問題。而由第一個人開始，先淘汰α人再留β人以此類推，以求倒數第K個人的是汰留

問題。解決α=1、β=1與任意的γ、N即是我們的第一步。找到任意的α、γ、N及β=1

是我們的第二步，轉成進位法以找出演算法是我們比較大的突破，也推出了演算法的通式。

雖一般任意α、β、γ、N尚未完全的解決，但在一些特殊的情況下，如α=β我們也得到

了結果。我們在約瑟夫問題與汰留問題之間找到了關係式，並加以討論與研究。 

 

貳、研究動機 

    在第四十三屆全國中小學科學展覽會中，學長所做的「九死一生｣ ，已對汰α留β倒數

第K人總數N人存活的編號L(α,β,K,N)的汰留問題作初步的詳盡討論。會中教授指出該專

題的思考過程中尚有些瑕疵需待改進，而未完成的部分還可以做更深入的探索，且我們在教

授的指導下知道汰留問題和約瑟夫問題(Josephus Problem)有密切關係，引起我對後續發展產生

莫大的興趣，也促使我廢寢忘食的去探討，期使這份作品更加完整。 

 

叁、研究目的 

    由研究先汰α留β的汰留問題與先留β汰α的約瑟夫問題的現有處理方法出發，藉以啟

發處理此兩種問題的方法並研究其關聯性，進而找出解決之道以處理「九死一生」專題中未

來展望所未解決的問題。 

 

肆、研究設備及器材 

    一、紙筆若干                                            

    二、計算機                                              

          硬體                                軟體                  

        桌上型電腦                      Microsoft Excel XP 

        筆記型電腦                      Microsoft Word XP 

 

伍、研究過程或方法 

    一、文獻回顧 

    「九死一生」專題中討論到汰留問題如下:有一支N個人的軍隊在戰敗後決定自殺，方式

為整個隊伍排成圓圈，在某人自殺後，跳過一人下一人再自殺，若有人想獨活，應位於隊伍

中的何處？專題將此問題定義如下：L(α,β,K,N)表示人數為N人時由1號開始先淘汰α人留

β人而倒數第 K 人存活的編號。在汰留時，若人數少於汰α人→則規定淘汰前 N－1 人，留

最後一人當存活者，若汰α人後，人數少於留β人→則規定按圓形排列再從α＋1留起。 

    專題中由汰一留一、汰二留一開始討論，導出其遞迴式與跳項條件，並由其倒數項找出

規律性並推出汰α留一倒數項的跳項條件與汰α留β遞迴通式如下： 

跳項條件：當N＝
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          L（α,1,1,N）、L（α,1,2,N）、L（α,1,3,N）⋯依序發生跳項 

遞迴通式：啟始條件： ( , , , ) 1 , ( , , , 1) 2 , , ( , , , 1) ,L K K L K K L K Kα β α β α β α α= + = + − =L  

  L（α,β,K,N＋α＋β）＝L（α,β,K,N＋β）＋α＋β，當L（α,β,K,N＋β）≦N 

  L（α,β,K,N＋α＋β）＝L（α,β,K,N＋β）－N＋α，當L（α,β,K,N＋β）＞N 

    其於汰一留一中推導出最後一位的演算法如下： 

若 N 為總人數，表成二進位法，則 L(1,1,1,N)為將其二進位法的最高位數字刪除，而位

於末位補零，再化成十進位。即NA＝A1A2A3⋯An，→L（1,1,1,N）＝A2A3⋯AnA0（A0為零） 

    專題中再轉向汰一留二與汰一留三的討論，導出其遞迴式，在求跳項時發現無法找到很

良好的跳項條件，於是專題利用迴歸分析，找到跳項近似表示式： 

         

3, 1.8250543158 ( ) , (1 , 2 ,1 , )
2

4, 3.77162 ( ) , (1 , 3 ,1 , )
3

n

n

N L N

N L N

= ×

= ×

汰一留二 當 發生跳項

汰一留三 當 發生跳項

 

    既然汰一留β在處理時遇到困難無法解決，專題就先處理汰一留一的推廣：汰α留α， 

發現汰二留二，當人數N為奇數，
3

)1(24 1+−+×
=

nn

N 時，呈循環跳項。當人數N為偶數， 

),1,2,2(22 1 NLN n =×= − 時跳項。相同地，再討論汰三留三至汰十留十，發現有類似性質。於

是猜測：人數N分成模α的餘數0、1、⋯、α－1個系統，各有不同的循環跳項，但皆形同

12
2)(
−

+××
α

α BA n

，但A、B為定值，當人數 nN 2×= α 時，則 ( , ,1, )N L Nα α= 跳項。但這猜測

於專題中無法解決，尚待本文於後解決。 

 

         若我們於文後使用到參考資料內的內容，我們將用粗體表示 
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    二、汰留問題與約瑟夫問題的緣起和定義 

   （一）、汰留問題的緣起 

            在高中數學歸納法裡有一個題目是這樣子的:在戰亂快結束時，有一支n個人的 
        軍隊因彈盡援絕而打算全體自殺，其決定全體圍成一個圓圈，按順時針方向依次編 
        號 1,2,3,…,n，由1號開始自殺，然後，順時針方向，每次跳過一個人，然後下一個 
        人在自殺若小王在此 n個人中想獨活，試問其要位於幾號位置？若其好友小陳亦想 
        和小王殘活，試問其要位於幾號位置？ 
            在這個問題中，是將n個人圍成圓圈，以淘汰1人再留1人，反覆下去，直到 

        僅剩1人的編號，或是問倒數第2人的編號，這即是汰留問題。 

 

   （二）、約瑟夫問題的緣起 

            在猶太-羅馬戰爭時，Flavius Josephus 是被羅馬人包圍在一個山洞的 41人之 
        一，由於這些猶太人不願被羅馬人所俘虜，因此他們決定自殺，這 41人圍成一圓圈， 
        按圓圈方向進行，每隔一人就自殺一個，直到這41人都死光為止，而他和他朋友認 
        為這種死法毫無意義，所以他很快的算出他和朋友應站在這圓圈的哪個位置才 
        不會被殺。 
            在這個問題中，是將n個人圍成圓圈，以留1人再淘汰1人，反覆下去，直到 

        僅剩1人的編號，或是問倒數第2人的編號，這即是約瑟夫問題。 

 

   （三）、汰留問題的定義及修正 

       1、L(α,β,K,N)表示為總人數為N人時，由1號開始先淘汰α個人，留β個人， 

          反覆進行，而倒數第K個人存活的編號。 
       2、在汰留時，若人數少於汰α人→則規定淘汰前 N-1人，留最後一人當存活者， 
          若汰α個人後，人數少於留β人→則規定按圓形排列再從α+1留起。 
            由於「九死一生」專題中所定義的 L(α,β,K,N)符號過長且 K這個數字容易在 

        數學歸納法過程中造成混淆，為了符號的簡便性，將符號改成 ( ), ,L Nα β γ 表示成 

        汰α留β，有 N人時，倒數第γ號的編號取代 L(α,β,K,N)。 

        其中若γ=1時，我們將其簡化成 ( ),L Nα β ，若對任意γ皆正確時，我們將其簡化 

        成 ( ), ,L Nα β ，而當α,β在處理上沒有疑義或固定時，再簡化成 ( )L N 來取代。 

 

   （四）、約瑟夫問題的定義及修正 

       1、 ( ), ,J Nα β γ 表示為總人數為 N人時，由 1號先開始留β個人，淘汰α個人， 

     反覆進行，而倒數第K個人存活的編號。 
       2、在汰留時，若人數少於汰α人→則規定淘汰前 N-1人，留最後一人當存活者， 
          若汰α個人後，人數少於留β人→則規定按圓形排列再從α+1留起。 

        其中若γ=1時，我們將其簡化成 ( ),J Nα β ，若對任意γ皆正確時，我們將其簡化 

        成 ( ), ,J Nα β ，而當α,β在處理上沒有疑義或固定時，再簡化成 ( )J N 來取代。 
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    三、我們先仿照Graham、Knuth、Patashnrk所著的具體數學（Concrete Mathematics）中對 

        約瑟夫問題遞迴式的定義(詳見參考資料)，我們將汰留問題的遞迴式表達如下      

   汰一留一：1. (1) 1 2. (2 ) 2 ( ) , (2 1) 2 ( ) 2 , 1L L n L n L n L n n= = − = − ≥對於所有的  

   汰二留一：1. (1) 1 , (2) 2L L= =  

             2. (3 ) 3 ( ) , (3 2) 3 ( ) 3 , (3 1) 3 ( 1) 6 , 1L n L n L n L n L n L n n= − = − − = + − ≥對於所有的  

   汰三留一：1. (1) 1 , (2) 2, (3) 3 2. (4 ) 4 ( ) , (4 3) 4 ( ) 4L L L L n L n L n L n= = = = − = −  

              (4 2) 4 ( 1) 8 , (4 1) 4 ( 2) 12 , 1L n L n L n L n n− = + − − = + − ≥對於所有的  

   汰α留一：1. (1) 1 , (2) 2, (3) 3... ( )L L L L α α= = = =  

             

(( 1) ) ( 1) ( )
(( 1) ) ( 1) ( ) ( 1)

2 . (( 1) 1) ( 1) ( 1) 2( 1) , 1

(( 1) 1) ( 1) ( ( 1)) ( 1)

L n L n
L n L n
L n L n n

L L n

α α
α α α α
α α α α

α α α α α α α

+ = + ×
 + − = + × − + + − + = + × + − + ≥



+ − + − = + × + − − +

M

對於所有的  

分析上述遞迴式計算 ( )L N 的值時，需利用到遞迴次數為 ( 1)log Nα+ ，共需計算約 ( 1)2 log Nα+ 次 

汰α留β：1. (1) 1 , (2) 2, (3) 3... ( )L L L L α α= = = =  

          

(( ) ) ( ) ( )
(( ) ) ( ) ( ) ( 1)

2. (( ) 1) ( ) ( 1) 2( 1) , 1

(( ) 1) ( ) ( ( 1)) ( 1)

L n L n
L n L n
L n L n n

L L n

α β α β
α β α α β α
α β α α β α

α β α α α β α α α

+ = + ×
 + − = + × − + + − + = + × + − + ≥



+ − + − = + × + − − +

M

對於所有的  

    四、汰一留一時，我們仿照1γ = 的演算法，建立起 2,3,4,5,γ = L的演算法如下： 

演算法 若N為總人數，先將其表示成二進位法 2N ，再將 2γ γ也化為二進位法 ，在末尾補0 

       後再減去1（2 1γ −即將 化為二進位）得到的數字末尾盡量補0，但不超過 2 ,N 得 

       2 2 2, ( ) 0 , ( , )M N M L N γ−數 將 後於末尾補 即為 的二進位答案。今舉例子如下： 

例子：當總人數 2150 (10010110)N = =  

      2 2 2 2 2 21 , (10000000) , (10110) , ( ,1) (101100) 44M N M L Nγ = = − = = =  



 6

      2 2 2 2 2 22 , (1100000) , (110110) , ( , 2) (1101100) 108M N M L Nγ = = − = = =  

      而「九死一生」專題中原始解法為 

      1 8 12 150 2 8 , 2 128 , ( ,1 ) (128 22,1) (128,1) 44 44n n n L N L L− −≤ ≤ ⇒ = = = + = + =  

      1 6 13 2 150 3 2 6 , 3 2 96 , ( , 2 ) (96 54,2) (98,2) 108 108n n n L N L L− −× ≤ ≤ × ⇒ = × = = + = + =  

      比較兩種方法，新採用的方法較適用於計算機上。 

    五、仿照汰一留一的演算法，建立起汰二留一的演算法如下： 

演算法 若N為總人數，先將其表示成三進位法 3N ，再將 3( 1) ( 1)γ γ− −也化為三進位法 ， 

       (mod 2) , 0 ,1N k k≡ = ，在末尾補平衡位後得到數 3 3 3' , ( ' ( 1)M M γ= − ⊕即 平衡位) 

       ，使得3 ' (mod 2) , 0 1M k≡ 其中平衡位為 或 ，在末尾盡量補0，但不超過 3 ,N 得數 

        3 3 3, ( )M N M−將 後除以2再於末尾補0， ( , )L N γ即為 的三進位答案。 

六、建立汰α留一的演算法如下： 

演算法 若N為總人數，先將其表示成(α+1)進位法1Nα+ ，再將 ( 1)γ − 也化為(α+1)進位法 

       1( 1)αγ +− ， (mod ) , 0 ,1 ,2 , 1N k kα α≡ = −L 在末尾補平衡位後得到數 1 ' ,Mα+  

       1 1( ' ( 1)Mα αγ+ += − ⊕即 平衡位)，使得 1 ' (mod ) , 0 1M kα α+ ≡ 其中平衡位為 或  

       2 , , 1α −L或 或 ，在末尾盡量補0，但不超過 1 1 1 1, , ( )N M N Mα α α α+ + + +−得數 將 後 

        除以α再於末尾補0，( , ) 1L N γ α +即為 的 進位答案。 

    七、汰留問題與約瑟夫問題之間的關聯性 

    我們根據汰留問題與約瑟夫問題之間的結果討論其關係，整理如下： 

   （一）、 汰一留一時，我們可發現 1),(),( += γγ NLNJ ，證明從略。 

   （二）、仿照汰一留一，我們可以得到汰α留1的關聯： )(mod1),(),( 1,1, NNLNJ +≡ γγ αα  

    證明： ),(1, γα NJ 當留1後,剩2,3,4,.....N,1共N個,使用重編碼1＊=(2),2＊=(3), 3＊=(4)..... 

          (N-1)＊=(N),N＊=(1)，開始汰1就變成我們所討論的汰留問題，有1＊, 2＊, 3＊.... N＊ 

          共N個，殘留號碼為,1 ,1 ,1( , )* ( , ) 1 ( , ) (mod )L N L N J N Nα α αγ γ γ= + =  

          ,1 ,1( , ) 1 0 , ( , ) 0 ,J N L N Nα αγ γ− = = =但當 即 產生跳項 



 7

   （三）、仿照汰α留一，我們可以得到汰α留β的關聯： )(mod),(),( ,, NNLNJ βγγ βαβα +≡  

      <pf>),(, γβα NJ 當留β後，剩 βββ ,,2,1,,,2,1 LL N++ ，共N個，使用重編碼 

          ,)*(,,)2(*2,)1(*1 NN =−+=+= βββ L ( 1)* (1) , , * ( )N Nβ β− + = =L  

          開始汰β+1就變成我們所討論的汰留問題，有1＊, 2＊, 3＊.... N＊共N個， 

          殘留號碼為, ( , )* ( , ) ( , ) (mod )L N L N J N nα β γ γ β γ= + =  

          , ,( , ) 1 0 , ( , ) 0 ,J N L N Nα β α βγ γ− = = =但當 即 產生跳項 

陸、研究結果與討論 

    我們重新定義汰留問題與約瑟夫問題的符號，並仿照具體數學中對約瑟夫問題遞迴式的

定義，我們將汰留問題的遞迴式導出，由此推出汰α留一的演算法，而專題中汰二留一，根

據遞迴通式也導出倍率式 L(3N)=3L(N)，但是我們發現其僅包含了 3N項的答案，所以我們再

增加了 (3 1) 3 ( 1) 6 , (3 2) 3 ( ) 3L n L n L n L n− = + − − = − ，這樣子就能使在汰二留一中所包含的倍率

式的結構更加完整。當我們知道起始條件和汰留的規則時，我們即可用倍率式算出。 

    而在汰三留三中，專題將其遞迴式表達如下：1. (4) 4 , (5) 5 , (6) 6L L L= = =  

    
( ) 6 , ( ) 3

2. ( 3)
( ) 6 , ( ) 2, 1,

L N L N N
L N

L N N L N N N N
+ ≤ −

+ =  + − = − −

當

當
 

由遞迴通式可知已知N時可求N+3由數學歸納法原理知需分成 23,13,3 ++= tttN 討論， 

由遞迴通式可知跳項條件為 NNNNL ,1,2)( −−=  

一、若 0 0 0 03 , ( ) ( 3) 6N N t L N N L N= = = ⇒ + =跳項 0 0 0( 3 ) 6 3 3L N k k N k k N⇒ + = = + ⇒ =  

  02 , ( )N L N N⇒ =下次跳項為 且 ，由等比公式得知 tN 3= 時，跳項 n
na 23×=  

   註： 2,1)( 000 −−= NNNL 不可能成立 

二、若 0 0 0 03 1 , ( ) ( 3) 6N N t L N N L N= = + = ⇒ + =跳項 0 0( 3 ) 6 3 1L N k k N k⇒ + = = + −  

   0 03 1 2 1 3 ' 1 ( ) 1k N N t L N N⇒ = − ⇒ − = + = −下次跳項為 且  

三、若 0 0 0 03 1 , ( ) 1 ( 3) 5N N t L N N L N= = + = − ⇒ + =跳項 0 0( 3 ) 6 1 3 2L N k k N k⇒ + = − = + −  

   0 03 1 2 1 3 ' 1 ( ) 2k N N t L N N⇒ = − ⇒ − = + = −下次跳項為 且  
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四、若 0 0 0 03 1 , ( ) 2 ( 3) 4N N t L N N L N= = + = − ⇒ + =跳項 0 0( 3 ) 6 2 3L N k k N k⇒ + = − = +  

   0 03 2 2 2 3 ' 1 ( )k N N t L N N⇒ = + ⇒ + = + =下次跳項為 且  

   取3t+1的跳項：1 2 3 44 , 7 , 13 , 28a a a a= = = = 可知 2 1 3 2 4 32 1 , 2 1 , 2 2a a a a a a= − = − = +  

  583)22(4341)12(212 3313132333 +=−+=−=−−=−= ++++ mmmmmm aaaaaa  

  3 1 3 3 1 3 1, , 13 , 8 5m m m m m mb a b a b a b b+ + += = = = = +取 ，解特徵方程式
58 5 ,
7

α α α= + = −  

  即
3

1 3
5 5 12 12 8 5 12 2 58 , 8 13 , ,
7 7 7 7 7

m m
m

m m mb A b A A a b × − × −
= × − = − = = = = =  

    
7

42122
7

5212222
2333

3323
+×

=+
−×

×=+=
−−

−−

mm

mm aa  

    
7

12121
7

4212212
1323

2313
+×

=−
+×

×=−=
−−

−−

mm

mm aa ，整合所有結果得出 

  

5 3
12 2 4 3 2

1 3 1
7

n

n

n m
n m
n m

a

− =
× + = −
 = −= ，同理，取3t+2的跳項可得

5 3 2
18 2 4 3

1 3 1
'

7

n

n

n m
n m
n m

a

= +
× + − =
− = +=  

  觀察分母皆為 7123 =− ，故知其分母必為 7123 =−  

    仿照汰三留三的證明，專題將汰α留α遞迴式表達如下 

    ,2)2(,,2)2(,1)1( αααααα =+=++=+ LLL L  

    
( ) 2 ( )

( )
( ) 2 ( ) ( 1), ( 2), ,

L N L N N
L N

L N N L N N N N
α α

α
α α α

+ ≤ −
+ =  + − = − − − − L

當

當
 

由遞迴通式可知已知N時可求 α+N 由數學歸納法原理知需分成 , 1 , 2 ,N t t tα α α= + +  

, 1tα α+ −L 討論，由遞迴通式可知跳項條件為 NNNNL ,),2(),1()( L−−−−= αα  

若 0 0 0 0 0 0( ) ( ) 2 ( ) 2N N t L N N L N L N k k N kα α α α α α= = = ⇒ + = ⇒ + = = +跳項且  

0 02 , ( )k N N L N Nα⇒ = ⇒ =下次跳項為 且 ，由等比公式得知N tα= 時，跳項 n
na 2×= α  

   註： 1,),2(),1()( −−−−−= NNNNL Lαα 不可能成立 

仿照汰二留二及汰三留三，其結果呈現週期為α的循環跳項，取某個系統 na , km
k
m ab +−= )1(α  
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最後會得到 1 2k k
m mb bα
+ = −某定數，解特徵方程式 2

2 1
p p pα

α= − ⇒ =
−

某定數
某定數  

( 1)
2 2(2 )
2 1 2 1

m n
k m
m m k nb A p a a

α
α

αα α− +
× + × +

= × + = = ⇒ =
− −

某數 某定數 某數 某定數
 

觀察分母為 12 −α ，即可証出汰α留α的跳項條件中分母必為 12 −α 。 

 

    在汰一留二中，我們調整專題中N的跳項近似表示式由 

31.8250543158 ( )
2

nN = × 成
31.216702877 ( )
2

nN = × 。由汰一留二的數據，我們分析出：  

  

2
1 2

3 3 4 3
3 4

5 3
5

6 3
6

3 1 3 3 1 3 3 1 22 1 , 2 (1 ) ( ) (1 ) ,
2 2 2 2 2 2 2 2 3
3 1 3 1 2 1 2 3 3 1 2 1 24 3 ( ) (1 ( ) ) , 6 4 ( ) (1 ( ) )
2 2 2 2 3 2 3 2 2 2 3 2 3
3 3 1 2 1 29 6 ( ) (1 ( ) ) ,
2 2 2 3 2 3
3 1 3 1 2 1 2 1 214 9 ( ) (1 ( ) (
2 2 2 2 3 2 3 2

a a

a a

a

a

= = × + = × = × + × = × + ×

= = × − = × + × − × = = × = × + × − ×

= = × = × + × − ×

= = × + = × + × − × + × 6

30 3 6 8 9 10
30

12 14 15 16 17 18 20

22 23 24 26 27

) ) ,
3

3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2233304 ( ) (1 ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( )
2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

a = = × + × − × + × − × + × − ×

+ × − × + × − × + × − × + ×

− × + × − × + × − × +

M

28 291 2 1 2( ) ( ) )
2 3 2 3
× − ×

 

  3031.216702877 ( )
2

= ×  

  我們觀察到項與項之間是正負相間的，但在次方上(1、3、6、8、9、10、12、14、15、16、

17、18、20、22、23、24、26、27、28、29)我們仍然找不出規律性，只能由數據得知。 

 

柒、討論 

    我們由「九死一生」專題中的方法與數學歸納法與遞迴數列，建立起汰1留1、汰2 

    留1、汰3留1、汰α留1到汰α留β問題的各種遞迴式，及汰α留一的各種演算法。 

    並分析汰留問題與約瑟夫問題的關聯性為 )(mod1),(),( ,, NNLNJ +≡ γγ βαβα  

    與 )(mod),(),( ,, NNLNJ βγγ βαβα +≡ ，由遞迴數列的特徵方程式解法來證明跳項 

    的分母為12 −α ，再由項與項的關係式說明1. 216702877的原因理由。雖然還是沒有 
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    辦法處理到一般的汰α留β問題，但是已經將「九死一生」專題中未來展望所未解決 

    的問題給一個適當的解決。 

 

捌、結論 

    我們建立起汰α留β問題的各種遞迴式，及汰α留一的各種演算法。 

    並分析汰留問題與約瑟夫問題的關聯性為 )(mod1),(),( ,, NNLNJ +≡ γγ βαβα  

    與 )(mod),(),( ,, NNLNJ βγγ βαβα +≡ ，證明跳項的分母為 12 −α  

    與說明1. 216702877的原因理由。雖然還是沒有辦法處理到一般的汰α留β問題 

    ，但是已經將「九死一生」專題中未來展望所未解決的問題給一個適當的解決。 

    至於一般的汰α留β問題，只能留給後人處理。 

 

玖、參考資料 

    一、夏興國 , 數學歸納法縱橫談    台北市  九章出版社  1999年出版 

    二、陳家聲、徐惠芳 , 遞歸數列 , 凡異出版社 

    三、簡子為、詹朱聰、林豐正、林育翔 , 2003 , 九死一生 ,  
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        1988年出版 

 



評 語 

040409高中組數學科 佳作 

我要活下去 

Josephus問題以被Knuth在具體數學一書中闡述無遺。人們

必定會將任何與Joesphus相關的問題與Knuth所寫的相比

較。要想作得比該書還好，可是一巨大挑戰！ 




