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壹、摘要 
       當一顆球在撞球桌上晶無數次與桌邊碰撞，則入射角之間有啥變化呢？如果撞球桌  

不是長方形而且是正 n邊形時？球的出發點是否跟角度之間有關係呢？讓我們一起來探
討這個問題吧!且當正 n邊形時,球由任一邊的中點出發且能碰擊其他各邊 θ的取值範圍,
若不是由中點出發而是由任一點出發,那又是什麼情形呢？如果是任意凸 n 邊形又有什
麼情形？ 

貳、  研究動機： 
我們從「大陸地區數學競賽題解(1978~1990)」這本書中看到一題題目感到非常的

有趣，題目的敘述如下：一個撞球桌形狀是正六邊形 ABCDEF，一個球從 AB 中點 P 
擊出，擊中 BC 邊上某點 Q，並且依次碰擊 CD、DE、EF、FA各邊，最後擊中 AB 邊
上的某點。設 ∠BPQ=θ，求 θ 的取值範圍。我們對於如果是推廣到正 n 邊形時，情
況又會是如何，那如果不是正 n 邊形，而是任意凸 n 邊形時，情況又會是如何。這讓
我們感到濃厚的興趣，於是就進入了此次的研究之旅。 

 

參、  研究目的： 
       利用入射角等於反射角的關係，首先，推導出正偶數邊形和正奇數邊形時，球由

任一邊的中點出發且能碰擊其他各邊，θ 的取值範圍之通式。其次，推導出正偶數邊
形和正奇數邊形球由任一邊的任一點出發且能碰擊其他各邊時，θ 的取值範圍之通
式。最後，推導出任意凸 n 邊形球由任一邊的任一點出發且能碰擊其他各邊時，θ 的
取值範圍之通式。 

 

肆、  研究設備與器材： 
紙、筆、尺、量角器、電腦、GSP軟體。 

 

伍、  研究過程與方式： 
一、  研究方式： 

(一)  做出正六邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能
碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 

(二)  做出正七邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能
碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 

(三)  做出正偶數 n 邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊
且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 

(四)  做出正奇數 n 邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊
且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 

(五)  做出正 n 邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能
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碰擊回到原出發點時 θ 的值。 
(六)  做出正六邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。  
(七)  做出正六邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值。 
(八)  做出正七邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 
(九)  做出正七邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值。 
(十)  做出正偶數 n 邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依

次碰到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 
(十一) 做出正偶數 n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依

次碰到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值。 
(十二) 做出正奇數 n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依

次碰到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 
(十三) 做出正奇數 n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依

次碰到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值。 
(十四) 做出平行四邊形(邊長為 2，一內角為α)，球由 14 AA  中點 P 出發能依次

碰到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 
(十五) 做出四邊形(邊長為 4321 ,,, aaaa )， PA1 ： 4A P＝ 1x ：( 11 xa − )，球由點 P 出

發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 
(十六) 做出五邊形(邊長為 54321 ,,,, aaaaa )， PA1 ： 5A P＝ 1x：( 11 xa − )，球由點 P 出

發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍。 
 

二、  研究過程： 
(一)  做出正六邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能

碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
由已知條件入射角等於反射角的原理可知(請參考附圖) 

 

∠ PBA 12 ＝
6

2π
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ 

∠ 234 BBA ＝
6

2π
－θ＝∠ 435 BBA ，∠ 345 BBA ＝∠ 546 BBA ＝θ 
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∠ 456 BBA ＝
6

2π
－θ＝∠ 651 BBA ，∠ 561 BBA ＝θ 

在 ∆ PBA 12  中利用正弦定理可得： 
)

6
2sin(

1

)
6

2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

PABA  

即 12 BA sin( θπ
−

6
2 )＝sinθ              ----------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)

6
2sin(sin

2
sin

231213

θπθθ −
=

−
=

BABABA  

 即 (2－ 12 BA ) )
6

2sin( θπ
− ＝ 23BA sinθ     -----------------------(2) 

同理， 34 BA )
6

2sin( θπ
− =(2－ 23BA )sinθ      ----------------------(3) 

(2－ 34 BA ) )
6

2sin( θπ
− ＝ 45 BA sinθ      ------------------------------(4) 

56 BA )
6

2sin( θπ
− =(2－ 45 BA )sinθ       ------------------------------(5) 

(2－ 56 BA ) )
6

2sin( θπ
− ＝ 61BA sinθ      ------------------------------(6) 

將上述 (1)~(6) 相加得： 6sin(
6

2π
－θ)－5sinθ＝ 61BA sinθ 

6sin
6

2π cosθ－(6cos
6

2π
＋5)sinθ＝ 61BA sinθ 

∵ 0＜ 61BA ＜2 

∴ 0＜6sin
6

2π cosθ－(6cos
6

2π
＋5)sinθ＜2sinθ 

0＜6sin
6

2π
－(6cos

6
2π
＋5)tanθ＜2tanθ 

6
2cos67

6
2sin6

π

π

+
<< θtan

6
2cos65

6
2sin6

π

π

+
 

1tan −

6
2cos67

6
2sin6

π

π

+
<<θ 1tan −

6
2cos65

6
2sin6

π

π

+
 

 
(二)  做出正七邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能

碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
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由已知條件入射角等於反射角的原理可知(請參考附圖) 

                 

∠ PBA 12 ＝
7

2π
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ 

∠ 234 BBA ＝
7

2π
－θ＝∠ 435 BBA ，∠ 345 BBA ＝∠ 546 BBA ＝θ 

∠ 456 BBA ＝
7

2π
－θ＝∠ 657 BBA ，∠ 567 BBA ＝∠ 761 BBA =θ 

∠ 671 BBA ＝
7

2π
－θ 

在 ∆BPQ 中利用正弦定理可得： 
)

7
2sin(

1

)
7

2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

PABA  

即 12 BA sin( θπ
−

7
2 )＝sinθ           --------------------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)

7
2sin()

7
2sin(

2
sin

321231

θπθπθ −
=

−

−
=

ABBAAB
 

即 (2－ 12 BA )sin(
7

2π
－θ)＝ 23BA sinθ    ------------------------------(2) 

同理， 34 BA sin(
7

2π
－θ)=(2－ 23BA )sinθ      ------------------------------(3) 

(2－ 34 BA )sin(
7

2π
－θ)＝ 45 BA sinθ     ------------------------------(4) 

56 BA sin(
7

2π
－θ)＝(2－ 45 BA )sinθ     ------------------------------(5) 

(2－ 56 BA )sin(
7

2π
－θ)＝ 67 BA sinθ     ------------------------------(6) 

71BA sin(
7

2π
－θ)=(2－ 67 BA )sinθ      ------------------------------(7) 
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將上述 (1)~(7) 相加得： 71BA sin(
7

2π
－θ)＋6sin(

7
2π
－θ)＝7sinθ 

71BA  sin(
7

2π
－θ)＝7sinθ－6sin(

7
2π
－θ) 

∵ 0＜ 71BA ＜2 

∴ 0＜7sinθ－6sin(
7

2π
－θ)＜2 sin(

7
2π
－θ) 

1. 解不等式 0＜7sinθ－6sin(
7

2π
－θ)： 

0＜7sinθ－6sin
7

2π cosθ＋6cos
7

2π sinθ 

6sin
7

2π cosθ＜(7＋6cos
7

2π )sinθ 

∴ tanθ＞

7
2cos67

7
2sin6

π

π

+
 

2. 解不等式 7sinθ－6sin(
7

2π
－θ)＜2sin(

7
2π
－θ)： 

7sinθ＜8sin(
7

2π
－θ) 

7sinθ＜8sin
7

2π cosθ－8 cos
7

2π sinθ 

(7＋8 cos
7

2π )sinθ＜8sin
7

2π cosθ 

∴ tanθ＜

7
2cos87

7
2sin8

π

π

+
 

3. 綜合 1. 與 2. 得結論： 

7
2cos67

7
2sin6

π

π

+
＜tanθ＜

7
2cos87

7
2sin8

π

π

+
 

1tan −

7
2cos67

7
2sin6

π

π

+
＜θ＜ 1tan −

7
2cos87

7
2sin8

π

π

+
 

 
(三)  做出正偶數 n 邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊
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且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
由已知的性質入射角等於反射角的原理可知，  

∠ PBA 12 ＝
n
π2
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ，…， 

∠ 21 −− nnn BBA ＝
n
π2
－θ＝∠ nn BBA 11 − ，∠ 11 −nn BBA ＝θ 

在 ∆ PBA 12  中利用正弦定理可得： 
)2sin(

1

)2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

nn

PABA  

即 12 BA sin( θπ
−

n
2 )＝sinθ          -------------------------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)2sin(sin

2
sin

231213

θπθθ −
=

−
=

n

BABABA
 

即 (2－ 12 BA )sin(
n
π2
－θ)＝ 23BA sinθ    ---------------------------------(2) 

同理， 34 BA sin(
n
π2
－θ)=(2－ 23BA )sinθ      ------------------------------(3) 

，…， 

1−nn BA sin(
n
π2
－θ)=(2－ 21 −− nn BA )sinθ   ---------------------------(n－1) 

(2－ 1−nn BA )sin(
n
π2
－θ)＝ nBA1 sinθ     -------------------------------(n) 

將上述 (1)~(n) 式相加得： nsin(
n
π2
－θ)－(n－1)sinθ＝ nBA1 sinθ 

∵ 0＜ nBA1 ＜2 

∴ 0＜nsin(
n
π2
－θ)－(n－1)sinθ＜2sinθ 

0＜n sin
n
π2 cosθ－n cos

n
π2 sinθ－n sinθ＋sinθ＜2sinθ 

(n－1＋n cos
n
π2 ) ＜n sin

n
π2 cotθ＜(n＋1＋n cos

n
π2 ) 

n
nn

n
n

π

π

2cos1

2sin

++
＜tanθ＜

n
nn

n
n

π

π

2cos1

2sin

+−
 

1tan −

n
nn

n
n

π

π

2cos1

2sin

++
＜θ＜ 1tan −

n
nn

n
n

π

π

2cos1

2sin

+−
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(四)  做出正奇數 n 邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊

且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
由已知條件入射角等於反射角的原理可知， 

∠ PBA 12 ＝
n
π2
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ，…， 

∠ 21 −− nnn BBA ＝∠ nn BBA 11 − =θ，∠ 11 −nn BBA ＝
n
π2
－θ 

在 ∆BPQ 中利用正弦定理可得： 
)2sin(

1

)2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

nn

PABA  

即 12 BA sin( θπ
−

n
2 )＝sinθ         ------------------------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)2sin()2sin(

2
sin

321231

θπθπθ −
=

−

−
=

n

AB

n

BAAB
 

即 (2－ 12 BA )sin(
n
π2
－θ)＝ 23BA sinθ   --------------------------------(2) 

同理， 34 BA sin(
n
π2
－θ)=(2－ 23BA )sinθ     ------------------------------(3) 

，…，   

(2－ 21 −− nn BA )sin(
n
π2
－θ)＝ 1−nn BA sinθ  -------------------------(n－1) 

nBA1 sin(
n
π2
－θ)=(2－ 1−nn BA )sinθ     ------------------------------(n) 

將上述 (1)~(n) 式相加得： )2sin(1 θπ
−

n
BA n =nsinθ－(n－1) sin( θπ

−
n

2 ) 

∵ 0＜ nBA1 ＜2 

∴ 0＜nsinθ－(n－1) sin( θπ
−

n
2 )＜2 )2sin( θπ

−
n

 

1. 解不等式 0＜nsinθ－(n－1) sin( θπ
−

n
2 )： 

0＜nsinθ－ θπ cos2sin
n

n ＋ θπ sin2cos
n

n ＋ θπ cos2sin
n

－ θπ sin2cos
n

 

θπ cos2sin)1(
n

n − ＜ θππ sin)2cos2cos(
nn

nn −+  

∴ 

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

−+

−
＜tanθ 



 8

2. 解不等式 nsinθ－(n－1) sin( θπ
−

n
2 )＜2 )2sin( θπ

−
n

： 

 nsinθ－ θπ cos2sin
n

n ＋ θπ sin2cos
n

n ＋ θπ cos2sin
n

－ θπ sin2cos
n

＜2 θπ cos2sin
n

－

2 θπ sin2cos
n

 

θππ sin)2cos2cos(
nn

nn ++ ＜ θππ cos)2sin2sin(
nn

n +  

∴ tanθ＜

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

++

+
 

3. 綜合 1. 與 2. 得結論： 

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

−+

−
＜tanθ＜

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

++

+
 

1tan−

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

−+

−
＜θ＜ 1tan −

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

++

+
 

 
(五)  做出正 n邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能

碰擊回到原出發點時 θ 的值： 
由已知的性質入射角等於反射角的原理可知，  

2sin（
n
π2
－θ）=[2（

2
2−n
）+1]sinθ＋A1 B n sinθ 

∵回到原點     

∴A1Bn=1 

nsin（
n
π2
－θ）=[2（

2
2−n
）+1]sinθ 

sin（
n
π2
－θ）=sinθ 

sin
n
π2 cosθ- cos

n
π2 sinθ=sinθ 

tanθ=

n

n
π

π

2cos1

2sin

+
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θ=tan 1−

n

n
π

π

2cos1

2sin

+
=

n
π
 

 
(六)  做出正六邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍：  
由已知條件入射角等於反射角的原理可知， 

∠ PBA 12 ＝
6

2π
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ 

∠ 234 BBA ＝
6

2π
－θ＝∠ 435 BBA ，∠ 345 BBA ＝∠ 546 BBA ＝θ 

∠ 456 BBA ＝
6

2π
－θ＝∠ 651 BBA ，∠ 561 BBA ＝θ 

在 ∆ PBA 12  中利用正弦定理可得： 
)

6
2sin(

1

)
6

2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

PABA  

即 12 BA sin( θπ
−

6
2 )＝sinθ               --------------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)

6
2sin(sin

1
sin

231213

θπθθ −
=

−+
=

BABAmBA
 

即 (m＋1－ 12 BA )sin(
6

2π
－θ)＝ 23BA sinθ   -------------------------(2) 

同理， 34 BA sin(
6

2π
－θ)=(m＋1－ 23BA )sinθ     ----------------------(3) 

(m＋1－ 34 BA )sin(
6

2π
－θ)＝ 45 BA sinθ     -----------------------(4) 

56 BA sin(
6

2π
－θ)=(m＋1－ 45 BA )sinθ      -----------------------(5) 

(m＋1－ 56 BA )sin(
6

2π
－θ)＝ 61BA sinθ     -----------------------(6) 

將上述 (1)~(6) 式相加得：(3m＋3)sin(
6

2π
－θ)＝ 61BA sinθ＋(2m＋3)sinθ                

61BA sinθ＝－[2m＋3＋(3m＋3)cos
6

2π ] sinθ＋(3m＋3)sin
6

2π cosθ 

∵ 0＜ 61BA ＜m＋1 

∴ 0＜－[2m＋3＋(3m＋3)cos
6

2π ] sinθ＋(3m＋3)sin
6

2π cosθ＜(m＋1)sinθ 
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6
2cos)33(43

6
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
＜tanθ＜

6
2cos)33(32

6
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
 

    1tan −

6
2cos)33(43

6
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
＜θ＜ 1tan −

6
2cos)33(32

6
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
 

 
(七)  做出正六邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值： 

（3m+3）sin（
6

2π -θ）= A1 B 6 sinθ+（2m+3）sinθ 

∵回到原點     

∴A1 B 6 = 1A P =m 

（3m+3）sin（
6

2π -θ）=msinθ+（2m+3）sinθ 

sin（
6

2π -θ）=sinθ 

sin
6

2π cosθ- cos
6

2π sinθ=sinθ 

tanθ=

6
2cos1

6
2sin

π

π

+
  

θ=tan 1−

6
2cos1

6
2sin

π

π

+
=

6
π  

 
(八)  做出正七邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
由已知條件入射角等於反射角的原理可知， 

∠ PBA 12 ＝
7

2π
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ 

∠ 234 BBA ＝
7

2π
－θ＝∠ 435 BBA ，∠ 345 BBA ＝∠ 546 BBA ＝θ 

∠ 456 BBA ＝
7

2π
－θ＝∠ 657 BBA ，∠ 567 BBA ＝∠ 761 BBA =θ 
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∠ 671 BBA ＝
7

2π
－θ 

在 ∆BPQ 中利用正弦定理可得： 
)

7
2sin(

1

)
7

2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

PABA  

即 12 BA sin( θπ
−

7
2 )＝sinθ           -------------------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)

7
2sin()

7
2sin(

1
sin

321231

θπθπθ −
=

−

−+
=

ABBAmAB
 

即 (m＋1－ 12 BA )sin(
7

2π
－θ)＝ 23BA sinθ   ------------------------(2) 

同理， 34 BA sin(
7

2π
－θ)=( m＋1－ 23BA )sinθ   ------------------------(3) 

(m＋1－ 34 BA )sin(
7

2π
－θ)＝ 45 BA sinθ    -----------------------(4) 

56 BA sin(
7

2π
－θ)＝(m＋1－ 45 BA )sinθ    -----------------------(5) 

(m＋1－ 56 BA )sin(
7

2π
－θ)＝ 67 BA sinθ    -----------------------(6) 

71BA sin(
7

2π
－θ)=( m＋1－ 67 BA )sinθ    ------------------------(7) 

將上述 (1)~(7) 式相加得：(3m＋3)sin(
7

2π
－θ)＋ 71BA sin(

7
2π
－θ)=(3m＋4)sinθ 

(3m＋3)sin
7

2π cosθ－(3m +3)cos
7

2π sinθ＋ 71BA sin(
7

2π
－θ)=(3m＋4)sinθ 

∵ 0＜ 71BA ＜m＋1 

∴ 0＜－(3m＋3)sin
7

2π cosθ＋(3m＋3)cos
7

2π sinθ＋(3m＋4)sinθ＜sin(
7

2π
－θ)(m＋1) 

1. 解不等式 0＜－(3m＋3)sin
7

2π cosθ＋(3m＋3)cos
7

2π sinθ＋(3m＋4)sinθ： 

(3m＋3)sin
7

2π cosθ＜[(3m+3)cos
7

2π
＋3m＋4 ]sinθ 

∴ 

7
2cos)33(43

7
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
＜tanθ 

2. 解不等式 －(3m＋3)sin
7

2π
cosθ＋(3m＋3)cos

7
2π

sinθ＋(3m＋4)sinθ＜sin
7

2π
cos(m＋ 



 12

1)－cos
7

2π
sinθ(m＋1)： 

    [(3m＋3)cos
7

2π
＋(3m＋4)]sinθ＋(m＋1)cos

7
2π

sinθ＜(3m＋3)sin
7

2π
cosθ＋

sin
7

2π
cos(m＋1) 

    [(4m＋4)cos
7

2π
＋(3m＋4)]sinθ＜(4m＋4)sin

7
2π cosθ 

    ∴ tanθ＜

7
2cos)44(43

7
2sin)44(

π

π

+++

+

mm

m
 

3. 綜合 1. 與 2. 得結論： 

7
2cos)33(43

7
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
＜tanθ＜

7
2cos)44(43

7
2sin)44(

π

π

+++

+

mm

m
 

1tan −

7
2cos)33(43

7
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
＜θ＜ 1tan −

7
2cos)44(43

7
2sin)44(

π

π

+++

+

mm

m
 

 
(九)  做出正七邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰

到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值： 

（3m+3）sin（
7

2π -θ）+A1 B 7 sin（
7

2π  -θ）=（3m+4）sinθ 

∵回到原點     

∴A1 B 7 =m+1-1 

（3m+3）sin（
7

2π -θ）+m sin（
7

2π -θ）=（3m+4）sinθ 

（4m+3）sin
7

2π cosθ-（4m+3）cos
7

2π sinθ=（3m+4）sinθ 

tanθ=

7
2cos)34(43

7
2sin)34(

π

π

+++

+

mm

m
 

θ=tan 1−

7
2cos)34(43

7
2sin)34(

π

π

+++

+

mm

m
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(十)  做出正偶數 n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依

次碰到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
由已知條件入射角等於反射角的原理可知，  

∠ PBA 12 ＝
n
π2
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ，…， 

∠ 21 −− nnn BBA ＝
n
π2
－θ＝∠ nn BBA 11 − ，∠ 11 −nn BBA ＝θ 

在 ∆ 2A P 1B  中利用正弦定理可得： 
)2sin(

1

)2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

nn

PABA  

即 12 BA sin( θπ
−

n
2 )＝sinθ             -------------------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)2sin()2sin(

1
sin

321231

θ−
π

=
θ−

π
−+

=
θ

n

AB

n

BAmAB  

即 (m＋1－ 12 BA )sin(
n
π2
－θ)＝ 23BA sinθ    ---------------------------(2) 

同理， 34 BA sin(
n
π2
－θ)=(m＋1－ 23BA )sinθ   --------------------------(3) 

(m＋1－ 34 BA )sin(
n
π2
－θ)＝ 45 BA sinθ     --------------------------(4) 

 ，…， 

(m＋1－ 1−nn BA )sin(
n
π2
－θ)＝ nBA1 sinθ    -------------------------(n) 

將上述(1)~(n)相加得： )2sin()1(
2

θπ
−+

n
mn

＝ +++
− θsin]1)1)(
2

2[( mn
nBA1 sinθ 

θπ cos2sin)1(
2 n

mn
+ － θπ sin2cos)1(

2 n
mn
+ ＝ +++

− θsin]1)1)(
2

2[( mn
nBA1 sinθ  

  ∵ 0＜ nBA1 ＜m＋1 

∴ 0＜ θπ cos2sin)1(
2 n

mn
+ －

n
mn π2cos)1(

2
[ + θsin]1)1)(

2
2( ++

−
+ mn

＜

θsin)1( +m  

n
mn π2cos)1(

2
[ + θ++

−
+ sin]1)1(

2
2 mn

＜
2
n θπ cos2sin)1(

n
m + ＜

n
mn π
+

2cos)1(
2

[ θ+++ sin]1)1(
2

mn
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1)1)(

2
(2cos)1(

2

2sin)1(
2

++++

+

mn
n

mn
n

mn

π

π

＜tanθ＜
1)1)(

2
2(2cos)1(

2

2sin)1(
2

++
−

++

+

mn
n

mn
n

mn

π

π

 

∴ 1tan −

1)1)(
2

(2cos)1(
2

2sin)1(
2

++++

+

mn
n

mn
n

mn

π

π

＜θ＜
1tan−

1)1)(
2

2(2cos)1(
2

2sin)1(
2

++
−

++

+

mn
n

mn
n

mn

π

π

 

 
(十一)    做出正偶數n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發

能依次碰到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值： 

2
n
（m+1）sin（

n
π2 -θ）=[（

2
2−n
）（m+1）+1]sinθ+A1 B n sinθ 

∵回到原點     

∴A1 B n  = 1A P = m 

2
n
（m+1）sin（

n
π2 -θ）=[（

2
2−n
）（m+1）+1]sinθ+msinθ 

sin（
n
π2 -θ）=sinθ 

sin
n
π2 cosθ- cos

n
π2 sinθ=sinθ 

tanθ=

n

n
π

π

2cos1

2sin

+
 

θ=tan 1−

n

n
π

π

2cos1

2sin

+
=

n
π  

 
(十二)  做出正奇數 n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能

依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
由已知條件入射角等於反射角的原理可知， 

∠ PBA 12 ＝
n
π2
－θ＝∠ 213 BBA ，∠ 123 BBA ＝∠ 324 BBA ＝θ，…， 

∠ 11 −nn BBA ＝
n
π2
－θ 

在 ∆ 2A P 1B  中利用正弦定理可得： 
)2sin(

1

)2sin(sin
212

θπθπθ −
=

−
=

nn

PABA  
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即 12 BA sin( θπ
−

n
2 )＝sinθ             ----------------------------------(1) 

在 ∆ 213 BBA  中利用正弦定理可得： 
)2sin()2sin(

1
sin

321231

θπθπθ −
=

−

−+
=

n

AB

n

BAmAB  

即 (m＋1－ 12 BA )sin(
n
π2
－θ)＝ 23BA sinθ     ---------------------------(2) 

同理， 34 BA sin(
n
π2
－θ)=(m＋1－ 23BA )sinθ   ----------------------------(3) 

，…，   

(m＋1－ 21 −− nn BA )sin(
n
π2
－θ)＝ 1−nn BA sinθ   --------------------(n－1) 

nBA1 sin(
n
π2
－θ)=(m＋1－ 1−nn BA )sinθ       ------------------------(n) 

將上述 (1)~(n) 式相加得： 

(
2

1−n )(m＋1)sin(
n
π2
－θ)＋ nBA1 sin(

n
π2
－θ)＝[ 1)1)(

2
1( ++

− mn ]sinθ 

∵ 0＜ nBA1 ＜m＋1 

∴ 0＜－(
2

1−n
)(m＋1)sin(

n
π2
－θ)＋〔 1)1)(

2
1( ++

− mn
〕sinθ＜(m＋1)sin(

n
π2
－θ) 

1. 解不等式 0＜－(
2

1−n )(m＋1)sin(
n
π2
－θ)＋〔 1)1)(

2
1( ++

− mn
〕sinθ： 

0＜－(
2

1−n
)(m＋1)sin

n
π2

cosθ＋(
2

1−n
)(m＋1)cos

n
π2

sinθ＋〔 1)1)(
2

1( ++
− mn

〕sinθ 

(
2

1−n )(m＋1)sin
n
π2 cosθ＜(

2
1−n )(m＋1)cos

n
π2 sinθ＋〔 1)1)(

2
1( ++

− mn
〕sinθ 

∴ 

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1)(
2

1(1)1)(
2

1(

2sin)1(
2

)1(

+
−

+++
−

+
−

＜tanθ 

2. 解不等式－(
2

1−n
)(m＋1)sin(

n
π2
－θ)＋〔 1)1)(

2
1( ++

− mn
〕sinθ＜(m＋1)sin(

n
π2
－θ)： 

－(
2

1−n
)(m＋1)sin

n
π2

cosθ＋(
2

1−n
)(m＋1)cos

n
π2

sinθ＋〔 1)1)(
2

1( ++
− mn

〕sinθ＜     

(m＋1)sin
n
π2

cosθ－(m＋1)cos
n
π2

sinθ 

[(
2

1+n
)(m＋1)cos

n
π2
＋ 1)1)(

2
1( ++

− mn
] sinθ＜(

2
1+n

)(m＋1)sin
n
π2

cosθ 
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∴ tanθ＜

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1)(
2

1(1)1)(
2

1(

2sin)1(
2

)1(

+
+

+++
−

+
+

 

3. 綜合 1. 與 2. 得結論： 

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1(
2

11)1(
2

1

2sin)1(
2

1

+
−

+++
−

+
−

＜tanθ＜

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1(
2

11)1(
2

1

2sin)1(
2

1

+
+

+++
−

+
+

 

1tan −

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1(
2

11)1(
2

1

2sin)1(
2

1

+
−

+++
−

+
−

＜θ＜ 1tan −

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1(
2

11)1(
2

1

2sin)1(
2

1

+
+

+++
−

+
+

 

(十三)  做出正奇數n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能

依次碰到每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值： 

2
1−n
（m+1）sin（

n
π2 -θ）+ A1 B n sin（

n
π2 -θ）=[

2
1−n
（m+1）+1]sinθ 

∵ 回到原點     

∴ A 1 B n =1A P  = m   

2
1−n
（m+1）sin（

n
π2 -θ）+m sin（

n
π2 -θ）=[

2
1−n
（m+1）+1]sinθ 

2
1+n msin（

n
π2 -θ）+

2
1−n sin（

n
π2 -θ）=[

2
1−n
（m+1）+1]sinθ 

2
1+n

msin
n
π2

cosθ - 
2

1+n
mcos

n
π2

sinθ+
2

1−n
sin

n
π2

cosθ-
2

1−n
cos

n
π2

sinθ  = 

[
2

1−n
（m+1）+1]sinθ 

[
2

1+n
m+

2
1−n

]cosθsin
n
π2

={[
2

1+n
m+

2
1−n

]cos
n
π2

+（
2

1−n
）m+

2
1+n

}sinθ 

tanθ=

2
1

2
12cos)

2
1

2
1(

2sin)
2

1
2

1n(

−
+

−
+

−
+

+

−
+

+

nmn
n

nmn
n

nm

π

π

 

             =
1)1(2cos]1)1[(

2sin]1)1[(

++−+−++

−++

nmn
n

nmn

n
nmn

π

π
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θ=tan 1−

1)1(2cos]1)1[(

2
2sin]1)1[(

++−+−++

−++

nmn
n

nmn

nmn

π

π

 

 
(十四) 做出平行四邊形(邊長為 2，一內角為α)，球由 14 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊

且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 
 利用正弦定理與入射角等於反射角的原理可知， 

在 11BPA∆  中:  
)sin(

1
sin

11

θαθ −
=

BA
， 

θθα sin)sin(11 =−BA   ………..(1) 

在 221 BAB∆  中: 
)2sin()sin(

1222

θαπθα +−
=

−
BABA

，     

)2sin()sin( 2212 θαπθα +−=− BABA  
)2sin()sin()2( 2211 θαθα −=−− BABA ………..(2) 

在 332 BAB∆  中: 
)3sin()2sin(

2333

θπαθαπ −−
=

+−
BABA

， 

)2sin()3sin( 2333 θαπθπα +−=−− BABA  
)2sin()2()3sin( 2233 θαθα −−=−− BABA ..…..(3) 

在 443 BAB∆  中: 
)42sin()3sin(

3444

θαπθπα +−
=

−−
BABA

， 

)42sin()3sin( 4434 θαπθπα +−=−− BABA  
)4sin()3sin()2( 4433 θαθα +−=−−− BABA …(4) 

將上述 (1)(2)(3)(4) 式相加得到： 
)42sin()2sin(2sin)3sin(2)sin(2 44 θαπθαπθθπαθα +−++−+=−−+− BA    

)4sin()2sin(2sin)3sin(2)sin(2 44 θαθαθαθθα −−−+=−+− BA  
θαθαθαθα cos3sin2sin3cos2sincos2cossin2 −+− …………………………(5) 

)4sincos4cos(sinsin2cos2cos2sin2sin 44 αθαθθαθαθ −+−+= BA ……………(6) 
在 (5) 式中: 

θαθα cos3sin2sin3cos2 −  
)sin4sin3(cos2)cos3cos4(sin2 33 ααθααθ −−−=  

αθθααθαθ 33 sincos8cossin6cossin6cossin8 +−−=  
在 (6) 式中: 

θαθα sin2cos2cos2sin2 −  

θθαθαα

θαθαα

sin2sincos4coscossin4
sin)1cos2(2coscossin4

2

2

+−=

−−=  

αθαθ 4sincos4cossin −  
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θααθαθααθαθ

ααθααθθθαθαθ

αααθθααθ

αααθθαθ

ααθθαθ

ααθαθ

sinsincoscos4cossin8cossincos8cossin8
sincoscos4cossincos8sinsin2cossin8cossin8

)1cos2(cossincos4sin)1cos4cos4(sin2
)sincos2)(2cos(cos2sin)1cos2(sin2

2sin2coscos2sin2cossin2
2sin2coscos2)12cos2(sin

234

324

224

22

2

2

++−−=

+−−+−=

−−−+−=

−−−=

−−=

−−=

 

由 (5)式＝(6)式 
θαθαθααθαθαθ sincos2cossin2cossin6cossin6sincos8cossin8 33 −+−−+

)sinsincoscos4cossin8cossincos8cossin8(
sin2sincos4coscossin4sin

234
44

2

θααθαθααθαθ

θθαθααθ

++−−

++−+=

BA
 

αθαθαθαθ sincos4cossin8sincos8cossin8 33 −−+  

)sinsincoscos4cossin8cossincos8cossin8(
sin3sincos4coscossin4

234
44

2

θααθαθααθαθ

θθαθαα

++−−+

+−=

BA
 

θααθαθααθαθ
θαθαθθααθααθαθ

sinsincoscos4cossin8cossincos8cossin8
sin3cossin8sincos4coscossin4sincos4sincos8cossin8

234

233

44 ++−−
−−−−++

=BA

20 44 << BAQ  
∴ )sin4cossin4sin8(cos)3cos8cos4cos8(sin0 323 ααααθαααθ −−+−−+<  

)sincos8cossin16(cos)2cos16cos16(sin 324 ααααθααθ +−++−<  
1. 解不等式 :)sin4cossin4sin8(cos)3cos8cos4cos8(sin0 323 ααααθαααθ −−+−−+<          

)cos83cos4cos8(sin)sin4cossin4sin8(cos 233 αααθααααθ −−+<++−  

∴ 
3cos8cos4cos8

sin4cossin4sin8tan 23

3

−−+
++−

>
ααα

ααααθ  

2. 解不等式 )sin4cossin4sin8(cos)3cos8cos4cos8(sin 323 ααααθαααθ −−+−−+  
     )sincos8cossin16(cos)2cos16cos16(sin 324 ααααθααθ +−++−< ： 

)sin4sin8cossin12cossin16(cos)5cos8cos20cos8cos16(sin 33234 ααααααθααααθ +−+−<−−++−  

∴ 
5cos8cos20cos8cos16

sin4sin8cossin12cossin16tan 234

33

−−++−
+−+−

<
αααα

ααααααθ  

3. 綜合 1. 與 2. 得結論：

5cos8cos20cos8cos16
sin4sin8cossin12cossin16tan

3cos8cos4cos8
sin8cossin4sin8

234

33

23

3

−−++−
+−+−

<<
−−+

++−
αααα

ααααααθ
ααα

αααα  

 

5cos8cos20cos8cos16
sin4sin8cossin12cossin16tan

3cos8cos4cos8
sin8cossin4sin8tan 234

33
1

23

3
1

−−++−
+−+−

<<
−−+

++− −−

αααα
ααααααθ

ααα
αααα  

  
(十五) 做出任意凸四邊形(邊長為 4321 ,,, aaaa )， PA1 ： 4A P＝ 1x ：( 11 xa − )，球由點 P 出發能

依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 1θ 的取值範圍。 
 利用正弦定理與入射角等於反射角的原理可知， 
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22111 sin)(sin θθ xax −=       

22332 sinsin)( θθ xxa =−  

44333 sin)(sin θθ xax −=       

4455 sinsin θθ xx =  
將上述四個式子相加可得到: 

4321553211 sinsinsinsinsin θθθθθ aaxax +=++  
 

112 θπθ −−= A  

121223 θθπθ +−=−−= AAA  

1321334 θπθπθ −−+−=−−= AAAA  

14321445 θθπθ +−+−=−−= AAAAA     
      

)sin()sin()sin()sin(sin 13213111143215121211 θπθπθθθ −−+−+−−=+−+−++−+ AAAaAaAAAAxAAax  

1321313213111111

143215143215

1212121211

sin)cos(cos)sin(sincoscossin
sin)cos(cos)sin(

sin)cos(cos)sin(sin

θθθθ
θθ

θθθ

AAAaAAAaAaAa
AAAAxAAAAx

AAaAAax

+−++−++=
−+−+−+−+

−+−+
 

 

)]sin()sin(sin[cos)]cos(
)cos(cos[sin]sin)cos(cos)[sin(

32132121113213

212111114321143215

AAAaAAaAaAAAa
AAaAaxAAAAAAAAx

+−+−−++−+
−−+−=−+−+−+−

θ
θθθ  

 

1432114321

3213212111

32132121111

5 sin)cos(cos)sin(
)]sin()sin(sin[cos

)]cos()cos(cos[sin

θθ
θ

θ

AAAAAAAA
AAAaAAaAa

AAAaAAaAax

x
−+−+−+−
+−+−−+

+−+−−+−

=  

450 ax <<Q  
1. 解不等式 50 x< ： 

)]sin()sin(sin[cos
)]cos()cos(cos[sin

3213212111

32132121111

AAAaAAaAa
AAAaAAaAax

+−+−−<
+−−−+−

θ
θ  

∴ 
)cos()cos(cos

)sin()sin(sin
tan

321321211

321321211
1 AAAaAAaAax

AAAaAAaAa
+−−−+−

+−+−−
<θ  

2. 解不等式 45 ax < ： 

4
1432114321

3213212111

32132121111

sin)cos(cos)sin(
)]sin()sin(sin[cos

)]cos()cos(cos[sin

a
AAAAAAAA

AAAaAAaAa
AAAaAAaAax

<
−+−+−+−
+−+−−+

+−+−−+−

θθ
θ

θ

 

 

1432141432143213

21211132132121111

sin)cos(cos)sin()]sin(
)sin(sin[cos)]cos()cos(cos[sin

θθ
θθ

AAAAaAAAAaAAAa
AAaAaAAAaAAaAax

−+−+−+−<+−+
−−++−+−−+−

 

 

)]cos()cos()cos(cos[sin
)]sin()sin()sin(sin[cos

4321432132121111

432143213212111

AAAAaAAAaAAaAax
AAAAaAAAaAAaAa

−+−++−−−+−<
−+−+−+−+−−

θ
θ  
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  ∴ 
)cos()cos()cos(cos

)sin()sin()sin(sin
tan

432143213212111

43214321321211
1 AAAAaAAAaAAaAax

AAAAaAAAaAAaAa
−+−++−−−+−

−+−−+−+−−+
>θ  

3. 綜合 1. 與 2. 得結論： 

         

)cos()cos(cos
)sin()sin(sin

tan

)cos()cos()cos(cos
)sin()sin()sin(sin

3213212111

321321211
1

432143213212111

43214321321211

AAAaAAaAax
AAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax
AAAAaAAAaAAaAa

+−−−+−
+−+−−

<<

−+−++−−−+−
−+−−+−+−−

θ
 

 

)cos()cos(cos
)sin()sin(sin

tan

)cos()cos()cos(cos
)sin()sin()sin(sin

tan

3213212111

3213212111
1

432143213212111

432143213212111

AAAaAAaAax
AAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax
AAAAaAAAaAAaAa

+−−−+−
+−+−−

<<

−+−++−−−+−
−+−−+−+−−

−

−

θ
 

 
(十六) 做出任意凸五邊形(邊長為 54321 ,,,, aaaaa )， PA1 ： 5A P＝ 1x ：( 11 xa − )，球由點 P 出

發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊 1θ 的取值範圍。 
 利用正弦定理與入射角等於反射角的原理可知， 

11 sinθx =( 22 xa − ) 2sinθ  
( 32 xa − ) 3sinθ = 22 sinθx  

33 sinθx =( 43 xa − ) 4sinθ  
( 54 xa − ) 5sinθ = 44 sinθx  

55 sinθx = 66 sinθx  
將上述五個式子相加得到 

11 sinθx 2a+ 3sinθ 4a+ 5sinθ = 1a 2sinθ 3a+ 4sinθ 66 sinθx+  
 

Q 2θ = 12 θπ −− A  

3θ = 22 θπ −− A = 121 θ+− AA  

4θ = 33 θπ −− A = 1321 θπ −−+− AAA  

5θ = 44 θπ −− A = 121 θ+− AA  

6θ = 55 θπ −− A = 154321 θπ −−+−+− AAAAA  

 

11 sinθx 2a+ 121 cos)sin( θAA − 2a+ 121 sin)cos( θAA −  

+ 143214 cos)sin( θAAAAa −+− + 143214 sin)cos( θAAAAa −+−  

= 111 cossin Aa θ + 1a 11 sincos Aθ + )cos(sin 43213 AAAa +−θ + )sin(cos 43213 AAAa +−θ + 
)cos(sin 1543216 AAAAAx +−+−θ + )sin(cos 1543216 AAAAAx +−+−θ  

 

)]cos()cos()cos(cos[sin 4321432132121111 AAAAaAAAaAAaAax −+−++−−−+−θ  

+ )]sin()sin()sin(sin[cos 432143213212111 AAAAaAAAaAAaAa −+−++−−−+−θ  

= 6x [ )cos(sin 543211 AAAAA +−+−θ + )sin(cos 543211 AAAAA +−+−θ ] 
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 )sin(cos)cos(sin
)]sin()sin()sin(sin[cos

)]cos()cos()cos(cos[sin

543211543211

432143213212111

4321432132121111

6 AAAAAAAAAA
AAAAaAAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax

x
+−+−++−+−

−+−++−−−+−+
−+−++−−−+−

=
θθ

θ
θ

 

 

Q 560 ax <<  

1. 解不等式 60 x< ： 

 
)]sin()sin()sin(sin[cos

)]cos()cos()cos(cos[sin0

432143213212111

4321432132121111

AAAAaAAAaAAaAa
AAAAaAAAaAAaAax

−+−++−−−+−+
−+−++−−−+−<

θ
θ

 

   

∴ 
)cos()cos()cos(cos

)sin()sin()sin(sin
tan

432143213212111

43214321321211
1 AAAAaAAAaAAaAax

AAAAaAAAaAAaAa
−+−++−−−+−

−+−−+−+−−
>θ  

2. 解不等式 56 ax < ： 

5
543211543211

432143213212111

4321432132121111

 )sin(cos)cos(sin
)]sin()sin()sin(sin[cos

)]cos()cos()cos(cos[sin

a
AAAAAAAAAA

AAAAaAAAaAAaAa
AAAAaAAAaAAaAax

<
+−+−++−+−

−+−++−−−+−+
−+−++−−−+−

θθ
θ

θ

 

 

)sin(cos)cos(sin
)]sin()sin()sin(sin[cos

)]cos()cos()cos(cos[sin

54321155432115

432143213212111

4321432132121111

AAAAAaAAAAAa
AAAAaAAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax

+−+−++−+−<
−+−++−−−+−+
−+−++−−−+−

θθ
θ

θ
 

 

)]sin(cos)sin(
)sin()sin(sin[cos]cos(

)cos()cos()cos(cos[sin

543211543214

3213212111543215

4321432132121111

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAaAAAAAa

AAAAaAAAaAAaAax

+−+−+−+−−
+−+−−<+−+−−

−+−++−−−+−

θ
θ

θ
 

 

∴ 

)cos()cos(
)cos()cos(cos

)sin()sin(
)sin()sin(sin

tan

54321543214

3213212111

54321543214

321321211

1

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAax

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAa

+−+−−−+−+
+−−−+−

+−+−+−+−−
+−+−−

<θ  

3. 綜合 1. 與 2. 得結論： 

)cos()cos(
)cos()cos(cos

)sin()sin(
)sin()sin(sin

tan

)cos()cos()cos(cos
)sin()sin()sin(sin

15432154325

4324323221

15432154325

432432322

1

543254324323221

54325432432322

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAax

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax
AAAAaAAAaAAaAa

+−+−−−+−+
+−−−+−

+−+−+−+−−
+−+−−

<<

−+−++−−−+−
−+−−+−+−−

θ
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)cos()cos(
)cos()cos(cos

)sin()sin(
)sin()sin(sin

tan

)cos()cos()cos(cos
)sin()sin()sin(sin

tan

54321543214

3213212111

54321543214

321321211

1
1

432143213212111

432143213212111

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAax

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax
AAAAaAAAaAAaAa

+−+−−−+−+
+−−−+−

+−+−+−+−−
+−+−−

<<

−+−++−−−+−
−+−−+−+−−

−

−

θ

 

 

陸、研究結果： 

一、 做出正六邊形，邊長為2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能碰擊原
邊時 θ 的取值範圍： 

1tan −

6
2cos67

6
2sin6

π

π

+
＜θ＜ 1tan −

6
2cos65

6
2sin6

π

π

+
 

( 註：大約 69.27 o＜θ＜ 73.32 o ) 

二、 做出正偶數n邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能碰
原邊時 θ 的取值範圍： 

 

1tan −

n
nn

n
n

π

π

2cos1

2sin

++
＜θ＜ 1tan −

n
nn

n
n

π

π

2cos1

2sin

+−
 

三、 做出正七邊形，邊長為2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊
時 θ 的取值範圍： 

1tan −  

7
2cos67

7
2sin6

π

π

+
＜θ＜ 1tan −

7
2cos87

7
2sin8

π

π

+
 

( 註：大約 74.23 o＜θ＜ 43.27 o ) 

四、 做出正奇數n邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能碰
擊原邊時 θ 的取值範圍： 

       1tan −

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

−+

−
＜θ＜ 1tan −

n
nn

n
n

π

π

2cos)1(

2sin)1(

++

+
 

五、 做出正n邊形，邊長為 2，球由 21 AA  中點 P 出發能依次碰到每一邊且能碰擊回
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到原出發點時 θ 的值： 

  θ=tan 1−

n

n
π

π

2cos1

2sin

+
=

n
π
 

六、 做出正六邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到每一
邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 

 

      1tan −

6
2cos)33(43

6
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
＜θ＜ 1tan −

6
2cos)33(32

6
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
 

七、 做出正六邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到每一
邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值：  

        θ=tan1−

6
2cos1

6
2sin

π

π

+
=

6
π
  

八、 做出正偶數n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到每
一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 

       1tan −

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1(
2

1)1)(
2

(

2sin)1(
2

++++

+
＜θ＜ 1tan −

n
mnmn
n

mn

π

π

2cos)1(
2

1)1)(
2

2(

2sin)1(
2

++++
−

+
 

九、 做出正偶數n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到每
一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值： 

           θ=tan1−

7
2cos)34(43

7
2sin)34(

π

π

+++

+

mm

m
 

十、 做出正七邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到每一邊
且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 

  1tan −

7
2cos)33(43

7
2sin)33(

π

π

+++

+

mm

m
＜θ＜ 1tan −

7
2cos)44(43

7
2sin)44(

π

π

+++

+

mm

m
 

十一、 做出正偶數n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到
每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值： 
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θ=tan1−

n

n
π

π

2cos1

2sin

+
=

n
π
 

十二、做出正奇數 n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到
每一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 

 1tan −

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1)(
2

1(1)1)(
2

1(

2sin)1(
2

)1(

+
−

+++
−

+
−

＜θ＜  

1tan −

n
mnmn

n
mn

π

π

2cos)1)(
2

1(1)1)(
2

1(

2sin)1(
2

)1(

+
+

+++
−

+
+

 

十三、做出正奇數 n邊形(邊長為 m＋1)， PA2 ： 1A P＝1：m，球由點 P 出發能依次碰到
每一邊且能碰擊回到原出發點時 θ 的值： 

    θ=tan1−

1)1(2cos]1)1[(

2
2sin]1)1[(

++−+−++

−++

nmn
n

nmn

nmn

π

π

 

十四、做出平行四邊形(邊長為 2，一內角為α)，球由 14 AA  中點 P 出發能依次碰到每
一邊且能碰擊原邊時 θ 的取值範圍： 

5cos8cos20cos8cos16
sin4sin8cossin12cossin16tan

3cos8cos4cos8
sin8cossin4sin8tan 234

33
1

23

3
1

−−++−
+−+−

<<
−−+

++− −−

αααα
ααααααθ

ααα
αααα

 
十五、做出任意凸四邊形(邊長為 4321 ,,, aaaa )， PA1 ： 4A P＝ 1x ：( 11 xa − )，球由點 P 出

發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 1θ  的取值範圍： 

     

)cos()cos(cos
)sin()sin(sin

tan

)cos()cos()cos(cos
)sin()sin()sin(sin

tan

3213212111

3213212111
1

432143213212111

432143213212111

AAAaAAaAax
AAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax
AAAAaAAAaAAaAa

+−−−+−
+−+−−

<<

−+−++−−−+−
−+−−+−+−−

−

−

θ
 

十六、做出任意凸五邊形(邊長為 54321 ,,,, aaaaa )， PA1 ： 5A P＝ 1x：( 11 xa − )，球由點 P 出
發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 1θ  的取值範圍： 

 

)cos()cos(
)cos()cos(cos

)sin()sin(
)sin()sin(sin

tan

)cos()cos()cos(cos
)sin()sin()sin(sin

tan

54321543214

3213212111

54321543214

321321211

1
1

432143213212111

432143213212111

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAax

AAAAAaAAAAa
AAAaAAaAa

AAAAaAAAaAAaAax
AAAAaAAAaAAaAa

+−+−−−+−+
+−−−+−

+−+−+−+−−
+−+−−

<<

−+−++−−−+−
−+−−+−+−−

−

−

θ
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柒、討論： 

依任意凸四邊形與凸五邊形的原理,可以繼續推導出: 
1. 給定任意凸六邊形(邊長為 654321 ,,,,, aaaaaa )， 1A P： 6A P＝ 1x ：( 11 xa − )，球由點 P 出
發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 1θ  的取值範圍： 

                   

<<
−+−+−++−+−−

−+−++−−−+−
−+−+−−+−+−+

−+−−+−+−−

1

6543216543215

432143213212111

6543216543215

43214321321211

tan
)cos()cos(

)cos()cos()cos(cosx
)sin()sin(

)sin()sin()sin(sin

θ
AAAAAAaAAAAAa

AAAAaAAAaAAaAa
AAAAAAaAAAAAa

AAAAaAAAaAAaAa

)cos(
)cos()cos()cos(cosx

)sin(
)sin()sin()sin(sin

543215

432143213212111

543215

43214321321211

AAAAAa
AAAAaAAAaAAaAa

AAAAAa
AAAAaAAAaAAaAa

+−+−−
−+−++−−−+−

+−+−+
−+−−+−+−−

 
2. 給定任意凸七邊形(邊長為 7654321 ,,,,,, aaaaaaa )， 1A P： 7A P＝ 1x：( 11 xa − )，球由點 P 出
發能依次碰到每一邊且能碰擊原邊時 1θ  的取值範圍： 

)sin(
)cos()cos()cos(cos

)sin(
)sin()sin()sin(sin

tan

)sin()sin(
)cos()cos()cos(cos

)sin()sin(
)sin()sin()sin(sin

543215

432143213212111

543215

43214321321211

1

6543216543215

432143213212111

6543216543215

43214321321211

AAAAAa
AAAAaAAAaAAaAax

AAAAAa
AAAAaAAAaAAaAa

AAAAAAaAAAAAa
AAAAaAAAaAAaAax

AAAAAAaAAAAAa
AAAAaAAAaAAaAa

+−+−−
−+−++−−−+−

+−+−+
−+−−+−+−−

<<

−+−+−++−+−−
−+−++−−−+−

−+−+−−+−+−+
−+−−+−+−−

θ

 

 
當然依據上述兩個式子,我們可以很容易觀察到下列兩個結論: 
給定任意凸 n邊形(邊長為 naaa ,......,, 21 )， 1A P： nA P＝ 1x ：( 11 xa − )，球由點 P 出發能依
次碰到每一邊且能碰擊原邊時 1θ  的取值範圍： 
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1.當 n為奇數時：
∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

= =

+

= =

++

−

= =

+

−

= =

++

−−+

−−
<<

−−+

−−

n

i

i

j
j

j
i

i

n

i

i

j
j

j
i

i

n

i

i

j
j

j
i

i

n

i

i

j
j

j
i

i

Aax

Aa

Aax

Aa

1 1

1
1

1 1

11

11

1 1

1
1

1

1 1

11

])1(cos[)1(

])1(sin[)1(
tan

])1(cos[)1(

])1(sin[)1(
θ  

2.當 n為偶數時：
∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
−

= =

+

−

= =

++

= =

+

= =

++

−−+

−−
<<

−−+

−−

1

1 1

1
1

1

1 1

11

1

1 1

1
1

1 1

11

])1(cos[)1(

])1(sin[)1(
tan

])1(cos[)1(

])1(sin[)1(

n

i

i

j
j

j
i

i

n

i

i

j
j

j
i

i

n

i

i

j
j

j
i

i

n

i

i

j
j

j
i

i

Aax

Aa

Aax

Aa
θ  
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