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＊公主的抉擇－數的規律＊ 

壹、 摘要： 

一、在高一數學第一冊中，第三章的內容是等差與等比數列，由此我們可了解有許多數

列都具有其一定規律，可用遞迴關係式來表示，甚至可進一步求出其一般式。我們

經由簡單的小遊戲而產生的數據來討論，看其是否有特定的規律，並藉此規律去尋

找出特定的公式，或者是根本沒有規律可循。 

二、我們經由簡單的例子出發去尋找規則，再作一連串的試驗、思考、推論，求出其遞

迴關係式，並以各種方法嘗試找出一般式，使我們可更簡單容易地求出我們所要的

目標。 

貳、研究動機： 

一、在『啊哈－有趣的推理』這本書中，看到一個益智遊戲，內容如下：一個國王要嫁 

    女兒，公主必須在十七歲前都得結婚。按照古老的儀式，讓十位男士站成一個圓圈，    

    隨便任由那一位男士開始，然後依順時鐘方向數，一直數到十七，數到第十七的這 

    位男士必須退出圓圈，然後依此規則重數，但這次是從退出圓圈的那位男士的下一 

    位開始數起，等你數到十七，和先前一樣，被數到的的那位男士就要退出圈圈。一 

    直重覆同樣的步驟數下去，直到最後只剩下一位男士，他就是公主要嫁的人。 

二、利用遊戲規則，我們找出由數到 2、3、4、5……、17 等規則，求出最後剩餘的是哪 

    個數(如下列表格結果)。我們在此定義：在 1、2、3、……n－1、n 中共有 n 個數， 

    以 u 來刪⇒從 1 數到 u 時，便將為 u 的那一個數字刪除，而後面的數字再由 1 開始 

    數起，數到 u 時便再刪去那個數，然後又從 1 開始數起，舉例如下：設 u=2、n=3 時， 

    即 1~3 三個數，用 2 去刪，1、2、3，此時 2 被刪除，由 2 的下一個數開始重新數， 

    於是 1 被刪掉，而剩下 3，……依此規則重覆下去直到刪到只剩一個數 。 

    (注)：c 代表從 1 數至 u 時，被刪除的數字      

na

[ ]n ：高斯函數 

 1

u 2 3 4 5 6 7 8 9 

10a  5 4 5 3 3 9 1 7 



u 10 11 12 13 14 15 16 17 

10a  8 7 10 5 7 6 7 3 

    三、若 n 的數字較小，按照規律去刪，便可求出 ，但我們思考一個問題，若 n 的數目

很大時，是不是有更好的方法，能更快的求出 。 

na

na

參、研究目的： 

一、觀察我們所列出的數據，找出前項與後項間的關聯，既而推出遞迴關係式。 

二、利用遞迴關係式，希望以我們現有能力，求出一般式，快速求出最後的剩餘數 。 na

肆、研究設備及器材：電腦、印表機、紙、筆 

伍、研究過程及方法： 

一、列出前幾項，試著找到其前後項的關係，先由較小的數來推出基本規律： 

(一)由 u=2 的規則開始刪： 

n=1                                               可得 a  11 =

n=2     1 2                                       可得 a  12 =

n=3     1 2 3                  1 3                 可得 a  33 =

n=4     1 2 3 4                1 3                  可得 a  14 =

n=5     1 2 3 4 5               1 3 5                可得 a  35 =

n=6     1 2 3 4 5 6             1 3 5       1 5       可得 a  56 =

n=7     1 2 3 4 5 6 7            1 3 5 7      3 7      可得 a  77 =

n=8     1 2 3 4 5 6 7 8          1 3 5 7      1 5       可得 a  18 =

n=9     1 2 3 4 5 6 7 8 9        1 3 5 7 9     3 7       可得 a  39 =

n=10    1 2 3 4 5 6 7 8 9 10      1 3 5 7 9     1 5 9     可得 a  510 =

 2

 



我們可發現 

1.偶數項即在第一次被刪掉→所剩的數皆為奇數：1、3、5、7… 

2. a 的值和n





−
2
n

n
a 的值有關聯性，如a 在第一輪刪除後剩 4 個數，可推出 應和  

 所處的相關位置一樣。 

8 8a

4a

二、是否可求出遞迴關係式？ 

(一)當 n 為偶數時：第一輪刪掉皆為偶數，各數列的起始值皆為 1 

     因為偶數皆被刪除，所以剩下的數列 1、3、5....成等差數列。 

如： n=10 時   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

剩下 1  3  5  7  9 

可知 的值應與 有關聯，(Q第二輪剩下 5 個數) 

又

10a

3

5a

5 =a ，所以可推出 的值為數列中的第三個數，即為 5， 

利用等差數列的公式，  

可得

10a

1) 5)1321(21 (510 =−×+=−×+= aa  

           所以推出遞迴關係式：當 n 為偶數時， )1(21
2

−×+= nn aa  

       證明：利用數學歸納法，已知 11 =a  

             1.觀察得 12 =a      代遞迴式得 1)1(21 12 =−×+= aa
)1(212 −

 

             2.設 n=2k 時，遞迴式成立，得 ×+= kk a
4
a  

               則 n=2k+2 時， 222 +=+ka ka

21
21
21

×+=
×+=

Q   

                                

)( 222 和 kk aa +

)1
)21
4)1

1 −
+−

差四個相關位置

(
(
( +−×+=

+k

k

k

kk aa 和1+

a
a
a

( 差兩個相關位置) 

                               ∴對所有的正偶數 n，遞迴式成立 

(二)當 n 為奇數時： 

例：n=11 時   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11    

       剩下 11  1  3  5  7  9     

  ，起始值為 11，可知 應該與a 有關聯11a 6 56 =⇒ a  711 =∴a  

   配合等差公式，首項為 1，得 732 =1
2

1112111 ×+=×+= −aa  

 3

例：n=21 時   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 



             21  1  3  5  7  9  11  13  15  17  19   

   可知 a 和 有關聯，可得21 11a 1121 =a  

   配合等差公式，推出 112512
2

12121 111 =×+=×+== −a a  

所以推出其遞迴關係式：當 n 為奇數時： 21
2

1 ×+= −nn aa  

      證明：利用數學歸納法，已知 11 =a  

             1.觀察得 33 =a        代遞迴式得 321 13 =×+= aa

kk aa
 

             2.設 n=2k+1 時，遞迴式成立，得 ×+=+ 2112

4
 

               則 n=2k+3 時， 12 23 += +ka

2
2
2

×+
×+

+k a

1
1
1

=
=

Q   

                                  

)差四個相關位置( 1232 和 ++ kk aa

1

)2
4

+

+(
+×+=

k

k

k

a
a

a
 

                     ∴對所有的正奇數 n，遞迴式成立 

□(三)遞迴關係式建立後，只要有前項的資料，就可推出後項的值，但是若 n 是個很 

大的數時，剩餘數 便無法很快求出，所以我們嘗試著想找出一般項公式。 na

□(四)我們將剩餘數 ，整理成下表： na

  na 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33

1                 

2 3                

4 5 6 7              

8 9 10 11 12 13 14 15          

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31  

 

n 

 

32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

發現此表所列的規則滿足我們找出的各項剩餘數，另外由上述表格可知： 

1.當 n 為 次方時， 皆為 1，因此剩餘數便又從『1』開始排列。 b2 na

(證明)：(1) ，12 =a 14 =a   (2)設 n= 2 時，k 1
2
== kaan  

 4

則當 n= 時，可知 ，代偶數的遞迴式 

得

12 +k

21

kn 22×=

1(21) 1)11(
2

=−×+=−×= kaan +  



∴對所有的 n 為 次方時， 皆為 1 b2 na

2.我們只需計算 n 是落再哪一組，再利用等差公式推出 ，即可推出 

            一般項公式： ，  

           (注)由於公式中需要用到 2 的羃次方的值，表列如下 

na

2)2(1 ×−+= b
n na 122 +<≤ bb n

 b 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 b2  2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 

 b 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

 b2  2048 4096 8192 16384 32768 65536 131072 262144 524288 1048576

          現在我們舉二個例子來檢驗一般式和遞迴式所得的結果一致： 

例如：(a)由遞迴式得 33)1(21 2448 =−×+= aa     由公式可得 =1+(48- )×2=33 48a
52

(b)由遞迴式得  

31
)1(21

21
)1(21
)1(21

31

3162

62125

125250

250500

=
−×+=

×+=
−×+=
−×+=

a
aa
aa
aa
aa

 可得

489)1245(21
245)1123(21

1236121
61)131(21

31

500

250

125

62

31

=−×+=
=−×+=

=×+=
=−×+=

=

a
a

a
a

a  

由一般式得 =489     即可得證 2)2500(1 8
500 ×−+=a

三、接著討論 u=3 的規則 

      (一)由 u=3 的規則開始刪除，規律如下： 

         n=1                                                        可得 11 =a  

n=2     1 2                                                可得 22 =a  

         n=3     1 2 3             1 2                               可得 23 =a  

         n=4     1 2 3 4           此時剩 3 個數，由 23 =a             可得 14 =a  

         n=5     1 2 3 4 5          此時剩 4 個數，由 14 =a              可得 45 =a  

         n=6     1 2 3 4 5 6        此時剩 4 個數，由 14 =a              可得 16 =a  
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         n=7     1 2 3 4 5 6 7      此時剩 5 個數，由 45 =a              可得 47 =a  



         n=8     1 2 3 4 5 6 7 8     此時剩 6 個數，由 16 =a              可得 78 =a  

(二)我們可發現 

 1.3 的倍數在第一次皆被刪掉。 

 2. a 的值和n





−
3
n

n
a 的值有關聯性，如a 在第一輪刪除後剩 6 個數，可推出 應和   

    所處的相關位置一樣。 

8 8a 6a

     3. a 必為 1,4,7...或 2,5,8...數列的其中一項。 n

 4. a 的相關位置差 3 1+nn a和

5.若 n 為 3 的倍數時， 的值和na




−

3
nn

a 的值有關聯，且起始值為 1，此時，我們重新

定訂一個數列： 

1b  2b 3b  4b  5b 6b 7b 8b 9b 10b  

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 ... 

2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 ... 

  經歸納得出 的遞迴式如下： na

(1) 若




−

3
nn

a 被 2 整除，則 落於數列 2,5,8...中的其中一項⇒ =2+3na na )1
2

( 3 −




−
nn

a

×  

例如： 有關聯，又2030 aa 和 2020 =a ，表示 必落於數列 2、5、8……中 

      Q

30a

10
2
20

= ，表示位於數列 nb 中的第十項，首項為 2， 

      則 a ＝230 29)1(3 =−×
2
20

+  

 6

(2) 若




−

3
nn

a 被 2 除餘 1，則 落於數列 1,4,7...中的其中一項 =1+3na ⇒ na )
2

1

( 3

−

×  

例如： 有關聯，又





−
nn

a

2436 aa 和 1124 =a ，表示 必落於數列 1、4、7……中 

      Q

36a

1.....餘5
2

11
= ，表示位於數列 nb 中的第 6 項，首項為 1， 



      則 a ＝136 16)
2

111(3 =
−

×+

100

99a

 

1)
2

159(31 +=99
−

×+a

2 =

70 =

6.有了遞迴關係式後，例如要找 a ＝？ 

我們的策略如下，先求出 ，再利用 差 3 個數，即可求出 。99100 aa 和 100a

5966 =aQ 8887 ==∴ ⇒再往後推 3 個數，可得 =91 100a

另外，我們經過討論後，覺得遞迴關係式的有效應用，必須在前項數據的建立。 

但我們仍想找出在規則 u=2 的規則下，所求出的一般式，才能有效的處理問題。 

    7.這時我們試著找出 u=3 的一般式，將前幾項的情形整理成下表      

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

na  1 2 2 1 4 1 4 7 1 4 7 10 13 2 5 

                

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

na  8 11 14 17 20 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29

                

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

na  1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43

                

n 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

na  46 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 41

      由上表的記號，我們發現以下關係： 

(1)若 n 和 的數差 1 的話，可推出a 的值會從 1 開始 na 1+n

(2)若 n 和 的數相等的話，可推出 的值會從 2 開始 na 1+na

(3)我們經過討論後，先列出所有轉折的 ，觀察其變化的規律： na

       、 、 、11 =a 2a 23 =a 14 =a 、 16 =a 、 19 =a 、 214 =a 、 、221=a 131 =a 、 
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      、a 、 、247 =a 1 1105 =a 2158 =a 、 2237 =a 、 1355 =a 、 、2533 =a 1799 =a …… 

  上述的數列無法找出其變化的規律，但我們利用等差的概念及配合上列關係  

  (1)(2)兩小點，可求出轉折點的公式。 



8.轉折點的求法：轉折點一定出現在 a 和 n 相等或差 1 的情形 n

   (1)若 ，則利用等差公式，得 n+k=1+3k  2k=n-1 k=1=na ⇒
2

1−n
 

       推出下一轉折點為第 n+ [ ]k +1 項，且得到 

若
2

1−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得 =2    [ ] 1++ kna

     若
2

1−n
不能整除，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得 =1 

   如： a =1，則 k=

[ ] 1++ kna

31 2
131−

=15   可得 4646 =a    ∴下一轉折點為  47a

          利用前、後項間相關位置差 3 的規則⇒ 47  1  2  =2 ⇒ 47a

      (2)若 a =2，則利用等差公式，得 n+k=2+3k  2k=n-2 k=n ⇒
2

2−n
 

     推出下一轉折點為第 n+ [ ]k +1 項，且得到 

       若
2

2−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得 =2 [ ] 1++ kna

       若
2

2−n
不能整除，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得 =1 [ ] 1++ kna

       如： a ，則247 = 1....22
2
45

2
247

==
−

=k

68

 

       推出 a ，再利用前後項相關位置差 3，可得  69 = 170 =a

    9.這時我們解題的策略如下： 

(1)先求出 n 落於那一轉折點之間   

(2)再代等差數列的公式，求出 a  

  例如：求 a 的值為何？ 

        先求出 700 落於那一組中，因為 533<700<799，而 ， 

        

n

700

2533 =a

∴ 700a =2+3(700-533)=503 

四、接著討論 u=4 的規則 

(一)由 u=4 的規則開始刪除，規律如下： 

n=1     1                                               可得 a =1 1

 8

n=2     1 2                                             可得 a  12 =



n=3     1 2 3   2 3                                      可得 a  23 =

n=4     1 2 3 4   1 2 3  2 3                              可得 a  24 =

n=5     1 2 3 4 5             此時剩 4 個數，由 24 =a       可得 a  15 =

n=6     1 2 3 4 5 6           此時剩 5 個數，由 15 =a        可得 a =5 6

n=7     1 2 3 4 5 6 7          此時剩 6 個數，由a =5        可得 a =2 6 7

n=8    1 2 3 4 5 6 7 8         此時剩 6 個數，由 =5        可得 a =6 6a 8

n=9    1 2 3 4 5 6 7 8 9       此時剩 7 個數，由 =2         可得 a =1 7a 9

n=10  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10      此時剩 8 個數，由 =6         可得 a =5 8a 10

(二)我們可以發現： 

1.4 的倍數皆被刪除，所以剩下的數列共有 



−
4
nn 項，其中 




4
n

代表高斯函數， 

因此得知 和na




−

4
nn

a
 

的相關位置相關，例如：求 的值，即可由 所剩的數推

出。 

10a 8a

          2. a 的相關位置差 4 1+nn a和

3. a 必為 1,5,9...或 2,6,10...或 3,7,11...三數列中的其中一項 

4.若 n 為 4 的倍數時，第二輪數列的首項為 1 或 2 或 3 

 此時，我們重新定訂一個數列

n

nb ： 

1b  2b 3b  4b  5b 6b 7b 8b 9b 10b ... 

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 ... 

2 6 10 14 18 22 26 30 34 38 ... 

3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 ... 

推論得出 的遞迴式如下： na

(1)若





−
4
n

n
a 被 3 除餘 1，則 落於 1,5,9...其中一項，得 =1+4na na )

3

1

( 4

−




−
n

n
a

×  
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如： 有關聯，且1520 aa 和 1315 =a ，Q 1.....4
3

13
餘= ，表示 位於數列20a nb 中的 

那一行，首項為 1，則 ＝15b 20a 17)
3

113(4 =
−

×+  



(2)若





−
4
n

n
a 被 3 除餘 2，則 落於 2,6,10...其中一項，得 =2+4na na )

3

2

( 4

−




−
n

n
a

×  

         如：a 有關聯，且2432 a和 1124 =a ，Q 2.....3
3

11
餘= ，表示 位於數列32a nb 中的 

那一行，首項為 2，則 ＝24b 32a 14)
3

211(4 =
−

×+  

(3)若





−
4
n

n
a 被 3 整除時，則 落於 3,7,11...其中一項，得 a =3+4na n )1

3
( 4 −





−
n

n
a

×  

如： 有關聯，且1824 aa 和 918 =a ， 3
3
9
=Q 整除，表示 必位於數列24a nb 中的 

    那一行，首項為 3，則 ＝33b 24a 11)1
3
9(4 =−×+  

           (4)我們利用遞迴關係式來求 ?100 =a

可代遞迴關係式

 

 相關    75100 aa 和Q ∴  

 差三項   7275 aa 和Q 個數12相關位置差∴  

 相關     5472 aa 和Q 可代遞迴關係式∴  

      1154 =aQ 2...3
3

11
=    14

3
211
=4272

−
×+=∴a    即可推出 2675 =a  

      2675 =aQ 2...8=
3
26

  34=
3

22642
3

275 −
×+=42100

−
×+=∴
a

a  

(5)我們求出遞迴關係式，發現若是 的值做的夠多的話，可以利用遞迴關係式 na

去求各項的值，但我們仍想找出像規律 2 的一般式 

          5.此時我們將資料整理如下： 

 10

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

na  1 1 2 2 1 5 2 6 1 5 9 1 5 9 13

                

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

na  1 5 9 13 17 21 3 7 11 15 19 23 27 2 6 

                

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45



na  10 14 18 22 26 30 34 38 3 7 11 15 19 23 27

                

n 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

na  31 35 39 43 47 51 3 7 11 15 19 23 27 31 35

        由上表中，我們發現以下關係： 

(1)若 n 和 的數差 2 的話，可推出a 的值會從 1 開始 na 1+n

(2)若 n 和 的數差 1 的話，可推出a 的值會從 2 開始 na 1+n

(3)若 n 和 的數相等的話，可推出 的值會從 3 開始 

  (4)我們經過討論後，先列出所有轉折的 ： 

na 1+na

na

         、a 、a 、15 =a 27 = 19 = 112 =a 、 116 =a 、 322 =a 、a 、a 、229 = 339 = 352 =a 、 

、 、269 =a 292 =a 3123 =a 、 3164 =a 、 1218 =a 、 2291 =a …… 

   上述的數列無法找出其變化的規律，但我們利用等差的概念及上面所列的關

係(1)(2)(3)三小點，可求出下一轉折點的公式。 

6.轉折點的求法：轉折點一定出現在a 和 n 相等、差 1 或差 2 的情形 n

(1)若 ，利用等差公式，得 n+k=1+4k  3k=n-1 k=1=na ⇒
3

1−n
，下一轉折為第

n+ +1 項，規則如下： [ ]k

若
3

1−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得到 =3 [ ] 1++ kna

若
3

1−n
餘 1，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得到 =2 [ ] 1++ kna

若
3

1−n
餘 2，代表 [ ] [ ] 2−+=+ kna kn ，得到 =1 [ ] 1++ kna

(2)若 ，利用等差公式，得 n+k=2+4k  3k=n-2⇒ k=2=na 3
2−n

,下一轉折為第

n+ [ +1 項，規則如下：  ]k

若
3

2−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得到 =3 [ ] 1++ kna

若
3

2−n
餘 1，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得到 =2 [ ] 1++ kna
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若
3

2−n
餘 2，代表 [ ] [ ] 2−+=+ kna kn ，得到 =1 [ ] 1++ kna



(3)若 ，利用等差公式，得 n+k=3+4k  3k=n-3⇒ k=3=na 3
3−n

,下一轉折為第

n+ [ +1 項，規則如下：  ]k

若
3

3−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得到 =3 [ ] 1++ kna

若
3

3−n
餘 1，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得到 =2 [ ] 1++ kna

若
3

3−n
餘 2，代表 [ ] [ ] 2−+=+ kna kn ，得到 =1 [ ] 1++ kna

      7.這時我們解決問題的策略如下： 

(1)先求出 n 落於那一轉折點之間   

(2)再代等差數列的公式，求出  

例如：求 ＝？ 我們可計算出 落於那一組轉折點 

      Q 和 皆為轉折點，又 218<250<291，而  

      

na

250a

218a

250

250a

129

291a

41

1218 =a

)218250( =−+=∴a  

    五、接著討論 u=5 的規則 

(一)由 u=5 的規則開始刪除，規律如下： 

n=1     1                                           可得 a  11 =

n=2     1 2                                         可得 a =2 2

n=3     1 2 3       此時剩下 2 個數，由 a =2          可得 a =1 2 3

n=4     1 2 3 4      此時剩下 3 個數，由 =1         可得 a =2 3a 4

n=5     1 2 3 4 5     此時剩下 4 個數，由 =2         可得 a =2 4a 5

n=6     1 2 3 4 5 6   此時剩下 5 個數，由 =2         可得 a  5a 16 =

n=7     1 2 3 4 5 6 7  此時剩下 6 個數，由 16 =a         可得 a  67 =
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(二)我們可以發現： 

1.5 的倍數皆被刪除，剩下的數列共有 



−
5
nn 項，其中 




5
n

代表高斯函數，得知  

   和na





−
5
n

n
a 的相關位置相關，例如：求 的值，即可由 所剩的數推出。 10a 8a



2. a 的相關位置差 5 

3. a 必為 1,6,11...或 2,7,12...或 3,8,13..或 4,9,14...四數列中的其中一項 

4.若 n 為 5 的倍數時，第二輪數列的首項為 1 或 2 或 3 或 4 

1+nn a和

n

   此時，我們重新定訂一個數列 nb ： 

1b  2b 3b  4b  5b 6b 7b 8b 9b 10b  

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 ... 

2 7 12 17 22 27 32 37 42 47 ... 

3 8 13 18 23 28 33 38 43 48 ... 

4 9 14 19 24 29 34 39 44 49 ... 

此時，歸納得出 的遞迴式如下： na

       (1)若





−
5
n

n
a 被 4 除餘 1，則 a 落於 1,6,11...其中一項，得 =1+5n na )

4

1

( 5

−




−
n

n
a

×  

     如：a 有關聯，且3240 a和 1332 =a ，Q 1.....3
4

13
餘= ，表示 位於數列40a nb 中的 

         那一行，首項為 1，則 ＝14b 40a 16)
4

113(5 =
−

×+  

(2)若





−
5
n

n
a 被 4 除餘 2，則 a 落於 2,7,12...其中一項，得 =2+5n na )

4

2

( 5

−




−
n

n
a

×  

     如： a 有關聯，且1620 a和 616 =a ，Q 2.....1
4
6

餘= ，表示 位於數列20a nb 中的 

         那一行，首項為 2，則 ＝22b 20a 7)
4

26(5 =
−

×+  

(3)若





−
5
n

n
a 被 4 除餘 3 時，則 a 落於 3,8,13...其中一項，得 =3+5n na )

4

3

( 5

−




−
n

n
a

×  

如： 有關聯，且2025 aa 和 720 =a ，Q 3.....1
4
7

餘= ，表示 位於數列25a nb 中的      

那一行，首項為 3，則 ＝32b 25a 8)
4

37(5 =
−

×+  
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(4)若





−
5
n

n
a 被 4 除整除時，則a 落於 4,9,14...其中一項，得 =4+5n na )1

4
( 5 −





−
n

n
a

×  



  如： a 有關聯，且4050 a和 1640 =a ，Q 4
4

16
= 整除，表示 位於數列50a nb 中的 

      b 那一行，首項為 4，則 ＝44 50a 19)1
4

16(5 =−×

na

+  

n

3=

1

           (5)我們發現遞迴關係式的有效應用，必需建立在前項 的值大量建立，但我們

仍想找出像規律 2 的一般式。 

5.我們將a 的值整理成下表： 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

na  1 2 1 2 2 1 6 3 8 3 

 

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

na  8 1 7 11 1 6 11 16 2 7 

 

n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

na  12 17 22 3 8 13 18 23 28 3 

 

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

na  8 13 18 23 28 33 1 6 11 16 

 

n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

na  21 26 31 36 41 46 4 9 14 19 

        由上表中的記號，我們發現以下關係： 

(1)若 n 和 的數差 3 的話，可推出a 的值會從 1 開始 na 1+n

(2)若 n 和 的數差 2 的話，可推出a 的值會從 2 開始 na 1+n

(3)若 n 和 的數差 1 的話，可推出a 的值會從 3 開始 

            (4)若 n 和 a 的數相等的話，可推出 的值會從 4 開始 

            (5)我們先列出所有轉折的 ： 

na

n

1+n

1+na

na

         、 、16 =a 38 =a 310 =a 、 112 =a 、 115 =a 、 219 =a 、a 、a 、24 330 = 137 =a  

  、 a 、 、447 = 158 =a 373 =a 、 291 =a 、 3114 =a 、 142 =a 、 、3178 =a 1222 =a  

，經過討論後，無法找出轉折的規律，但利用等差公式及上列的關係(1)(2)(3)(4) 

四小點，可求出轉折點的公式 
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  6.轉折點的求法：轉折點一定出現在 a 和 n 相等、差 1、差 2 或差 3 的情形 n



(1)若 ，利用等差公式，得 n+k=1+5k  4k=n-1 k=1=na ⇒
4

1−n
，下一轉折為第 

n+ +1 項，規則如下： [ ]k

若
4

1−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得到 =4 [ ] 1++ kna

若
4

1−n
餘 1，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得到 =3 [ ] 1++ kna

若
4

1−n
餘 2，代表 [ ] [ ] 2−+=+ kna kn ，得到 =2 

      若

[ ] 1++ kna

4
1−n

餘 3，代表 [ ] [ ] 3−+=+ kna kn ，得到 =1 [ ] 1++ kna

(2)若 ，利用等差公式，得 n+k=2+5k  4k=n-2 k=2=na ⇒
4

2−n
,下一轉折為第

n+ +1 項，規則如下：  [ ]k

若
4

2−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得到 =4 [ ] 1++ kna

若
4

2−n
餘 1，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得到 =3 [ ] 1++ kna

若
4

2−n
餘 2，代表 [ ] [ ] 2−+=+ kna kn ，得到 =2 

      若

[ ] 1++ kna

4
2−n

餘 3，代表 [ ] [ ] 3−+=+ kna kn ，得到 =1 [ ] 1++ kna

(3)若 ，利用等差公式，得 n+k=3+5k  4k=n-3 k=3=na ⇒
4

3−n
,下一轉折為第

n+ +1 項，規則如下：  [ ]k

若
4

3−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得到 =4 [ ] 1++ kna

若
4

3−n
餘 1，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得到 =3 [ ] 1++ kna

若
4

3−n
餘 2，代表 [ ] [ ] 2−+=+ kna kn ，得到 =2 

      若

[ ] 1++ kna

4
3−n

餘 3，代表 [ ] [ ] 3−+=+ kna kn ，得到 =1 

    (4)若 a ，利用等差公式，得 n+k=4+5k  4k=n-4 k=

[ ] 1++ kna

⇒4=n 4
4−n

,下一轉折為第   

      n+ [ +1 項，規則如下：  ]k
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若
4

4−n
整除，代表 [ ] [ ]kna kn +=+ ，得到 =4 [ ] 1++ kna



若
4

4−n
餘 1，代表 [ ] [ ] 1−+=+ kna kn ，得到 =3 [ ] 1++ kna

若
4

4−n
餘 2，代表 [ ] [ ] 2−+=+ kna kn ，得到 =2 

      若

[ ] 1++ kna

4
4−n

餘 3，我代表 [ ] [ ] 3−+=+ kna kn ，得到 =1 [ ]+ kna 1+

     7.這時我們解決問題的策略如下： 

(1) 先求出 n 落於那於一轉折點 

(2) 再代等差數列的公式，求出  

例如：求 ＝？   我們可計算出 落於那一組轉折點之間 

      Q178<200<222，又

na

178

200a 200a

3=a   

      113)178200(53200 =−+=∴a  

陸、研究結果 

一、以數到 u 的規則來刪，第一輪 u 的倍數皆被刪除。所以剩下的數列共有 



−
u
nn 項，

其中 




u
n

代表高斯函數，因此得知




−
n

n
n aa 和

u

的值相關。 

二、 的值相關位置差 u。 1+nn aa 和

   三、 a 必為數列 1,u+1,2u+1..或 2,u+2,2u+2..或…或 u-1,2u-1,3u-1…等數列中的其中一項 n

四、當 u=2 時，遞迴關係式如下： 

(一)當 n 為偶數時， )1(21
2

−×+= nn aa  

(二)當 n 為奇數時： 21
2

1 ×+= −nn aa  

五、當 u=2 時，一般項公式 ， ，b 為非負整數  2)2(1 ×−+= b
n na 122 +<≤ bb n
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六、以 u 的規則來刪時，有以下的關係： 

     (一)若 n 和 a 差 1 時，則 ＝(u-1)-1 

     (二)若 n 和 a 差 2 時，則 ＝(u-1)-2 

     (三)若 n 和 a 差 3 時，則 ＝(u-1)-3 

                 ……… 

n

n

n

1+na

1+na

1+na



     (四)若 n 和 a 相等時，則 ＝u-1 n 1+na

















n

....k=
n−

an

n−

an

七、當 n 為 u 的倍數且 u＞2 時，得出 的遞迴關係式如下： na

(一)若


−
u
n

n
a 被 u-1 除餘 1，則 a =1+un )

1

1

(
−

−

×




−

u

a
u
n

n
 

(二)若


−
u
n

n
a 被 u-1 除餘 2，則 a =2+un )

1

2

(
−

−

×




−

u

a
u
n

n
 

(三)若


−
u
n

n
a 被 u-1 除餘 3 時，則 =3+una )

1

3

(
−

−

×




−

u

a
u
n

n
 

                          ……… 

(四)若


−
u
n

n
a 被 u-1 除整除時，則 =u-1+una )1

1
( −

−
×  

        (證明)：當 n 為 u 的倍數時，第一輪所剩的數列有 u-1 個，排列如下： 

               1   u+1   2u+1…… 

               2   u+2   2u+2…… 

               3   u+3   2u+3…… 





−

u

a
u
n

n

            …… 

               u-1   2u-1  3u-1…… 

              考慮





−
u
na 被 u-1 除，觀察商數和餘數可推出 落於那一數列中的第幾項 na

1.若 1)1(u
u
n −÷




a ，表示落於第一列的第 k+1 項，需 k 個公差 

  
1

1

1
−

−

×+=∴




−

u

a

u u
nn

 

2.若 2....)1( ku
u
n =−÷




a ，表示落於第二列的第 k+1 項，需 k 個公差 

  
1

2

1
−

−

×+=∴




−

u

a

u u
nn
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3. 若 ku
u
nn

=−÷




−

)1(a ，表示落於第 u-1 列的第 k 項，需 k-1 個公差， 



  )1
1

(1 −
−

×+=∴




−

u

a

ua u
nn

n

na

 

ukrkn +=+

  八、轉折點求法：若 u＞2 時，設 為轉折點，且 ＝r，其中 rna { }1,....,2,1 −∈ u  

       利用等差公式，Q   
1−

−
=∴
u
rnk    (其中 [ ]:k 取高斯函數值 ) 

       此時，可得下一轉折點為第 n+ [ ]k +1 項，配合研究結果六，規則如下： 

      (一)若
1−

−
u
rn

整除，得 [ ] [ ]kna kn +=+ ，則下一轉折點 =u-1 

      (二)若

[ ] 1+k+na

1−
−
u
rn

餘 1，得 [ ] [ ]knkna +=+ -1，則下一轉折點 =u-2 [ ] 1++ kna

      (三)若
1−

−
u
rn

餘 2，得 [ ] [ ]knkna +=+ -2，則下一轉折點 =u-3 

                      …… 

      (四)若

[ ] 1++ kna

1−
−
u
rn

餘 u-2，得 [ ] [ ]knkna +=+ -(u-2)，則下一轉折點 =1 [ ] 1++ kna

柒、討論 

一、解決這遊戲的策略，我們得到下列幾種方法 

     (一)建立前項剩餘數之值，即可利用研究結果六：遞迴關係式、研究結果四： 

         的值相關位置差 u 的結果求出 。 1+nn aa 和 na
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     (二)利用 n 落於那兩個轉折點之間，再利用等差公式求出 。 

     (三)解決這樣的問題，其實遞迴和轉折點是可以互相作結合的。 

        例如：題目為 n=100 人，u=10，求a ＝？ 

        分析如下：Q         

na

100

相關和 90100 aa 可代遞迴關係式∴  

                  Q          相關和 8190 aa 可代遞迴關係式∴  

                  Q      為前後項和 8081 aa 108081 相關位置差和aa∴  

                  利用轉折點的求法，我們求出 7474 =a ⇒ 975 =a (利用研究結果四) 

                  可代等差公式 59105980 =×+=a ⇒ 81 69=a  

                  代兩次遞迴式： 6...7
9
69

=Q    766
=

−
9

69
×10690 +=∴a  

                                4...8
9
76

=Q    84
9

4
=

−76
×10+4100 =∴a  



二、回到我們一開始的問題，若 u=17，n=100 人，求a ＝？ 

     (一)我們以土法鍊鋼的方法，從 1 寫至 100，按照規則去一一刪除，經過 99 次的 

        刪除之後，求出 ＝53。(大約需 16 分鐘) 

     (二)利用研究結果二和研究結果六，求出 =53 (約需 12 分鐘)，過程如下： 

        1.求出 ，   

100

100a

Q

100a

111217 =a 5 181217 差和 =∴a (研究結果六) 

        2.依上面的方法，可依序推出各項的值： 2,6 2119 =,9 20 == aaa …直到 297 =a  

        3.Q 2=97a ⇒=+ 1917

36100

= 298

36

⇒

1719

a  

          531799 =+=⇒ a=+=a (研究結果二) 

     三、從 u=3 的規則開始，我們無法找出如規則 u=2 的一般式，這是未來的研究方向。 

捌、結論 

    高一上學期，學了遞迴定義及利用遞迴關係式解決數學上的相關問題，如河內塔問題，  

     藉由這次的科展，我們更進一步了解遞迴關係的建立及運用。另一方面，研究一個數 

     學題目，無形中可訓練我們的思考，從作科展的過程中，可更深切的體會到思考的多元 

     性及小組的合作性，在討論的過程中，和同學互相分享想法，判斷其論點的合理性，這 

     樣的過程是非常難忘的，尤其是看到報告內容從無到有的過程，真的是十分難得的經歷。 

玖、參考資料及其他 
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二、林福來、李恭晴、徐正梅、陳冒海、陳順宇/高中數學第一冊/第三章/等差公式/南一 

書局/頁 116 至頁 117/民國九十一年八月 
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     三、林福來、李恭晴、徐正梅、陳冒海、陳順宇/高中數學第一冊/第三章/遞迴關係/南一

書局/頁 148 至頁 151/民國九十一年八月 



評 語 

040402高中組數學科 

公主的抉擇 

本問題基本上是Josephus問題，可以由D. Knuth之「具體數

學」一書尋找到豐富的相關資料。 




