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壹、 摘要 

本研究主要是針對依”圓軸向心收線”定義之運動模式所做的探討，包含運動模型

的理論推演、實驗方法的設計與實驗套件的整合。 

實驗套件整合與原理推導是共同進行的，再以測試整合套件與驗證原理為目的，

整理了兩個實驗。實驗內容依序為：驗證近無摩擦狀況下之水平面運動理論、驗證鉛

直面（受重力影響）的運動理論。 

貳、 研究動機 

一物體被一條線綁住而旋轉，其中間的圓形轉軸在物體邊旋轉時還會邊把繩子收

短，那會發生什麼事呢？我們有一次

無意間看到一位同學心不在焉的拿

起串上繩子的鑰匙繞著手指轉時，心

裡就浮現了這個問題。這種收繩方式

就如同右圖：在一條細繩的一端繫上

一物體，另一端綁在圓柱（中央綠色

圓圈）上。當甩動這個物體時，它會

繞著中央圓柱打轉，此時中央圓柱便

把繩子逐步向內收進，而使物體向內

旋入。這顯然和一般在高中所學的等

速率圓周運動有所不同，但又有某些

相似之處，這種運動究竟有什麼特性

呢？ 

參、 研究目的 

一. 設計一組實驗裝置，以期測量如上述運動之旋轉時間。 
（註：本來實驗室中的光電計時器雖然在做自由落體實驗時還算好用，但卻不

適合這種需擴展至二度空間的測量） 

二. 找出如上述之運動在水平無摩擦的情況下之初速、路徑長、旋轉時間之間的關

係並以實驗證明之。 

三. 使物體在鉛直面運動，並找出初速和旋轉時間之關係。 
（並以實驗證明如單擺運動時之週期） 
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肆、 研究設備及器材 

一、 光電計時器之改裝 

（一） 改裝的必要性 

此為測量運動的實驗，故我們必須測量的物理量，是長度和時間。我們可以先利

用所測得的原繩長、軸半徑、初速等，先求出繞行每圈所需的時間，再藉由時間的測

量，比較理論和實驗結果的異同。 

比起長度，精確時間相當難測。為了達成精密測量時間的目標，我們將注意力轉

到學校實驗室中用以測量「重力加速度」實驗的「光電計時裝置」。 

原先學校的光電計時器套件是專為測

量 g 值而設計的，其基本原理便是藉接收紅

外光的阻斷訊號來驅動計時裝置。所以其有

效遮斷範圍便為感應器兩閘之間。我們必須

將原本的套件進行改裝，才能合用。 

我們希望能製作一個利用雷射光遮斷

來計時的裝置，所以我們不需更改計時器

（即顯示時間之方盒，以下皆以計時器稱

之）內部，只需對光感應器（即ㄇ字形套件，

之下皆以光感應器稱之）與輸出入端（接頭）

進行非破壞性改裝即可。 

（二） 光感應器之改裝 

就特性上，光感應器輸出入的實體接頭，恰為 3.5mm 立體聲耳機接頭。經過外

部測量與實際觀察，我們得知其中含兩組電路，各接一型似 LED 之元件： 

1. 外觀藍紫色者，為紅外光 LED。 

2. 外觀透明者，為紅外光接收二極體，處無光處為斷路，接收足量紅外光時，

則為通路。 
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實用上，此光感應器與計時器的原理為： 

1. 兩組二極體電路，其中地線（指接回電源）

共用，故可採用立體聲耳機的三個電極。 

2. 兩二極體至於光感應器之ㄇ字型兩端，各六

面接封閉五面，兩個開放面相互對應。 

3. 當光感應器連接到啟動之計時器上時，紅外

光 LED 便獲得電壓，持續發出紅外光，此即

發射端；另一端接收端接收到紅外光，便會

形成通路，計時器上有一對應紅色 LED 會亮

起。 

4. 此時若有物體居ㄇ字型中間阻斷光源，接收端便接收不到紅外光，形成斷路，

計時器上之對應紅色 LED 不亮（以下稱光阻斷）。 

5. 計時器再根據電路設定（手動計時、感應啟動、電磁啟動），決定如何採用光

阻斷。 

而我們做一測試：如果將發射端遮斷，而使用雷射

筆當作發射端，能不能替代？結果是可以的。我們不知

道是接收端能接收紅光，抑或是雷射筆也發出紅外光

（雷射筆是使用雷射 LED，與高成本的雷射不同），但

替換是可行的。所以我們便將發射端遮斷（用鋁箔包裹

最為方便），設法將雷射光打入接收端，如此便完成光

感應器的改裝。 

（三） 接頭與計時器之改裝 

完成光感應器的改裝之後，我們擴大了

其使用範圍；然我們希望光電計時器能夠「連

續」紀錄「每一圈」時間。所以我們必須先了

解計時器的模式。 

感應啟動模式是比較適合的。光感應器

分為啟動組和停止組；在此模式下，當啟動組

發生光阻斷，計時器便開始累計，直到啟動組

發生光阻斷為止。 



4 

計時器有一使用上的限制，當停止組發生光阻斷

時，啟動組必須不被阻斷，如此停止組光阻斷才會被採

計。也就是說，置於連續路徑上之兩平行光感應器， 
「其間距必須大於物體大小」，計時器才能停止。 

既然我們先前就已知道：光感應器是利用本身電路

的斷路來傳達光阻斷，那我們便能直接讓一個光阻斷，

同時傳達到兩個以上的接收端，只要簡單利用並聯的原

理便成。光感應器是採用 3.5mm 的立體聲接頭，我們只

要銲一個一分二的分接頭，便能讓兩個接收端共用一個

光感應器。 

如此使用兩個分接頭，讓「計時器甲的啟動組」與

「計時器乙的停止組」相接，讓「計時器甲的停止組」

與「計時器乙的啟動組」相接，分接頭再各自接到光感

應器，接著佈置雷射光，兩組分別照射兩個光感應器。 

其工作原理可藉由一圓周運動來說明。考慮右圖之

情形，A、B 表兩雷射光射線，a、b、c 表三個位置，箭

頭表運動方向，大圓是路徑。令兩臺光電計時器皆為靜

止且歸零： 

1. 當物體由位置 a 出發，會先阻斷射線 A，此時有一臺

計時器會先被啟動（令甲），另一臺則停止（令乙）；

當物體由 a 行經「近半圈」後，會再一次阻斷 A，此

時甲仍啟動，乙仍停止。 

2. 當物體進入位置 b 時，射線 B 會被阻斷，則計時器甲

（正在跑的）會被停止，乙則啟動；接著 B 也會被二

次阻斷（經過 c 後），但不影響計時。接著物體會回到

位置 a，將在不歸零之情況下，重複「1.」的內容。 

3. 由於光感應器採分接設計，計時器一臺停止便一臺啟

動，如此兩計時器甲、乙將不斷的「交替」計時；只

要將兩對應「半圈」時間相加，便可得完整一圈的時

間。若是由位置 c 開始，則計時器乙（同上命名）會先被 B 啟動，然到了位

置 a，又回到上述「1.」的狀態，此時乙會顯示一短小時間，是為行經 B 射線

到 A 射線之小圓弧所需時間；下次乙計時器由此累計，並不影響時間間隔。 
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為測試此裝置的可行性，我們先設計了實驗零，即使用單擺測量重力加速度。 

以上以圓周運動為考量，其實螺線也差不多。就螺線部分，我們也

是以整數圈為一單位，所以最理想的打法為右圖。當拉線與光束平行時，

A 最好以右圖方式切過物體，顯然物體半徑需大於軸的直徑；相形之下，

B 只要不讓 d(A,B)比物體大即可；如此以 A 為計時起點，加上對應之另

外半圈時間，便可測得每一圈的時間。 

此外，我們使用動態幾何繪圖軟體 GSP，利用尺規作圖就能繪出不同條件下的路

徑（可參考附錄三）。 
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二、 研究器材詳細列表 

計時用設備： 

光電計時器、自製分接頭（規格：3.5mm 立體聲）、雷射筆、直流電源供應器 
 

記錄裝置： 

數位攝影機、筆記型電腦 
 

電腦軟體： 

Excel、C Language（程式語言）、GSP
（動態幾何軟體） 
 

其他： 

衝擊擺、釣魚線、固定支架、游標尺、旗竿座、鱷魚夾、鋁箔紙、電工膠布 
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伍、 研究過程與方法 

一、 原理推導 

（以下（一）到（五）的討論，是在水平無摩擦的狀態下） 

（一） 速度方向 

在任一時刻，其速度 V 必可分為兩個分速度：第一個是垂直於繩子方向的 V⊥，

另一個是平行繩子的 V"。因繩子之張力方向和繩子平行，故張力對 V⊥不影響其量值，

會改變量值的只有 V"（在無其他外力的情況下）。又因軌跡的切線方向即為是物體在該

點的速度方向，故只要找出切線和繩之夾角即可。我們將其套入一直角座標中，設起

始時繩垂直於 X 軸，且繩長 L0，若它的切點與圓心連線和 X 軸正向夾θ角，則其座標

（x,y）可表為： 
 

 

故繩方向與物體速度方向恆垂直，亦即物體之速率不變。 
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（二） 圓心角—路徑長關係 

設某時刻繩長 L，至下一瞬間物體移動 ds 的距離，而圓心角改變 dθ，如圖所示： 
繩的夾角約等於圓心角， 
故 Ldθ=ds 
又令運動啟始時之繩長為 L0、圓心角＝0， 
纏在圓柱上的繩長即為圓周 Rθ 
故得 L＝L0-Rθ（θ定為繩長 L 時之圓心角） 
代入上式：ds=（L0-Rθ）dθ 

 

兩邊積分，得 s=θ(L0-
1
2 Rθ)…… 

 

 

（三） 圓心角—時間之關係 

設物體的速度大小 V，則時間 t： 
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（四） 張力關係 

設當繩長 L 時，繩張力 F，經過時間 dt 後圓心角改變 
dθ，且物體質量 m 

 

（五） 角動量的討論 

求出角動量，我們選擇的參考點是一直固定的圓心。 
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（六） 有摩擦力的情況 

在有一定摩擦力時， 式需改為 

 

 

（七） 鉛直面運動情況： 

設在最低點之初速 V0，繩長 L0。且經過 t 後，物體高度 h，圓心角θ。如下圖所

示： 

已經知道繩張力對物體不做功，於是: 

 



11 

 

此為時間與圓心角之關係，此為一橢圓積分，可以利用電腦算出近似值。 

由上式可得第 N 圈所需時間 

 

在實驗二中，我們的實驗並非繞一整圈測量時間的，而是讓擺錘在下半部來回擺

盪，此時的週期依同理可得： 

 

其中 h 是最高點和最低點的高度差，L0 定為垂直懸掛時的繩長。而積分上下限

β、α是 L0(1-cos x)+R(x cos x-sin x)＝h 在-π/2 和π/2 間的解，且取α＜0＜β，也

就是物體在兩側最高點所對應的圓心角，令收繩端的角為正值，放繩端的角度為負值。

附錄二即此情況之積分程式，將用於實驗二。 
 
 

（八） 鉛直面張力關係 

如右圖，當圓心角θ時，重力在繩子方向的分力-mg cosθ和繩張力的合力即為

mV 2

L   
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二、 實驗 

原實驗零為單擺重力加速度測量，用以測試計時裝置的性能。礙於篇幅限制，將

以口頭呈現。 

（一） 實驗一：近無摩擦向心螺線運動測量 

1. 目的：以接近無摩擦狀態之環境，模擬水平

面向心螺線運動之環境，並將測量值

與理論比較。 

2. 設計：無摩擦是最困難的部分。最後是使用

類似單擺的架構，使待測物體懸掛空

中，不與地面接觸。還包含以下重點： 

（1） 使用極長的擺線（相對於平面繩長

L0），使擺角減小，減少重力影響。 

（2） 原則上平面繩給予向心力，垂直繩抵

抗重力。 

（3） 地上黏貼有色膠帶，提供雷射光之架

設 依 據 ； 雷 射 光 電 計 時 組 請 參 考

「肆、一、光電計時器之改裝」部分。 

（4） 內圈（後幾圈）角速度極大，時間過

短，難以用人手抄錄，故使用數位攝

影機拍攝計時器，並以筆記型電腦提

供影片資料記憶空間。 
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3. 實驗數據: 

將以上事項付諸執行後,我們進行了 8 次實驗,數據如下： 

繩長 0.450m；軸半徑 0.00480m 

 

4. 討論: 

其中 a、b、c、d 作圖如下： 
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2.00

2.50

3.00

0 2 4 6 8 10 12
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時間(s)

a b c d 線性 (d) 線性 (c) 線性 (b) 線性 (a)
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e、f、g、h 的圖形： 

0.60

0.80

1.00

1.20

1.40

1.60

1.80

2.00

0 2 4 6 8 10 12

圈數

時間(s)

e f g h 線性 (h) 線性 (e) 線性 (f) 線性 (g)

 

(1). 各筆數據幾乎成一直線。這個結果和以速率不變為前提下的公式：TN＝

2π[L0-（2N-1）πR]
V  是符合的。 

(2). 當 TN＝0 時，N=
R

RL



2
0  ，與初速 V 無關。TN＝0 就是上圖各趨勢線的 x 截

距，故應為一定值。 

各趨勢線的 x 截距如下表:  

 

利用式子所導出的值應為:
00480.02

00480.0450.0






=15.4 
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結果實測值偏大了些，我們推測這是由於繩子在旋轉過程中受張力而拉長的緣

故。回到實驗數據也可發現，第一圈時間較長的 a、b、g，它們的 x 截距也比較接近理

論值，第一圈時間較長表示初速較小，繩張力也較小。 

(3).圖一在最後一圈交叉，我們推測其在最後一圈時繩張力過大，產生了兩個因

素使時間增長：一是繩子伸長了，二是轉軸被繩子拉扯而搖晃（為避免轉軸搖晃的問

題，我們已經刪去了最後兩圈被影響較大的數據）。且實驗 d 恰好初速較大，繩張力比

其他組大些。 

(4). 因垂吊的繩子並非無限長，重錘仍有可能由高度差得到速度。但另有兩個因

素可能使速度減少：空氣阻力的作用、繩拉長時所儲存的彈性位能。我們無法估計這

些量總計的結果為何，但影響似乎並沒有那麼大。若速度有明顯的改變，則不可能有

幾近直線的圖形。 

(5). 圖二的線段幾乎在同一個範圍內，使圖形看來稍嫌凌亂。這是因我們原先曾

想要控制初速之故。（詳見附錄一） 

這個實驗牽涉到的變因比較複雜，而無法獲得如接下來實驗二的精確度，但由實

驗結果，我們認為公式 TN＝
2π[L0-（2N-1）πR]

V    正確。於是便可以說：在無摩擦的

情況下，物體的速率確實不變。若單以肉眼觀察，常會誤認為物體的速率越來越快。

但這其實只是角速度越來越大所產生的錯覺罷了。 
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（二） 實驗二：變形圓周單擺運動測量 

1. 目的：測量「變形圓周運動」在鉛直面上的週期。 

2. 設計：我們原本希望能夠測量此運動繞一整圈所需

的時間，但後來發現要讓擺錘穩定地保持在鉛

直面運動並不容易，而且要將實驗一的測量裝

置擺放成垂直位置也很困難。所以將實驗稍加

修改，只讓擺錘在下半部做來回擺盪（類似單

擺的運動）。 
 
 
 

3. 實驗數據： 
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4. 討論： 

在三、（6）中，已推出週期 

 

相對誤差僅 0.078﹪（不到千分之一），以光電計時器最小計至百分之一秒來看，

可說是完全沒有誤差，所以將水平面推至垂直面的嘗試應該算是非常成功的。 
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陸、 討論 

在經實驗證實後，我們繪製了線性半徑非典型圓周運動中一些物理量的關係圖，

以更加了解這種運動的特性。 

 

上圖是在水平無摩擦狀況下物體在某一方

向的投影和時間關係圖。我們設定的座標軸與

時間=0 時的繩方向垂直，且指向收繩端。並規

定時間=0，投影座標=0。如右圖所示。 

如此設定的好處有兩項：一是每偶數次回
到座標=0 的時距為「轉第 N 圈所需時間」，即 NT  
(上圖時間軸旁所示之數字即回到座標=0 的次

數，如第 2 次與第 4 次的時間差即為第二圈所

需時間)。二是每次座標達極值時，其大小應成

等差。 

得到的結果就是如上一個類似震盪的圖形。最後物體應停留在 R 與-R 之間，不

一定在座標=0 處。 

 

時間

投影座標

1         2         3      4       5     6      7     
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L

L '

水平無摩擦時的繩長 L 和
dt
dL

關係圖。 

這是一個反比曲線，關係式為 L×
dt
dL = -RV 

由 RddL  ，且
L

Vdt
d  ，代入後就是 L

dt
dL = -RV。當物體逐漸旋進時，收

繩的速率也越來越快。 

 

時間

投影座標
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x

Vx

有摩擦力的情況下，物體作線性半徑非典型圓周運動在某一方向的投影與時間關

係圖。投影座標的設定都與無摩擦的圖相同。 

投影座標的極值仍呈等差數列，轉第 N 圈所需時間依初速與摩擦力大小不同，

可能呈現先遞減後遞增、一直遞增、或一直遞減。(上圖所示為遞增關係) 

 

 

以下四張圖是「變形單擺運動」的一些量的關係圖，為

了表示方便我們規定了一套座標，其各項設定都如右圖所示

(圖中藍色圓點即為擺錘)。由於變形單擺運動有收繩和放繩

端，繪出的圖形左右不對稱。 

 

↑圖 1.「變形單擺運動」的水平速度與水平位置的關係
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↑圖 3.「變形單擺運動」的圓心角與
dt
d

的關係圖。 

θ

dθ/dt

y

dy/dt

↑圖 2.「變形單擺運動」的垂直速度與垂直位置的關係圖 
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↑圖 4.「變形單擺運動」的繩長 L 與
dt
dL

的關係圖。 

圖 1.和圖 2.是速度－位置圖，封閉的曲線表示物體在做此運動時力學能守恆。圖

1.的左右是不對稱的，在左半部、x 為負值時，物體可以到達較遠的距離。變形單擺運

動時，在放繩端可離平衡位置較遠。 

圖 3.的極值並非發生在=0 的時候。當物體運動是往收繩端時，其速度減小，但

相對的繩長也變小了，這兩項因素合起來的影響使
L
V

dt
d




先變大後變小，於是極值便

在收繩端上的某一處。 

圖 4.也是一樣的道理，因為
dt
d

R
dt
dL 

 ，故
dt
dL

的極值並非發生在 L=L0 時，而

是比 L0 稍小些。 

當繩長遠大於軸半徑，或擺角很小時，「變形單擺運動」可視為一般單擺，以上

四圖也會是對稱的圖形。 

L

dL/dt
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柒、 結論 

一. 光電計時器和雷射筆組合起的計時裝置是可行的： 

能夠克服光電計時器的發射端子和接收端子距離過短，無法測量大型物體或不易

預測的軌跡所產生的問題。且除了光電計時器外的器材都很容易以低廉的價格取得。 
 

二. 得到「變形圓周運動」在水平無摩擦狀態下的速度、旋轉時間等之間的關係： 

雖然實驗一有些潛在的誤差，但繪出的圖形很明顯的表示出圈數—時間的關係是

呈現等差的。討論誤差後，我們認為原理推導中所得的關係是正確的。 
 

三. 得到「變形圓周單擺運動」的擺角、週期間的關係： 

實驗二的準確度即可說明這一點。但有些遺憾的是無法得到一個能直接寫出的關

係式。雖然我們並未測量完整繞完一圈的週期，但它的特殊情況（也就是這個實驗）

應可證實我們所導出式子的可信度頗高。 
 

 

 

捌、 參考資料 
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玖、 附錄 

一、 初速控制 

我們原本規劃了一個控制初速的方法，後因效果不佳而作罷。以下是我們當初的想

法： 

利用學校實驗室的力學滑車由斜面滑下撞擊擺錘。並測出擺錘的初速，而後應用於

實驗中控制初速。 

測定此初速的方法是先在桌面撞擊，利用水平拋體公式。隨後改變滑車質量（添加

砝碼）以得不同的初速。 

實驗後雖然直接碰撞的數字看起來還算準確，但一把這套方法用在實驗二中時，產

生數字的差別頗大。我們推測這可能和垂直懸吊的繩子影響、非彈性碰撞能量轉移不均

有關。經過一番嘗試後，我們無法克服這個問題。因想不出其他有效的辦法，我們只好

直接將每筆數據作圖、討論。 

       

     
 

↑ 測量落點 

↑ 等待撞擊 ↑ 衝撞途中 ↑ 衝撞途中 

↑ 掉落途中（非常幸運的拍到）
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二、 實驗二（鉛直面變形圓周單擺）之積分程式 
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三、 GSP 所繪之軌跡 

  

  

 

 

 

 



評 語 

 

040106高中組物理科 

 

線性半徑非典型圓周運動 

 

本作品討論變形圓周運動，以在支點增設曲率的方式，改變

圓運動的形變。作品內容完整，但所採用的實驗裝置較缺乏

創意，且探討主題亦缺乏新意，應可應用於較非傳統的主題。 




