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幾何之美----美術磚的樣式與規律 

壹、研究動機 

猶記得老師上到第三章數與形的樣式與規律時，曾拿她親自做的拼布作品給我們

看，震撼之餘又深深為此幾何拼湊之美而著迷，知道說在我們生活週遭也感受到很多建

築物的設計樣式都採用幾何圖形來拼湊，尤其在地板、牆壁的樣式，而且大多選擇採用

許多正多邊形來拼湊，例如：正方形、正六邊形…等，我們就很好奇要完成這樣的幾何

圖形拼湊是不是任何一種正多邊形都可以完成這樣的鋪貼？老師就鼓勵我們利用此學期

教的幾何圖形性質及幾何圖形的變動來推導其可能情形及為什麼？於是我們就找了幾個

志同道合同學組成一個研究小組試著來做。 

貳、研究目的 

希望能從幾何的推導中，尋找出可以用多少不同種形狀的正多邊形來密舖一平面規

律樣式的美術磚圖形，且只接合於一點及為什麼只會有有限個情形？ 

參、研究過程及方法 

一、先備知識 

（一）多邊形的外角和與內角和                

1.任意多邊形的一組外角和都是 360° 

2.任意多邊形的內角和為（n-2）×180°=n×180°-2×180°【利用乘法對減法的分配律】         

=n×180°-360° 

（二）正 n 邊形長度與角度的變動 

1、 每邊長度相等，而且每個內角的度數也相等的多邊形就叫做正多邊形。 

2、 正 n 邊形內角和=n×180°-360° 

3、 正 n 邊形每一內角

=
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n °
°

°°°°°
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=
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=
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4、 正 n 邊形每一外角=
n

°360
 

說明：因為正多邊形每一內角角度都相同，且一外角+一內角=平角 180°，每一外

角角度=180°-內角，故正多邊形每一外角角度也都相同。 

 二、研究過程 

（一） 規則 

          為了要以同樣的圖形來密舖一平面，這些美術磚的樣式須具備以下的特性： 
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1. 必須接合於一點，表示此圖形樣式共用一公用頂點，即所有內角角度的和為

360°。 

2. 參與使用的所有正多邊形邊長一定都要等長，但因圖形樣式規律與邊長大小無

關，故邊長可任意規定長短。 

（二） 說明 

考慮組合樣式的多變性，故決定採取漸進方式來進行探討，從一種正多邊形組

合探究到 K 組不同正多邊形組合樣式（K ，K1≥ ∈N），推論如下所述： 

1. K=1,一組樣式圖形僅包含一種正多邊形 

設 a 個正 n 邊形在平面一點接合（a N∈ ），已知正 n 邊形的每一內角是

，因此，( )[ nn ÷°×− 1802 ] ( )[ ] °=÷°×−× 3601802 nna ， 

an-2a-2n=0， 

an-2a-2n＋4=4（利用等量公理原則，左右兩邊同時加上 4，來進行因式分解）， 

            a(n-2)-2(n-2)=4（利用分組分解進行因式分解）， 

           （n-2）（a-2）=4，其中 n＞2，由此可推得出下【表一】的三組解，故可知一組樣

式圖形僅包含一種正多邊形能鋪貼出一個公用點的可能情形有三組。 

組別 （n-2） ×（a-2） 正 n 邊形（n） a（個） 

A 1 4 3 6 

B 2 2 4 4 

C 4 1 6 3 

【表一：一組樣式圖形僅包含一種正多邊形】 

 

 
邊數(n) 每一內角 邊數(n) 每一內角 

3 60° 24 165° 
4 90° 30 168° 
5 108° 36 170° 
6 120° 40 171° 
8 135° 45 172° 
9 140° 60 174° 
10 144° 72 175° 
12 150° 90 176° 
15 156° 120 177° 
18 160° 180 178° 
20 162° 360 179° 

【表二：正多邊形內角為整數的角度總表】 
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2.K=2,一組樣式圖形僅包含兩種正多邊形 
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]
設 a 個正 n 邊形及 b 個正 m 邊形在平面一點接合，已知正 n 邊形的每一內角是

；正 m 邊形的每一內角是( )[ nn ÷°×− 1802 ( )[ ] mm ÷°×− 1802 ，因此， 

( ) ( )
°=⎥⎦

⎤
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⎡ °×−

×+⎥⎦
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× 36018021802
m
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n

na    （同除 180°） 
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22121 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×

m
b

n
a （2＜n＜m 12≤ ，a、b、n、m N∈ ） 

           為什麼一組樣式圖形包含兩種正多邊形的邊數最多使用到正 12 邊形？ 

        ∴ 一外角+一內角=平角（180°） 

Q 一內角角度＜180°，從【表二：正多邊形內角為整數的角度總表】可知邊

數愈多則每一內角角度愈接近 180°，假設選取邊數最少的正三角形作為第一種

圖形，一個正∆      60°+300°=360°，300°＞180°故代表另一正多邊形必定是有

2 個重複以上，如果只有 2 個一樣的圖形，則表示每一正多邊形角度必為 150°，

從【表一：正多邊形內角為整數的角度總表】得知該邊數為 12，可知一組樣式

圖形包含兩種正多邊形的邊數最多使用到正 12 邊形，其餘則確定無法拼湊出。 

（1） 若 n=3，m=4 時 

2
2
1

3
1

=+ ba      （×6） 

1232 =+ ba  

3b=12-2a 

b=
( ) ( )

3
62

3
212 aa −

=
−

 

 

（2） 當 n=3，m=5 時  

( ) ( )
9

65
9

530
5309
3095

2
5
3

3
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

（×15） 

a−6Q 不為 9 的倍數  b 無正整數解 ∴

a n b m 備註【成立打√】

1 3 
3

10
 4  

2 3 
3
8

 4  

3 3 2 4 √ 

4 3 
3
4

 4  

5 3 
3
2

 4  

6 3 0 4  



（3） 當 n=3，m=6 時            

2
3
2

3
1

=+ ba      （×3） 

62 =+ ba  

2b=6-a 

b=
( )

2
6 a−

 

 

a n b m 備註【成立打√】

1 3 
2
5

 6  

2 3 2 6 √ 

3 3 
2
3

 6  

4 3 1  6 √ 

5 3 
2
1

 6  

6 3 0 6  
（4）當 n=3，m=7 時      

2
7
5

3
1

=+ ba      （×21） 

42157 =+ ba  

15b=42-7a 

b=
( )

15
67 a−

   不為 15 的倍數  a−6Q ∴b 無正整數 

（5）當 n=3，m=8 時            
a n b m 備註【成立打√】

1 3 
9
20

8  

2 3 
9

16
8  

3 3 
9

12
8  

4 3 
9
8

 8  

5 3 
9
4

 8  

2
4
3

3
1

=+ ba      （×12） 

2494 =+ ba  

9b=24-4a 

b=
( )

9
64 a−

 

      

 

 

 

a n b m 備註【成立打√】

1 3 
7

15
9  

2 3 
7

12
9  

3 3 
7
9

 9  

4 3 
7
6

 9  

5 3 
7
3

 9  

6 3 0 9  

（6）當 n=3，m=9 時            

2
9
7

3
1

=+ ba      （×9） 

1873 =+ ba  

7b=18-3a 

b=
( )

7
63 a−
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a n b m 備註【成立打√】

1 3 
12
25

10  

2 3 
12
20

10  

3 3 
12
15

10  

4 3 
12
10

10  

5 3 
12
5

10  

6 3 0 10  

（7）當 n=3，m=10 時            

2
5
4

3
1

=+ ba      （×15） 

30125 =+ ba  

12b=30-5a 

b=
( )
12
65 a−

 

 

 

 

 

（8）當 n=3，m=11 時            
a n b m 備註【成立打√】

1 3 
27
55

11  

2 3 
27
44

11  

3 3 
27
33

11  

4 3 
27
22

11  

5 3 
27
11

11  

6 3 0 11  

2
11
9

3
1

=+ ba      （×33） 

662711 =+ ba  

27b=66-11a 

b=
( )
27
611 a−

 

      

 

 

 

 

 

a n b m 備註【成立打√】

1 3 2  12 √ 

2 3 
5
8

 12  

3 3 
5
6

 12  

4 3 
5
4

 12  

5 3 
5
2

 12  

（9）當 n=3，m=12 時            

( ) ( )
5

62
5

212
2125
1252

2
6
5

3
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

（×6） 

 

 

（10）當 n=4，m=5 時            
a n b m 備註【成立打√】

1 4 
2
5

 5  

2 4 
3
5

 5  

3 4 
6
5

 5  
( ) ( )

6
65

6
520
5206
2065

2
5
3

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

（×10） 
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（11）當 n=4，m=6 時            
a n b m 備註【成立打√】

1 4 
4
9

 6  

2 4 
2
3

 6  

3 4 
4
3

 6  
( ) ( )

4
43

4
312
3124
1243

2
3
2

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

(×6) 

 

a n b m 備註【成立打√】

1 4 
10
21

7  

2 4 
5
7

 7  

3 4 
10
7

7  

（12）當 n=4，m=7 時            

( ) ( )
10
47

10
728

72810
28107

2
7
5

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

(×14) 

 

a n b m 備註【成立打√】

1 4 2  8 √ 

2 4 
3
4

 8  

3 4 
3
2

 8  

（13）當 n=4，m=8 時            

( ) ( )
6

44
6

416
4166
1664

2
4
3

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

(×8) 

（14）當 n=4，m=9 時            

a n b m 備註【成立打√】

1 4 
14
27

9  

2 4 
7
9

 9  

3 4 
14
9

9  

( ) ( )
14
49

14
936

93614
36149

2
9
7

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

(×18) 

 

a n b m 備註【成立打√】

1 4 
8

15
10  

2 4 
4
5

 10  

3 4 
8
5

 10  

（15）當 n=4，m=10 時          

( ) ( )
8

45
8

520
5208
2085

2
5
4

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

(×10) 
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（16）當 n=4，m=11 時                

a n b m 備註【成立打√】

1 4 
6

11
11  

2 4 
9

11
11  

3 4 
18
11

11  

( ) ( )
18
411

18
1144

114418
441811

2
11
9

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

(×22) 

 

（17）當 n=4，m=12 時                
a n b m 備註【成立打√】

1 4 
5
9

 12  

2 4 
5
6

 12  

3 4 
5
3

 12  
( ) ( )

5
43

5
12

3125
1253

2
6
5

2
1

aab

ab
ba

ba

−
=

−
=

−=
=+

=+

(×6) 

(18) 當 n=5, m=6 時       
a n b m 備註 【成立打ˇ】 

1 5 
10
21

6 
 

2 5 
5
6

6 
 

3 5 
10
3

6 
 

 2
3
2

5
3

=+ ba        (×15) 

9a+10b=30  

 

 

 

 

（19）當 n=5, m=7 時       a n b m 備註 【成立打ˇ】 

1 5 
25
49

7 
 

2 5 
25
28

7 
 

3 5 
25
7

7 
 

2
7
5

5
3

=+ ba       (×35) 

21a+25b=70 

 

 

 

 

 

(20) 當 n=5, m=8 時                             a n b m 備註 【成立打ˇ】 

1 5 
15
28

8 
 

2 5 
15
16

8 
 

3 5 
15
4

8 
 

2
4
3

5
3

=+ ba       (×20) 

12a+15b=40 
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( 21 ) 當 n=5,m=9 時     
a n b m 備註 【成立打ˇ】

1 5   
5
9 9 

 

 

2 5 
35
36

9 
 

3 5 
35
9

9 
 

=+ ba
9
7

5
3

2        (×45)    

27a+35b=90 

           

 

 

    （22）當 n=5, m=10 時           

a n b m 備註 【成立打ˇ】

1 5 
4
7

10  

2 5 1 10 ˇ 

3 5 
4
1

10  

        2
5
4

5
3

=+ ba  

        3a+4b=10     (×5)   

        2a=10-4b 

                             

 

      . 

                                  . 

                                  . 

                                  . 

a n b m 備註 【成立打ˇ】

1 10 
25
36

12 
 

2 10 
25
12

12 
 

                                   

(44) 當 n=10, m=12 時  

2
6
5

5
4

=+ ba    (×30) 

24a+25b=60 

 

 

a n b m 備註 【成立打ˇ】

1 11 
55
78

 12 
 

2 11 
55
24

12 
 

(45) 當 n=11, m=12 

2
6
5

11
9

=+ ba   (×66) 

54a+55b=132 

 

 

故兩種圖形可鋪貼出一共用點的情形有以下六種組合。 

 
組別 個數（a） 邊數（n） 個數（b） 邊數（m） 

D 3 3 2 4 

E 2 3 2 6 

F 4 3 1 6 

G 1 3 2 12 

H 1 4 2 8 

I 2 5 1 10 

 

 

 

 

 

 

【表三：一組樣式圖形包含兩種正多邊形】 
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3.K=3,一組樣式圖形包含三種正多邊形 
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]
設 a 個正 n 邊形、b 個正 m 邊形及 c 個正 l 邊形在平面一點接合，已知正 n 邊形的每

一內角是 ；正 m 邊形的每一內角是( )[ nn ÷°×− 1802 ( )[ ] mm ÷°×− 1802 ；正 l 邊形的每一

內角是 ，因此， ( )[ ll ÷°×− 1802 ]

( ) ( ) ( )
°=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ °×−

×+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ °×−

×+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ °×−

× 360180218021802
l

lc
m

mb
n

na  （同除 180°） 

( ) ( ) ( ) 2222
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

×+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

×+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

×
l

lc
m

mb
n

na  

2212121 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×

l
c

m
b

n
a （2＜n＜m＜l 24≤ ，a、b、n、m、c、l N∈ ） 

        為什麼一組樣式圖形包含兩種正多邊形的邊數最多使用到正 24 邊形？ 

Q假設選取邊數最少的正三角形、正方形作為第一種圖形， 

一個正∆＋一個正方形  

 60°＋90°+210°=360°，210°＞180°故代表另一正多邊形必定是有 2 個重複以上。 

一個正∆＋一個正五邊形  

60°＋108°+192°=360°，192°＞180°故代表另一正多邊形必定是有 2 個重複以上。 

一個正∆＋一個正六邊形  

60°＋120°+180°=360°，180°=180°故代表另一正多邊形必定是有 2 個重複以上。 

        一個正∆＋一個正八邊形 

 60°＋135°+165°=360°，165°＜180°故代表第三個正多邊形必定可以有 1 個重複以上。 

∴165°為正二十四邊形的一個內角角度，代表第三個正多邊形的圖形邊數最多到第

二十四邊。 

（1）若 n=3，m=4，l=5 

2
5
3

2
1

3
1

=++ cba   （×30） 

10a+15b+18c=60 

當 a=1 時 

15b+18c=50 

18c=50-15b 

c=
( )

18
3105 b−

    不為 18 的倍數  b310−Q ∴c 無正整數解 

當 a=2 時 

15b+18c=40 



18c=40-15b 

c=
( )

18
385 b−

    不為 18 的倍數  b38−Q ∴c 亦無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 18 的倍

數，因此推論邊數為 3、4、5 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（2）若 n=3，m=4，l=6 

2
3
2

2
1

3
1

=++ cba   （×6） 

2a+3b+4c=12 

當 a=1 時 

3b+4c=10 

4c=10-3b 
b 1 2 3 

C 
4
7

 1 
4
1

 c=
( )

4
310 b−

 

當 a=2 時 

3b+4c=8 

4c=8-3b 
b 1 2 

C 
4
5

 
4
2

 c=
( )

4
38 b−

 

當 a=3 時 

3b+4c=6 

b 1 

C 
4
3

 

4c=6-3b 

c=
( )

4
36 b−

 

由上述所列，可知 a=4 以上則 c 皆無正整數的解 

推論：邊數為 3、4、6 的正多邊形只有出現以下此種情形可能鋪貼出公用點。 

A n B m C l 

1 3 2 4 1 6 

 

（3）若 n=3，m=4，l=8 

2
4
3

2
1

3
1

=++ cba   （×12） 

4a+6b+9c=24 

當 a=1 時 

6b+9c=20 

9c=20-6b 
b 1 2 3 

C 
9

14
 

9
8

 
9
2

 c=
9

)310(2 b−
  

當 a=2 時 

6b+9c=16 
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9c=16-6b  

c=
9

)38(2 b−
    不為 9 的倍數  b38−Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 9 的倍數，

因此推論邊數為 3、4、8 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（4）若 n=3，m=4，l=9 

2
9
7

2
1

3
1

=++ cba   （×18） 

6a+9b+14c=36 

當 a=1 時 

9b+14c=30 

14c=30-9b 

c=
14

)310(3 b−
    b310 −Q 不為 14 的倍數  ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

9b+14c=24 

14c=24-9b 

c=
14

)310(3 b−
    b310−Q 不為 14 的倍數  ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 14 的倍

數，因此推論邊數為 3、4、8 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（5）若 n=3，m=4，l=10 

2
9
4

2
1

3
1

=++ cba   （×30） 

10a+15b+24c=60 

當 a=1 時 

15b+24c=50 

24c=50-15b 

c=
24

)310(5 b−
    b310−Q 不為 24 的倍數  ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

15b+24c=40 

24c=40-15b 

c=
24

)38(5 b−
    不為 24 的倍數  b38−Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 24 的倍

數，因此推論邊數為 3、4、8 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（6）若 n=3，m=4，l=12 

2
6
5

2
1

3
1

=++ cba   （×6） 
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2a+3b+5c=12 

當 a=1 時 

3b+5c=10 

5c=10-3b 
b 1 2 3 

C 
5
7

 
5
4

 
5
1

 c=
5

)310( b−
 

當 a=2 時 

3b+5c=8 

b 1 2 

C 1 
5
2

 

5c=8-3b 

c=
5

)38( b−
 

當 a=3 時 

3b+5c=6 

5c=6-3b 

c=
5

)2(3 b−
    不為 5 的倍數  b−2Q ∴b、c 無正整數解 

由上述所列，可知 a=3 以上則 b、c 皆無正整數的解 

結論：邊數為 3、4、12 的正多邊形只有出現以下此種情形可能鋪貼出公用點。 

a n b m C l 

2 3 1 4 1 12 

                                       . 

                                       .    

                                       . 

                                       . 

（28）若 n=3，m=8，l=12 

2
6
5

4
3

3
1

=++ cba   （×12） 

4a+9b+10c=24 

當 a=1 時 

9b+10c=20 

10c=20-9b b 1 2 

C 
10
11

 
5
1

 c=
10

)920( b−
 

當 a=2 時 

9b+10c=16 b 1 

C 
10
7

 
10c=16-9b 

c=
10

)916( b−
  

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 10 的倍數，

因此推論邊數為 3、8、12 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 
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（29）若 n=3，m=8，l=15 

2
15
13

4
3

3
1

=++ cba   （×60） 

20a+45b+52c=120 

當 a=1 時 

45b+52c=100 

52c=100-45b 
b 1 2 

C 
52
55

 
26
5

 c=
52

)920(5 b−
  

當 a=2 時 

45b+52c=80 

52c=80-45b 

c=
52

)916(5 b−
    不為 52 的倍數  b916−Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 52 的倍數，

因此推論邊數為 3、8、15 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形 

（30）n=3，m=8，l=18 

2
9
8

4
3

3
1

=++ cba   （×36） 

12a+27b+32c=72 

當 a=1 時 

27b+32c=60 

32c=60-27b 

c=
32

)920(3 b−
    不為 32 的倍數  b920−Q ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

27b+32c=48 

32c=48-27b 

c=
32

)916(3 b−
    不為 32 的倍數  b916−Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 32 的倍

數，因此推論邊數為 3、8、18 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形 

（31）若 n=3，m=8，l=20 

2
10
9

4
3

3
1

=++ cba   （×60） 

20a+45b+54c=120 

當 a=1 時 

45b+54c=100 

54c=100-45b 
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c=
54

)920(5 b−
    不為 54 的倍數  b920−Q ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

45b+54c=80 

54c=80-45b 

c=
54

)916(5 b−
    不為 54 的倍數  b916−Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 54 的倍數，

因此推論邊數為 3、8、20 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形 

（32）若 n=3，m=8，l=24 

2
12
11

4
3

3
1

=++ cba   （×12） 

4a+9b+11c=24 

當 a=1 時 

9b+11c=20 

11c=20-9b 
b 1 2 

C 1 
11
2

 c=
11

)920( b−
 

當 a=2 時 

9b+11c=16 

b 1 

C 
11
7

 

11c=16-9b 

c=
11

)916( b−
 

由上述所列，可知 a=3 以上則 b、c 皆無正整數的解 

結論：邊數為 3、8、24 的正多邊形只有出現以下此種情形可能鋪貼出公用點。 

a n b m C l 

1 3 1 8 1 24 

（33）n=3，m=9，l=10 

2
5
4

9
7

3
1

=++ cba   （×45） 

15a+35b+36c=90 

當 a=1 時 

35b+36c=75 

36c=75-35b 

c=
36

)715(5 b−
    不為 36 的倍數  b715−Q ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

35b+36c=60 

36c=60-35b 
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c=
36

)712(5 b−
    不為 36 的倍數  b712 −Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且 

都不為 36 的倍數，因此推論邊數為 3、9、10 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚

圖形 

(34)若 n=3，m=9，l=12 

2
6
5

9
7

3
1

=++ cba   （×18） 

6a+14b+15c=36 

當 a=1 時 

14b+15c=30 

15c=30-14b 

c=
15

)715(2 b−
    不為 15 的倍數  b715−Q ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

14b+15c=24 

15c=24-14b  

c=
15

)712(2 b−
    不為 15 的倍數  b712 −Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 15 的倍數，因

此推論邊數為 3、9、12 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形 

（35）若 n=3，m=9，l=15 

2
15
13

9
7

3
1

=++ cba   （×45） 

15a+35b+39c=90 

當 a=1 時 

35b+39c=75 

39c=75-35b 

c=
39

)715(5 b−
    不為 39 的倍數  b715−Q ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

35b+39c=60 

39c=60-35b 

c=
39

)712(5 b−
    不為 39 的倍數  b712 −Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 39 的倍數，因

此推論邊數為 3、9、15 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（36）若 n=3，m=9，l=18 

2
9
8

9
7

3
1

=++ cba   （×9） 
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3a+7b+8c=18 

當 a=1 時 

7b+8c=15 

8c=15-7b 
b 1 2 

C 1 
8
1

 c=
8

)715( b−
  

當 a=2 時 

7b+8c=12 

8c=12-7b 

c=
8

)712( b−
    不為 8 的倍數  b712 −Q ∴b、c 無正整數解 

由上述所列，可知 a=3 以上則 b、c 皆無正整數的解 

結論：邊數為 3、9、18 的正多邊形只有出現以下此種情形可能鋪貼出公用點。 

a n b m C l 

1 3 2 9 1 18 

 

 

（37）若 n=3，m=9，l=20 

2
10
9

9
7

3
1

=++ cba   （×90） 

30a+70b+81c=180 

當 a=1 時 

70b+81c=150 

81c=150-70b 

c=
81

)715(10 b−
  

當 a=2 時 

70b+81c=120 

81c=120-70b 

c=
81

)712(10 b−
    不為 81 的倍數  b712 −Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 81 的倍數，因此

推論邊數為 3、9、20 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（38）若 n=3，m=9，l=24 

2
12
11

9
7

3
1

=++ cba   （×36） 

12a+28b+33c=72 

當 a=1 時 

28b+33c=60 

33c=60-28b 

c=
33

)715(4 b−
    不為 33 的倍數  b715−Q ∴b、c 無正整數解 
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當 a=2 時 

28b+33c=48 

33c=48-28b 

c=
33

)712(4 b−
    不為 33 的倍數  b712 −Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 33 的倍數，因此推

論邊數為 3、9、24 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形 

（39）若 n=3，m=10，l=12 

2
6
5

5
4

3
1

=++ cba   （×30） 

10a+24b+25c=60 

當 a=1 時 

24b+25c=50 

25c=50-24b 

c=
25

)1225(2 b−
    不為 25 的倍數  b1225−Q ∴b、c 無正整數解 

當 a=2 時 

24b+25c=40 

25c=40-24b 

c=
25

)35(8 b−
    不為 25 的倍數  b35−Q ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 25 的倍數，因此推

論邊數為 3、10、12 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（40）n=3，m=10，l=15 

2
15
13

5
4

3
1

=++ cba   （×15） 

5a+12b+13c=30 

當 a=1 時 

12b+13c=25 

b 1 2 

C 1 
13
1

 

13c=25-12b 

c=
13

)1225( b−
 

當 a=2 時 

12b+13c=20 

13c=20-12b 

c=
13

)35(4 b−
    不為 13 的倍數  b35−Q ∴b、c 無正整數解 

由上述所列，可知 a=2 以上則 b、c 皆無正整數的解 

結論：邊數為 3、10、15 的正多邊形只有出現以下此種情形可能鋪貼出公用點。 
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a n b m C l 

1 3 1 10 1 15 

 

（41）若 n=4,m=5,l=6 

2
3
2

5
3

2
1

=++ cba   （×30） 

15a+18b+20c=60 

        當 a=1 時 

        18b+20c=45 

        20c=45-18b 

        c=
( )

20
259 b−

  不為 20 的倍數 b25−Q ∴c 無正整數解 

        當 a=2 時 

        18b+20c=30 

        20c=30-18b 

         c=
20

)35(6 b−
   不為 10 的倍數 b35−Q ∴c 亦無正整數解 

  …………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 20 的倍數，因

此推論邊數為 4、5、6 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

. 

. 

. 

 

（46）若 n=4,m=5,l=18 

        2
9
8

5
3

2
1

=++ cba   （×90） 

        45a+54b+80c=180 

        當 a=1 時 

        54b+80c=135 

        80c=135-54b 

        c=
80

54135 b−
   不為 80 的倍數 b54135 − ∴b、c 無正整數解 

……………….由上述 c 值發現，其分子之值呈現遞減情況，且都不為 80 的倍數，

因此推論邊數為 4、5、18 的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 

（47）若 n=4,m=5,l=20 

        2
10
9

5
3

2
1

=++ cba   （×10） 

        5a+6b+9c=20 

        當 a=1 時 

        6b+9c=15 
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        3c=5-2b 

        c=
3
25 b−

 

由上述所列，可知 a=2 以上則 b、c 皆無正整數的解 

結論：邊數為 4、5、20 的正多邊形只有出現以下此種情形可能鋪貼出公用點。 

a n b m C l 

1 4 1 5 1 20 

                                  ： 

                                  ： 

                                  ： 

     （52）若 n=4,m=6,l=12 

2
5
4

3
2

2
1

=++ cba   （×30） 

15a+20b+24c=60 

當 a=1 時 

20b+24c=45 

24c=45-20b 

c=
24

2045 b−
    由上述所列，可知 a=2 以上則 b、c 皆無正整數的解 

結論：邊數為 4、6、12 的正多邊形只有出現以下此種情形可能鋪貼出公用點。 

a n b m C l 

1 4 1 6 1 12 

      （53）若 n=4,m=6,l=15 

2
15
13

3
2

2
1

=++ cba   （×30） 

15a+20b+26c=60 

當 a=1 時 

20b+26c＞45 

      （54）若 n=4,m=8,l=9 

2
9
7

4
3

2
1

=++ cba   （×72） 

36a+54b+56c=144 

當 a=1 時 

54b+56c＞108 

……………….由上發現，可知 m＞8,l＞9 數列無法成立，因此推論邊數為 4、8、9 以

上的正多邊形無法鋪貼有共用點的磁磚圖形。 
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故三種正多邊形圖形可鋪貼出一共用點的情形有以下七種組合。 
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【表四：一組樣式圖形包含三種正多邊形】 

4.K=4,一組樣式圖形包含四種正多邊形 

取邊數最少的四種正多邊形正三角形、正方形、正五邊形、正六邊形，各取一內角

之和為 60°＋90°＋108°＋120°=378°＞360°，最小的四種正多邊的和超過 360°，四種正多

邊形擺放不下去，所以說，不可能有四種正多邊形可以密和拼起來。同理可證，五種以

上的正多邊形也都不可能密鋪出一公用頂點的美術磚圖形。 

三、驗證 

為了印證這 16 種可以鋪貼出一公用頂點的美術磚圖形且是否可以密鋪一平面？故我們

就發揮我們美術班的才能，匯集了圓規、量角器、直尺…等用具進行繪製，分成兩大方向進

行實驗： 

（一）能鋪貼出一公用點的美術磚圖形 

1.一組正多邊形 

           圖形如下表所示： 

 

                

 

 

組別 個數（a） 邊數（n） 個數（b） 邊數（m）個數（c） 邊數（l）

J 1 3 2 4 1 6 

K 2 3 1 4 1 12 

L 1 3 1 8 1 24 

M 1 3 1 9 1 18 

N 1 3 1 10 1 15 

O 1 4 1 5 1 20 

P 1 4 1 6 1 12 

C 組 B 組A 組     

    

 

【圖一：一組樣式圖形僅包含一種正多邊形】 

 

 



2.兩組正多邊形 

     圖形如下表所示： 

       

  
F 組

 

  

【圖二：一組樣式圖形包含兩種正多邊形】 
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3.三組正多邊形  

圖形如下表所示： 

       

      

 

【圖三：一組樣式圖形包含三種正多邊形】 
【圖三：一組樣式圖形包含三種正多邊形】 

 

 

（二）密鋪一平面的美術磚圖形 

為了與鋪貼出一公用點的美術磚圖形作區別，因此將以 AA、BB、CC…等符號代

表鋪滿平面的美術磚圖形，再從中檢查其圖形是否有滿足密鋪的特性。 
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1.一組正多邊形 

圖形如下表所示： 

 

 

由【圖四】可見，如果使用單一組正多邊形來密舖美術磚的話，只有三種形狀

能鋪滿一個平面，而中間沒有空隙，這就是正三角形、正方形、正六邊形。因為正三

角形的一個角等於 60°，六個正三角形拼湊再一起時，在公共頂點上的六個角之和等

於 360°；正方形的一個角等於 90°，所以四個正方形拼湊在一起時，在公共頂點上的

四個角之和等於 360°；而正六邊形的一個角等於 120°，所以三個正六邊形拼再一起

時，在公共頂點上的三個角之和也等於 360°【正多邊形的每一內角角度請見表二】。 

如果用別的正多邊形，就不能達到這一要求。如正五邊形的每個內角角度為

108°，把這三個正五邊形拼在一起，在公共點上的三個角的和是 3 ×108°=324°＜360°，

有空隙，而 4×108°=432°＞360°，又放不下去。  

2.二組不同正多邊形 

     圖形如下表所示： 

（1） 可以密鋪 
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DD 組 DD 組 EE 組 FF 組 FF 組  



     
  

GG 組 HH 組  

 

【圖五：包含兩種正多邊形樣式圖形可密撲平面】 

   

（2） 不可以密鋪 

 
 

 II 組

                 【圖六：包含兩種正多邊形樣式圖形不可密撲平面】 

    由【圖五】可見，如果使用兩組不同的正多邊形來密舖美術磚的話，只有五種形狀能鋪

滿一個平面，而中間沒有空隙，這就是 DD、EE、FF、GG、HH 組。 

 由【圖二】可見，I 組是由 2 個正五邊形及一個正十邊形所組成有共用點的樣式圖形，但

出現數量由兩組以上拼湊時就會出現如【圖六】II 組所示，於某一頂點上會出現缺口或重疊，

故此種情形不能完成密鋪一平面。 

3.三組皆不同正多邊形 

      圖形如下表所示： 

（1）可以密鋪 
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JJ 組 KK 組 PP 組  

 

【圖七：包含三種正多邊形樣式圖形可密撲平面】 

 

 

（2）不可以密鋪 

       

LL 組 NN 組  
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MM 組 OO 組 

【圖八：包含三種正多邊形樣式圖形不可密撲平面】 

 

 



肆、結 論 

一、使用正多邊形來密鋪一平面的情形經驗證後發現有以下 11 種可能的鋪法： 

類         型 圖        形 個        數 

正三角形 6 

正方形 4 一種正多邊形 

正六邊形 3 

正三角形；正方形 3；2 

正三角形；正六邊形 2；2 

正三角形；正六邊形 4；1 

正三角形；正十二邊形 1；2 

兩種不同的正多邊形 

正方形；正八邊形 1；2 

正三角形；正方形；正六邊形 1；2；1 

正三角形；正方形；正十二邊形 2；1；1 三種不同的正多邊形 

正方形；正六邊形；正十二邊形 1；1；1 

二、作為密鋪一平面之 11 種美術磚圖形的正多邊形邊數必為 24 的因數。 

三、不可能出現有四種正多邊形以上（包含四種）可以密和拼湊出一組有共用點的樣式圖

形。 

四、如果一組可拼湊出共用點的樣式圖形，若其邊數出現奇數邊的正多邊形時，於某一頂

點就會有可能出現缺口或重疊的現象，故可說可鋪貼出一共用點的一組正多邊形樣式

圖形未必可密鋪出一平面。 
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評 語 

030424國中組數學科 

幾何之美—美術磚的樣式與規律 

主題具實用性，內容若再多加創意，結果將更豐富。 




