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壹、研究的動機: 
      上學期,在學校的社團活動的課程中,我選擇了「數學研習社」；而在期末,指導老師要求我們

每組繳交一份研究報告,研究報告的主題是---「過定點的直線如何平分三角形面積」。針對這個主題,
我們開始蒐集資料,並利用閒暇之餘展開研究,遇有問題,就隨時請教老師；以下內容,就是我們這組的

研究過程與心得。 
貳、研究的目的: 

(一) 企圖從三角形的頂點、邊上、內部、外部的任一點找出平分面積的方法 
(二) 探討在各個位置上的點各能作出幾條平分線 

參、研究的器材:圓規、三角板、方格紙 

肆、預備的定理: 
[預備定理一]:(共角定理) 
            若兩三角形有一角相等,則此兩三角形的面積比等於夾此角的兩邊乘積之比。 

EFDE
BCAB

DE
AB

EF
BC

DN
AM

EF
BC

DNEF

AMBC

DEF
ABC

DE
AB

DN
AMDENABM

DNEAMBEB
DENABM

DNEAMBEFDNBCAM
EFDE
BCAB

DEF
ABC

EBDEFABC

⋅
⋅

=⋅=⋅=
⋅

⋅
=

∆
∆

=∆∆∴

∠=∠∠=∠
∆∆

°=∠=∠⊥⊥
⋅
⋅

=
∆
∆

∠=∠∆∆

2
1
2
1

.3

,~

,
.2

90,,.1:][

:][

:][

Q

Q

故

中與在

則作証明

求証

中和已知

 

A

NE F

D

M
C B

 

對角線所等分。則此四邊形面積必被一

面積面積若、於的相對兩邊延長線各交如圖四邊形預備定理二 ,,:][ DCFBCEFEABCD ∆=∆
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的面積即對角線平分四邊形面積面積故

面積面積面積面積
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伍、研究的過程與方法: 

而得分割的兩面積相等才可將對邊二等分

中點所以分割線只有過對邊因對邊的中點恰有一點

如右圖條過頂點的平分線恰有一討論

於交作証明

即為所求則連

的中點取作法

的觀念將面積兩等分就可利用「等底同高」對邊中點

因此只要找出平分線必與對邊相交的頂點時為若分析
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「右」面積來替換。「左」面積

」、「右」四面積中的「上」、「下」、「左

所分割的可利用梯形兩對角線面積面積要使

即可再連中點只須取面積時面積且在

如視為另一三角形的頂點可將邊上之一點時為若分析

暫定外分法方法一

不為頂點但邊上之一點為若二
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面積

即可再連
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」、所分割的「上」、「下再利用梯形兩對角線

面積可先作得面積四邊形面積要使

作中點只須取面積時面積且使

如梯形視為梯形中的頂點可將邊上之一點時為若分析

暫定內分法方法二
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則連於交作過連中點取作法 111 ,.,2,//,,,.1:][ PPPABAPDPDAPADDBC

合於所求即兩等分將故
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則依共角定理知二等分且上在若分析
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方法二方法一但找出平分線以上三種方法雖都可以小結
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即故且
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只不相交就是與不是與三點所作的外接圓、、而過的延長線交於與

會產生此時若作的內部點必落於時若討論

討論因此我們展開了以下的為了解決此一問題的

得到但它總是嘗試數次後才分線點平分三角形面積的平雖然可以找出過內部一用此方法註

∠∠>∠  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 4



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)(
,,

,//,)(

cQ
ABEDP

EADACPEABCDii

如圖亦無法找得分點

只交於一點與三點的外接圓、、而過

於交且之外部點落於∆

 

 
 

      

)(
2
1

2
1

2
1.2

1 dQPPBL

ABCPBLPCMBCAPCM

PAMBACPAM

如圖為基準作出等分線的

或的或

的此時我們可改找出以

∆

∠<∠∆∠<∠

∆∠<∠

 

 
 

。能找得平分線

仍可如右下圖雖落於三角形外部此時在討論

QP

DBACPAMb

1

),(,
2
1:][ ∠<∠

 

L(中點) 

C

(中點)N 

分角線 

分角線 

M(中點) 

A 

D

A
(圖 c) 

E 

B 

分角線

P
M 

C ·

E 

(圖 b)

分角線D

P

M

C

·

B 

A

E 

(圖 a) 

分角線

D 

M 

P

B

C 

A 

·

P1

Q

E 

B

(圖 d) 

分角線

D 
·

P

·

A

C

M

P
Q

1

E 

2 

54

3

D

P1

B

 5



APADAPAQ
AP
AD

AP
AQPAPADQACPE

DQEPAPMABD
PQPACPQ

QABDEPEADACPE

BACPAMAPMABDABMPMACAP

×=×=∴∆∆∠=∠=∠∴

∠=∠∴∠=∠∴∆∆

∠<∠∆∆

1
1

1

1

,,~,354,//

,43,,21,~.1:][
,.5

,.4,//.3
2
1,~,.2,,.1:][

即故且

四點共圓、、、又証明

即為所求。則於且交連

於交三點、、作一圓過於交作

且作為一邊以連中點取連作法

Q

QQ

 

而合於所求

面積二等分將之即過

故即

ABCQPP
ABAC

ABAC

ABAC
APAQ

ABC
AQPBACBAC

ABACAMABAPAQAPADAMAB
AD
AM

AB
APAPMABD

∆=
×

×
=

×
×

=
∆
∆

∴∠=∠

×=×=××=×=∴∆∆

1
11

1

,
2
12

1

.3

2
1,~.2

Q

Q

:)(
,,,

們又做了如下的改良不過仍嫌瑣碎。因此我如左下圖的三種作圖
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等兩種作圖

為基準與如此就只剩餘了為基準的作圖也被剔除因此以區域過

平分線必不可能如圖中對區域往往不可能通過某一相且過相對區域的直線中又經

必無法平分三角形面積的右側完全在中線因而未過相對區域直線例如

。而無法平分三角形面積線的同一側否則平分線必完全在中分線必通過其相對區域

的平而過定點分成三組相對區域將面積分成六等份因為三角形三中線如右上圖
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其証明如下

一種作法。內部的點都可簡化剩下因此在梯形對區域的平分線

所屬的相都只可作得一條過本身內部的點在梯形一條平分線

恰有過本身所屬的相對區域結果我們發現處理。然後比照上述的方法成兩組相對區

分即原來每一組相對區再分成十二區而將的區域等三部分與夾於

的區域與夾於分成將的觀念圍成取中點

與三中線則若即如下圖的觀念利用平行線截比例線段
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証明如下即為過此點的中線亦恰有一條平分線。
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之即過立之平分線的假設亦不成為過同理

之且過為過故矛盾與得

依則之平分線且過為過設

故

的為且必介於上點位於

而以可証得

別為之相對區域的平分線分丙乙

或之直線必不可能過則過上之一點點設証明

PPLL

bPLABCBPC

CYPXWPbPL
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J

I

(b) C
G
H

M

(II) 

中線平分線恰有一條

。平分線的假設不成立

預備定理

則連中點

所以不成立矛盾

於交其中

又過之相對區域甲

CW

CBCBC

ABC

VRSLLL

]2

,;

,

,;,,

,)(

22

443

∆
  



       
),,(

,):(,,)4(

1

222222222222222

証明省略之平分線為過如下圖亦恰有一條平分線。

點的、、、不含、、如底邊上位於梯形

PL
PCBACABCBAAABBBBCCCCAA  

(a) (乙)
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B1

L3 
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(乙)

(b) 

N1 
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(甲)

(甲  )L6 

(c) (丙)

(丙) (c) 

A

(a) 
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L2 

P
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(I)

(I) 

(II) 

(III) 

(III) 

L5 

 

M1 

● 

C2 

A2 

B2 

L4 
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       ,(,,)5( 222 另其中一條為中線點有兩條平分線。之位於 PCBA
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B1
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(乙)

(b) 

N1 
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L4 
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(甲) 
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(b) C
G
H

M

(II) 

 ))(,1 証明省略如下圖一條為L

L1 

L3 

R 

(甲)

(丙)

(c) 

L2 

(I)

(III) 
J

I

(b) C
G
H

M

(II) 



      :)(,,,,)6( 111111111 証明如下會有兩條平分線時但上、、位在若 CPBPAPACCBBAP ≠≠≠  
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W1 

L5 

X

B2 C2 

W 

● 

M

M1 

H

G

I

(III) 
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(b) 

(乙)

JB 

L4 

L3 

B1

L1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

兩條平分線

共有因此過平分線上位於再加上成立的平分線只有知過綜合

亦不成立同理所以不成立故矛盾但

可得連於區交及過設

亦不成立同理

所以不成立矛盾而以可証得

於交其中別為之相對區域的平分線分甲丙

又過之相對區域乙之直線必不可能過則過上之一點點設証明
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       :)(,)7( 222111 証明如下也會有兩條平分線所夾的區域間與若位於 CBACBAP ∆∆
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X
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(乙)

JB 

L5 
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L1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

兩條

與之平分線只有故過所以不成立矛盾而與事實小於

皆可証得其面積大於產生的產生的

產生的產生的其中為

別之相對區域的平分線分甲丙乙點且過設過証明

3

1

65
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4
1

,
4
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)(),().8( 111 証明如下都有兩條平分線。不含重心內部之一點位於 GCBA∆  
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兩條

與之平分線只有故過所以不成立矛盾而與事實小於

皆可証得其面積大於產生的產生的

產生的產生的其中為

別之相對區域的平分線分甲丙乙點且過設過証明

3
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       ))(,(,)9( 111 証明如下兩平行線即一中線恰有三條平分線。則過之頂點時為若 PCBAP ∆
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其餘兩條為平行線一為中線恰有三條

頂點的平分線而與事實矛盾。故過都可証得其面積

所產生的所產生的所產生的圖中所假設的

的假設亦不成立同理的假設不成立故矛盾與

但又

即

故

區域之平分線乙過為經又

故

則設

故且

則於交之平分線為過設証明
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矛盾與且

依共角定理得則

之另一條平分線為過若為中線、為重心

但不為中線之任意一條平分線為過設

如右圖証明

條平分線只可得到過重心的為重心時

1
2,

2
1

1
2,
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)(:][
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11
1
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1

1
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∴

PP
PQ
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BP
PNPBQNPP

PM
AP

PP
PQPQMAPP

PQPBNAMP

PQP

P

Q
 

 
何的平分線除了三中線外不再有任的直線中即過重心

的假設不成立但不為中線之任意一條平分線為過故

,
)(1

P
PQP  

:)( 在分角線上時PB  

QP

BDBCMBPCB
QDPE

EADACPEDPABACP

′′

′∆′∆

∠

1),

)((~.2
,,

,//,,.1:][

而得等分線形頂點所作得的相似三角

圖中虛線為以如下圖為頂點作或此時我們可將作法改以

。而找得分點三點的圓、、如此即無法作出過點

相交於就不會與若作三點共線、、則的平分線上在若分析
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面積面積面積則的距離為、、至若設

等距離。、、至

為內心又
面積

面積
則二等分的直線且將在為過若分析

為三角形內心時若

Q
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1及而得22
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ACAB
APAQ

ABC
AQPasAPsBCACABaAQ

再逆推先得作圖中項

故可由比例由於

共角定理

面積

面積
又因則設
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於畫弧交即為半徑為圓心以

交半圓於作過

作一半圓為直徑以

使三點、、上取在作法

),
2
1()(

4
1,.3

.2

,

,
2
1,,.1:][

++

⊥

==

 
R S FG I 

H 

O 
L

即為所求則連上取在中

且

而
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且

則兩點於作一半圓交為半徑為圓心以
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又

且為內心

於交於交作如右圖點時不過假設

得故依共角定理

由作圖中知証明
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二等分將過即上點必落在故

則

故

ABCPQPQPP

ABCABCAPPAQPAQPQPP

ABCBCACABr

BCACABrAPAQrAPrAQrAPPAQP
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    :,,, 如下圖所示所作得的平分線過內部時位於我們得知綜合以上所述 PABCP ∆
 A
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也是最多都恰有三條平分線三頂點的點及過重心

都恰有兩條平分線三頂點的點過

都恰有兩條平分線除重心外內部的點過位於

的三頂點含邊但不含

區域的平分線都恰有一條過本身相對之間區域的點與過位於

CBAGvi
CBAiii

CBAii
CBA
ABCCBAi

∆
∆

∆
∆
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,

。即可得

若再作得

設法作得

造成中點取

則

且二等分及於、交而外部在若分析

外部之一點時為若四
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即為所求。則於且交連

於交三點、、作一圓過

於交作

之外部點落於且使作為一邊以

連中點取連作法
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四點共圓、、、又証明
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面積二等分而合於所求

將之即過 ABCQPP
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面積二等分將亦無法過的延長線上在否則找得分點如下圖三角形

為頂點作相似或則需改以相交三點的圓不能與、、中過如下圖若在討論

ABCPABQb

CBABDPEaa
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面積二等分而合於所求

將之即過

故即

故即

故且

四點共圓、、、又証明
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(圖 b) 
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   [  對區域所作得的平分線必過相過三角形外部一點討論 ,:]b

       

面積而無法平分的下方完全在中線上之同理

面積而無法平分的上方完全在中線上之因而相對區域

區域的區域但未過直線只過之

而過區域內在如。而無法平分三角形面積

一條中線的一側則此直線必完全在其中相對區域

的直線不過若過的面積面積皆為

所分成的的三中線為如右圖理由
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不合所求故則

、於、且分別交區域之另一平分線及設過

相交區域之平分線必與中線及過如下頁右圖理由

對區域恰有一條平分線且過相過三角形外部一點討論
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亦恰有一條

區域之平分線及過外部區域或及過外部

同理區域之平分線恰有一條及知過綜合上述

也不合所求故則

、於、且分別交區域之另一平分線及設過
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陸、研究的結果: 
(一).三角形邊上(含頂點)之點,都恰有一條平分線。 
(二).過三角形邊上一點作平分線的方法,在本報告中共有三種作法,分別為內分法、外分法及 

共角定理法,其中以共角定理法較佳。 
     (三).採共角定理法可過三角形內部一點作平分線,而利用三中線及 2:2 的平行線截比例線段 

可將三角形面積分成 12 區域,並利用中線中點為成三角形的方法,可簡化其作法。 
(四).過三角形內部一點之平分線,可分為: 

(i)位於三中線中點所圍成三角形外部(含邊,但不包括頂點),都恰有一條平分線。 

(ii)位於三中線中點所圍成三角形內部(不含邊、重心及平行三角形三邊且比值為
2
2

的三

平行線,所圍成的三角形的頂點),都恰有兩條平分線。 
        (iii)位於三中線中點所圍成三角形的頂點,恰有兩條平分線。 

        (iii)位於平行三角形三邊且比值為
2
2

的三平行線,所圍成的三角形頂點及重心,都有三條

平分線。 
     (五).過三角形外部一點之平分線,都恰有一條。 

(六).最後謝謝老師在百忙之中,撥冗指導我們,使得我們的報告能如期順利完成。 
柒、參考資料: 
    中華民國第 42 屆中小學科展數學科(高中組) 
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評 語 

030420國中組數學科 

過定點平分三角形面積的探討 

研究過程循序漸進具組織性，研究結果之應用性可再加強。 




