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一、摘要 

1、由一點至兩圓切線長若相等，可推得此點至兩圓的圓心距離的平方

差為定值，而由預備定理可知此點分佈的軌跡為過此點做連心線的

垂線（稱為姻圓線）。 

2、討論當兩圓的位置改變時（外離、外切、相交兩點、內切、內離）， 

此條姻圓線的相關性質，並藉之以尺規作圖分別作出姻圓線。 

3、推至三圓時，發現三圓心若共線時，三條姻圓線重合或平行，而當 

三圓心不共線時，則三條姻圓線相交於一點（稱為姻圓心）。 

4、探討出姻圓心分別在三圓的內部及外部時，則此姻圓心必分別為某 

一個被三圓皆平分及與三圓都直交的圓的圓心。 

5、最後更進一步發現了有關姻圓心的另一些特性： 

（1）任一三角形的垂心亦為分別連接三頂點與對邊任一點的三線段為

直徑的三個圓的姻圓心。 

（2）當三圓兩兩外切時，則姻圓心為以三圓心為頂點的三角形的內心。 

（3）作任一三角形的三高，而三垂足之間兩兩連接的三條直線與三邊

的延長線分別交於三點，則此三點必在原三角形與以三垂足為頂

點的三角形的兩外接圓的姻圓線上。 
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二、研究動機 

為了迎接學校一年一度的園遊會，班上同學全體動員佈置所負責

的攤位，而正當我在剪一些同長度的繩子欲將所有的氣球綁在攤位四

週時，剎那間腦海中浮現出上幾何課時，老師曾教到圓外一點可作圓

的兩條切線，且兩條切線長相等，如圖（一），A、B 為切點則 PBPA = ， 

此時心中疑惑著，一點至相異兩  

P

A 

B 

圓的切線長是否也可以相等？而 

 

O這樣的點分佈的軌跡又是如何？ 

在這些疑惑的動力下，就找了一 

圖（一）些同學開始做研究之旅。 

三、研究目的： 

1.是否有任何點至相異兩圓的切線長相等？而這樣的點是否有一定

的分佈軌跡（姻圓線）？ 

2.當兩圓的位置改變時（外離、外切、相交兩點、內切、內離）此

條姻圓線有何相關性質？並如何以尺規作圖畫出兩圓的姻圓線？ 

3.圓心不共線的相異三圓所形成的三條姻圓線是否會共點（姻圓

心）？並能以此姻圓心作出前兩圓的姻圓線。 

4.以姻圓心為圓心的圓與三圓有何相關性質？ 

5.三圓的姻圓心與相關三角形的垂心、內心有何相關性質？ 
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四、研究器材： 

直尺、圓規 

五、研究過程與方法 

【預備定理】：設 P 點至兩定點 A、B 

的距離的平方差等於定值，則點 P 分佈的 

 3

軌跡形成一條直線。 

證明：不失一般性，可設 PBPA ≥ ， 

且 222
mPBPA =− ， cAB =  

(1) 如圖（二）過 P 點作 AB 的垂線 

與中線 PMPH , 則 

 

 

 

∴
c

mMH
2

2

= ＝定值，即表示 P 點在過與 AB 的中點 M 相距
c

m
2

2

的 H

點的垂線上。 

Q 

 

H A B

P 

M 

圖（二）

( ) ( )
( )( )

( ) ( )[ ] MHcMHBMMHAMAB

BHAHBHAHBHAH

PHBHPHAHPBPAm

2

22

2222222

=−−+=

−+=−=

+−+=−=

（2）反之，在此條垂線取另一點 Q 則亦可得 22222
2 mPBPAMHcQBQA =−==−

，由此可知 Q 點亦是適合條件的點。 

※由（1）（2）可得證與兩定點 A、B 的距離的平方差等於定值的點所

形成軌跡為過此點作兩點連線的垂線（是否唯一？）。 

 



 L 

A B

P

C 
討論：若 L 為 AB 的中垂線 

（1）P 點在 L 上 PBPA =⇒ 。 

（2）P 點在 L 的右側，如圖（三） 
圖（三）

∵L 為 AB 的中垂線∴ CBCA = ，又 PBPAPBCAPCPBCBPC ＞＞＞ ∴+∴+  

（3）P 點在 L 的左側，同理可得 PBPA＜  

※由（1）（2）（3）可得結論，只要能確定 PBPA與 的大小，則此條垂線

亦可確定為唯一。 

研究（一）：如圖（四） PB,PA 分別切圓 O 1與圓 O 於 A、B，且2 PBPA = ，

則 P 點分佈的軌跡為何？ 
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解：過 P 點作 21OO 的垂線 XY 垂足為 C 

並連接 POBOPOAO （可設2211 ,,, BOAO 21 ≥ ） 

A

CO1 

P

B

O2

X

Y  

圖（四）

∵A、B 為切點∴ °=∠=∠ 9021 PBOPAO  

∴ 

定值=−=−⇒

−===−
2

2
2

1
2

2
2

1

2
2

2
2

222
1

2
1

BOAOPOPO

BOPOPBPAAOPO

 

（1） BOAO 則21 = 21

2

2

2

1

2

2

2

1 0 POPOPOPOPOPO =⇒=⇒=−  

∴P 點在 21OO 的中垂線。 

（2） AO  〉1 BO2`  則 2
2

2
2

22
1

22
1 POBOPBAOPAPO =+〉+＝

21 POPO 〉∴   ∴P 點在 21OO 的中垂線的右側 

由【預備定理】可知此種 P 點分佈的軌跡正是過 P 點所作 21OO 的

垂線 XY ，而此條直線為唯一，我們可稱此條直線為〝姻圓線〞。 



討論：相異兩圓若為等圓，則姻圓線明顯為連心線段的中垂線，後續

將略去不再討論等圓的情形。 
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性質一：如圖（五），過 P 點分 

別作兩直線各交圓 O 1與 

圓 O 2 於 A、B、C、D，若 

PDPCPBPA ×=× 則 P 點 

在圓 O 1與圓 O 的姻圓線上。 

A
C 

O1

E

O2

FP 

B D

圖（五） 2

2證明：過 P 點分別作圓 O 1與圓 O 的切線， 

切點為 E、F 

      ）（註， 1
22

PDPCPFPBPAPE ×=×=⇒  

      又∵ PDPCPBPA ×=×  

     ∵ PFPFPE =∴PE
22

＝  

     ∴P 點在圓 O 1與圓 O 的姻圓線上。 2

註 1：如圖（六）PA切圓 O 於 A，割線交圓 O 於 B、C，則 PCPBPA ×=
2

 

證明：連接 AOPAACAB 於切圓∵,   

O
P

C

A

B 

      ∴
2
1 =∠PAB

∩

AB =∠C 

又∠P=∠P 

      ∴△PAB～△PCA(AA) 

      PCPBPAPCPAPAPB ×=⇒=
2

::  
圖（六）

 



研究（二）：當兩圓位置改變時（外離、外切、相交兩點、內切、

內離），討論此條姻圓線的相關性質，並以尺規作圖畫

出此條姻圓線。 

一、兩圓外離： 

（1）兩圓外離時兩公切線段的中點連 

線即為姻圓線。 

 

O1 O2

A
BM 

C
DN 

已知：如圖（七）M、N 分別 

為 CDAB, 的中點且 A、B 

、C、D 為切點 

圖（七）求證： MN 2為圓 O 1與圓 O 的姻圓線。 

中點，∴ ， 證明：∵M 為 AB MBMA =

又 A、B 分別為切點 

∴M 在兩圓的姻圓線上 

同理 N 亦在兩圓的姻圓線上 

∵相異兩點決定的直線只有一條 

∴ MN 為圓 O 與圓 O 的姻圓線。 1 2
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（2）已知：圓 O 1與圓 O 外離且半徑分別為2
( )2121 , rrrr 〉  

求作：兩圓的姻圓線。 

作法：（1）以 O 1為圓心， 21 rr − 為 

半徑作一圓  

P

O1

r2

O2

Q
SA 

T
UB 

（2）以 21OO 為直徑作一圓交 

前圓於點 P 

（3）連 PO 交大圓於點 Q 1

（4）作 SO 〃2 QO 且交圓 O 2 於 S 1

則連接QS 即為外公切線 

同理作另一外公切線Tu  

（5）分別取OS 、Tu的中點 A、B，連接 AB 即為所求。 

證明：       

L 

r1

為兩圓的姻緣線AB的中點TU,QSB分別為A,又

亦為兩圓的公切線TU同理

為兩圓的公切線QS

90SQOQSO為矩形四邊形PQSO

90POO為直徑OO

為平行四邊形四邊形PQSO,SOPQ,O//

0
212

0
2121

222

∴

∴

=∠=∠∴∴

=∠∴

∴=

∵

∵

SPQ∵

 

 

 

 

 

 

 

 7



二、兩圓外切時 

（1）兩圓外切時，則內公切線即為姻圓線。 

 

AO1 O2

P
B 

C

QD 
E
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2已知：如圖（八）圓 O 1與圓 O 外 

切於 A 點， PQ 為兩圓的內 

公切線。 

求證： PQ 為兩圓的姻圓線 

證明：（1）過 P、Q 分別作兩圓的切線 
圖（八）

B、C、D、E 為切點 

又 PQ 為兩圓的內公切線，A 為切點， 

PCPAPB ==∴ ， PCPBQEQAQD =⇒== ， QEQD =  

∴P、Q 在兩圓的姻圓線上 

∴ PQ 為兩圓的姻圓線。 

（2）已知：圓 O 1與圓Ｏ 外切於 A 點 2

求作：兩圓的姻圓線  

O1 O2A 

L 

作法：（1）連接 21OO  

（2）過 A 作 21OO 的垂線 L 

即為兩圓的姻圓線 

 

 

 



三、兩圓相交兩點時 

（1）兩圓相交兩點時，則過此兩點的直線即為兩圓的姻圓線。 
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2已知：如圖（九）圓 O 1與圓Ｏ 相交於 A、B 兩點。 

求證： AB 為兩圓的姻圓線 
 

E

F

O1 O2

B 

A 

P

Q

C

D

證明：在 AB 上另取 P、Q 兩點，並 

分別過 P、Q 做兩圓的切線 

C、D、E、F 為切點 

 

 

 上

∴ AB 為兩圓的姻圓線 

討論：在研究到兩圓相交兩點時，而欲找出其姻圓線時事實上遇到

了困境，因在公弦上的點並無法做出兩圓的切線，如此，此

條姻圓線必有〝間隙〞，正當扼腕時，幸經數學老師指導說：

將來升高中時，對這條姻圓線將以解析的方式作另一種表達

稱為「根軸」，有如參考書〝幾何學的新探索〞中第 35 頁裡，

設 X 軸通過兩圓的圓心，則兩圓的方程式為

其中  02,02 22
22

11
22 =+−+=+−+ cxayxcxayx 12 aa ≠

而此條姻圓線即是直線 x= ( )12

12

2 aa
cc
−
−

 

圖（九）P、Q在兩圓的姻圓線

QFQE,PD

QFQAQBQE,PDPBPA
2222

⇒

==⇒

=×==×=⇒ PC

PC



（2）在（1）當中的結論雖然稍欠完善，幸好我們另外發現一個值得

玩味的性質：『此條姻圓線的點若在公弦上，則在兩圓內以此點

為弦中點的兩圓的弦等長；反之，以兩圓內任一點為弦中點的

弦都等長，則此點必在公弦上』。 

（a）已知：如圖（十），圓 O 1交圓Ｏ 於 A、B，M 為2 AB 上任一點，

且 M 分別為兩圓中兩弦 EFCD, 的中點 

求證： EFCD =  

證明：連接 NABOO 於交21  

ABOO的中垂線AB為OO 2121 ⊥∴⇒  

連接 AOEOAOCO 2211       、、、  

AOEOAOCO 2211   ==⇒ 、  

 10

∵M 分別為 EFCD, 的中點  

∴ EFMOCDMO ⊥⊥ 21 ,  

( ) ( )22

1

22

1

2

1

2

1

2

1

2

1

MNNOANNO

MOAOMOCO

+−+=

−=−⇒
 

B

N 
  

 

O1   O2 

A 

 
C   

D 

E 

F 

M 

222
2

2
2

22

MNANMOEO

MNAN

−=−

−=

同理
 

222

2

2

2

2

1

2

1 EMCMMOEOMOCO =−=−∴ 即  

  

  

圖（十） 

EFCDEMCM =∴=∴  

 

 

 



（b）已知：如圖（十一），圓 O 交圓Ｏ 2 於 A、B，且 M 分別為兩圓

中兩弦

1

EFCD, 的中點，且 EFCD =  

上 求證： M 在 AB
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P O1 O2

E 

F 

C 

D 

M 

B 

A 

N 

證明：連接 PABOO 於交21   

ABOOABOO ⊥∴⇒ 2121 的中垂線為           

連接 AOEOAOCO 2211       、、、  

圖（十一）

AOEOAOCO   ==⇒ 、 2211  

NOOMN 於作 21⊥  

∵M 分別為 EFCD 的中點 ,

EFEMCDCM
2
1,

2
1

==∴ EFMOCDMO ⊥⊥ 21 , 、          

EMCMEFCD =∴=∵  

2

2

2

2

2

1

2

1

22
MOEOMOCOEMCM −=−⇒=⇒  

          
2

2

2

2

2

1

2

1 MOAOMOAO −=−∴  

         ( ) ( ) ( ) ( )2

2

22

2

22

1

22

1

2
NOMNPOAPNOMNPOAP +−+=+−+⇒   

         
2

1

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1 POPONONONOPONOPO −=−⇒−=−⇒  

( )( ) ( )( )POPOPOPONONONONO 12121212 −+=−+⇒  

( ) ( )POPOOONONOOO 12211221 −×=−×⇒  

POPONONO 1212 −=−⇒  

002
2211

=∴=⇒

=−⇒−=−⇒

PNPN

PNPNNOPONOPO
 

即 P 點與 N 點重合∴M 在公弦 AB 上 



  

A   

O2 O 1 

B 
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2（3）已知：圓 O 1與圓Ｏ 相交於 A、B 

     求作：兩圓的姻圓線 

     作法：連接 AB 即為所求 

四、兩圓內切時 

（1）當兩圓內切時，外公切線即是兩圓的姻圓線 

已知：如圖（十二）圓 O 1與圓Ｏ 2 內切於 

 

O1 A

P

Q

O2

L

B 

C 

A 點，L 為兩圓的外公切線 

求證：L 為兩圓的姻圓線 

證明：在 L 上任取一點 P 分別作兩圓的 

切線，切點分別是 B、C 

∵L 為兩圓的外公切線 A 為切點 

           PCPBPAPCPAPB =∴==⇒ ,  

∴P 在兩圓的姻圓線上 
圖（十二）

同理在 L 上另取一點 Q 亦可得證 

Q 在兩圓的姻圓線上 

∴L 為兩圓的姻圓線。 

（2）已知：圓 O 1與圓Ｏ 內切於 A 2

求作：兩圓的姻圓線 

作法：（1）連接 21OO  

          （2）過 A 作 21OO 的垂線 L 即為所求。 

 

O1 AO2 

L



五、兩圓內離時： 

（1）兩圓若是同心圓，則沒有姻圓線。 

已知：如圖（十三），P 為任一點， PBPA、 分別切 

兩同心圓於 A、B 

求證： PBPA ≠  

證明：連接 OBOAOP 、、  

∵ PBPA、 分別切兩同心圓於 A、B 

     ∴   

PBPAPBPA

PBOBOPOAOPPA

PBOBPAOA

≠≠∴

=−≠−=⇒

⊥⊥

即

、

22

222222

 

 

 

 
 

O

A

P 

B

 

 

 

 

圖（十三） 
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2（2）兩非同心圓 O 1與Ｏ ，半徑分別為 R、r（R＞r）；且 aOO =21  

     則兩圓的姻圓線與 O 1的距離為
a

arR
2

222 +− （與Ｏ 距離2

2 2 2

2

R r a

a

− −
）。 

已知：如圖（十四），圓 O 與圓Ｏ 內離，   

Q 

A 

O1 
B 

O2

P

L1 2

半徑分別為 R、r（R＞r） 

且 aOO ，L 為兩圓的姻圓 =21

線且 L 交 21OO 於 Q 

求證： =QO1 a
arR

2

222 +−
 

圖（十四）
證明：（1）過 O 作1 21OO 的垂線交圓 O 1於 A 

          （2）過 A 作圓 O 1的切線交 L 於 P 

AOPA 1⊥⇒  

          （3）過 P 作圓Ｏ 2 的切線，切點為 B 

               ∵L 為兩圓的姻圓線 ∴ 21, OOLPBPA ⊥=                  

          （4）可得四邊形 O 1APQ 為矩形 

∴ dQOPBPA === 1 、 RAOPQ == 1                        

          （5）連接 PBBOBPOBO  ⊥∴ 222 , 為切點∵

( )
( )

( )

a
arRQO

a
arRd

rRada
rRadd

adRrd

QOPQPOBOPB

2

2

2

222

1

222

22

2222

2222

2
2

22
2

2
2

2

+−
=∴

+−
=⇒

−=−⇒

−=−−⇒

−+=+⇒

+==+⇒           

 

 

 

 



已知：如圖（十五），兩內離圓 
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2O 1、Ｏ （非同心圓），半 

徑分別為 R、r（R＞r）， aOO =21  

求作：兩圓的姻圓線 

作法：（1）連接 21OO 交圓 O 1於 P 

（2）以 P 為圓心、R 為半徑 

畫圓 P 交 21OO 於 E 

（3）在 PO1 上取一點 A 使 rPA =  

（4）以 A 為圓心，2a 為半徑畫 

PO1 O2 

C

B 

M 
A Q

L

E

一弧交圓 P 於 B 

（5）連 AB 交圓 P 於另一點 C 

圖（十五）

（6）取 21OO 的中點 M 

（7）以 M 為圓心、 AC 為半徑畫一弧交 21OO 於 Q 

（8）過 Q 作 21OO 的垂線 L 即為所求 

證明：在圓 P 中                 （註 2） 

 
( )(

 

 

 

 

∴直線 L 為兩圓的姻圓線 

)

a
arR
a

rRa

MQMOQO

MQ
a

rRAC

rRrRACa

AEAOACAB ×=×

2

22
1

2

2

222

22
11

22

1

+−
=

−
+=

+=⇒

=
−

=⇒

+−=×⇒



 

註 2：如圖（十六）， AB 與CD 為圓 O 內交於 E 的兩條弦 

則 DECEBEAE ×=×  

證明：連接 AC 、 ⇒BD  

            

DECEBEAE

BECEDEAE

AADEBAEC

BCDAADBC

×=×∴

=∴

∆∆∴

=∠=∠=∠=∠
∩∩

    

2
1

2
1

：：

）（～

，

 

 

O

A

B

D

C 

E
 

 

 

 
圖（十六）

 

研究三：研究至此，有種欲罷不能的衝動，試想若是推至三個圓時，

所形成三條姻圓線之間有何關係？又會有何奇妙的性質？ 

（1）相異三個圓所形成的三條姻圓線要麼互相平行；不然就會

相交於一點（註 3：若三個圓圓心共線且兩兩相切，則三條

姻圓線都是同一條公切線，無須加以討論）。 
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已知：L、M、N 分別是圓 O 與圓Ｏ 、圓 O 2 與圓Ｏ 3  1 2

3

2

3

、圓 O 與圓Ｏ 1的姻圓線 

求證：L〃M〃N 或 L、M、N 三直線相交於一點 
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A 

O1

O2 

B O3

C

ML

P 

N 證明：（1）若三圓心 O 1、Ｏ 2 、O 3 三點共線時 

∵L、M、N 分別是 

圓 O 1與圓Ｏ 、 

圓 O 2 與圓Ｏ 、 

圓 O 3 與圓Ｏ 1的姻圓線 

∴ ,,, 133221 OONOOMOOL ⊥⊥⊥  

∴L〃M〃N 

     （2）若三圓心 O 1、Ｏ 2 、O 3 三點不共線時 

          設 L 交 M 於一點 P 並過 P 分別作三圓的切線 

，切點分別為 A、B、C 

∵L、M 分別為圓 O 1與圓Ｏ 、圓 O 與圓Ｏ 的姻圓線2 2 3

PCPAPCPBPBPA =⇒==∴ ,

3 1

 

∴P 點亦在圓 O 與圓Ｏ 的姻圓線 N 上 

即 L、M、N 三直線相交於一點 P（稱為姻圓心） 

 

 

 



討論：（1）發現上述結果，讓我們感到雀躍萬分，尤其我們更可利

用此項結果，在作兩圓的姻圓線時，可先作另一圓（與兩

已知圓都相交兩點，最為簡單）而三個圓的圓心不共線，

再由兩姻圓線的交點求出姻圓心，再過此點，作兩已知圓

連心線的垂線即為所求。 

已知：圓 O 1與圓Ｏ  2

2求作：圓 O 1與圓Ｏ 的姻圓線 

作法：1.任作一圓Ｏ （Ｏ 不在3 3 21OO 上）且分別交 

圓 O 1、圓Ｏ 於 A、B、C、D 2

                2.連接 CDABCDAB 與且、 相交於一點 P 

      3.過 P 作 21OO 的垂線 L 即為圓 O 1與圓Ｏ 的姻圓線 2
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B

A 
C D

 

O1

O3 

O2 

L

P 
 

 

 

 

 

 

P 

O1 O2

O3 
B 

A C 

D

L 

 

 



（2）由研究（二）的過程裡可以發現兩圓的姻圓線除了切點或公弦

以外，其餘的點都在兩圓的外部。所以姻圓心的位置可能就是

切點或公弦的端點或在三圓的內部或在三圓的外部（如下圖所

示），但引發我們興趣的是，當姻圓心都在三圓的內部或外部

時，以姻圓心為圓心的圓與已知三圓有何特殊的關係？ 
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研究（四）：當姻圓心分別在三圓的內部及外部時，此姻圓心分別

為某一個被三圓皆平分及與三圓都直交的圓的圓心。 

（1）當姻圓心在三圓內部時，則此三圓都為某一個以三圓的姻圓心為

圓心的圓的平分圓（註 4）。 

 20

2註 4：如圖（十七），圓 O 1與圓Ｏ 交於 A、B 

 
兩點，若公弦 AB 恰為圓 O 的直徑， 

O1 

A 

B 

O2

1

2 1

2 3

則圓Ｏ 即為圓 O 的平分圓 

 

已知：如圖（十八），P 為 

三圓 O 1、Ｏ 、O 的 
圖（十七）

姻圓心且 P 點在三圓 

的內部 

 求證：此三圓都是某一以 P 

為圓心的圓的平分圓 

D
E 

F

O3A

B 

P O1 
C 

O2

證明：分別以 P 為中點各作三圓的 

三條弦 EFCDAB 、、  

          由研究一 

∵P 為三圓的姻圓心， 

∴ EFCDAB ＝＝  

圖（十八）rPFPEPDPCPBPA ======⇒  

∴以 P 為圓心，r 為半徑所作的圓即為三圓所平分 



（2）當姻圓心在三圓的外部時，此姻圓心為與三圓直交（註 5）之圓

的圓心 

註 5：設 A 為兩圓 O 1與Ｏ 的交點，而 L、M 2  

O2O1 

A

L M

為過 A 點且分別是兩圓的切線，若 L⊥M 

，則稱圓 O 1與Ｏ 直交。又根據切線的性 2

2質可知兩圓心 O 1、Ｏ 分別在 L、M 上，所 

以當圓 O 1與Ｏ 直交，此時2
2

2
2

1

2

21 rrOO += （ 為圓 O 1與Ｏ 的半

徑） 

21 , rr 2

已知：如圖（十九），P 為三圓 O 1、Ｏ 、O 3（半徑分別為 ）

的姻圓心，且 P 在三圓的外部 

2 321 rrr 、、

 

P 

A 
C

O3B 
O1

O2 

求證：P 為與三圓直交之圓的圓心 

證明：過 P 分別作三圓的 

切線，切點分別是 A、B、C 

圖（十九） 
∵P 為三圓的姻圓心∴ rPCPBPA ===  

         ∴以 P 為圓心，r 為半徑所作之圓必通過 A、B、C 三點 

          連接 °=∠=∠=∠⇒ 90    321321 CPOBPOAPOCOBOAO 、、  

         

直交圓P與圓OrrPCCOPO 

直交圓P與圓OrrPBBOPO 

直交圓P與圓OrrPAAOPO

3
22

3

22

3

2

3

2
22

2

22

2

2

2

1
22

1

22

1

2

1

⇒+=+=

⇒+=+=

⇒+=+=∴

 

         ∴P 為與三圓 O 、Ｏ 、O 直交的圓的圓心 1 2 3
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研究五：研究至此，心中充滿了成就感，而數學老師希望我們是否

能更進一步的探究，是否能再發現一些其他的性質，研究

團隊剎那間又〝武裝〞起來，絞盡腦汁，皇天不負〝有心

人〞，果真又讓我們發現了下列一些性質： 

（1）以三角形的三個邊為直徑所作三圓的姻圓心恰為此三角形的垂心 
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P 

B

A

C

O3

O2 

E
O1 

F 

D

已知：如圖（二十） CABCAB 、、 分 

別為三圓 O 1、Ｏ 、O 的 

圖（二十）

2 3

2 3

直徑，P 為此三圓的姻圓心 

求證：P 為△ABC 的垂心 

證明：設三圓 O 1、Ｏ 、O 兩兩的 

另一交點，分別是 D、E、F 

            則 D、E、F 三點必分別在 ABCABC 、、 上（註 6） 

連接 CFBEAD 、、 必交於姻圓心 P 點上 

∵ CABCAB 、、 分別為三圓的直徑 

            ∴∠ADB=∠BEC=∠CFA=90° 

            ∴ CFBEAD 、、 分別為ΔABC 三邊上的高 

            ∴P 為ΔABC 的垂心 

註 6：如圖（二十一），設分別以 ACAB、  

D

A

B C

O1 O2
為直徑之兩圓 O 1、Ｏ 的另一交點 D 2

連接 CDBDAD 、、 ⇒∠ADB=∠ADC=90° 

∴∠ADB+∠ADC=180° 

∴B、D、C 三點共線 
圖（二十一）



（2）任一三角形的垂心亦為分別連接三頂點與對邊任一點的三條

線段為直徑的三個圓的姻圓心。 
 

A`B C

A
C` B`

H

D 

EF 
已知：如圖（二十二），H 為ΔABC 的 

垂心，D、E、F 分別為 ABACBC 、、  

上任一點 

求證：H 為分別以 CFBEAD 、、 為直徑的三圓的姻圓心 
圖（二十二）

證明：連接 CHBHAH 、、 分別交 ABACBC 、、 於  
′′′ CBA 、、

∵H 為ΔABC 的垂心 

∴H 亦為以 CABCAB 、、 為直徑所作三圓 

O 1、Ｏ 、O 的姻圓心 2 3

2 3∴在三圓 O 1、Ｏ 、O 中以 H 為中點的弦等長（設長為 d） 

∴
2d

4

1
HCCHHBBHHAAH =×=×=× ′′′

（註 7） 

∵H 為ΔABC 的垂心 ABCCACBBBCAA ⊥⊥⊥ ′′′ 、、  

           ∴ ′′′ CCBBAA 、、  分別為以 CFBEAD 、、  

為直徑的三圓 O 、Ｏ 5 、O 的弦 4 6

4 5 6∴在三圓 O 、Ｏ 、O 中設以 H 為中點的弦的長分別為 

321 ddd 、、  

 
4
1  

4
1 

4
1 2

3
2
2

2
1 HCCHdHBBHdHAAHd ′×=′×=′×=⇒ ，，  

2
3

2
2

2
1 ddd ==⇒    321 ddd ==∴  

由研究二∵在三圓 O 、Ｏ 5 、O 中，以 H 為中點的弦等長 4 6

∴H 為分別以 CFBEAD 、、 為直徑的三圓的姻圓心 
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H 

A 

A`

O Q

P註 7：如圖 H 為弦 PQ 的中點且 PQ＝d 

         2

`

4
1

2
1

2
1 ddd

QHPHHAAH

=×=

×=×⇒

 

 

 

（3）當三圓兩兩外切時，則三圓的姻圓心為以三圓心為頂點的三角形

的內心。 

已知：如圖（二十三），三圓 

O 1、Ｏ 、O 分別兩兩外 2 3

2 3

2

2 3

 

N 

M

L 

O1 

O3 

O2

P C 
B

A 切於 A、B、C，且 P 為 

三圓 O 1、Ｏ 、O 的姻圓心 

圖（二十三）求證：P 為ΔO 1Ｏ O 3 的內心 

證明：分別過 A、B、C 三點作三圓 O 1、Ｏ 、O  

兩兩的內公切線 L、M、N 

133221 OONOOMOOL ⊥⊥⊥⇒ 、、  

∵P 為三圓的姻圓心 

∴L、M、N 三直線交於 P 點，且 PCPBPA ==  

            又∵ 133221 OOPCOOPBOOP   A ⊥⊥⊥ 、、

1 2 3∴P 為ΔO Ｏ O 的內心 

 



（4）作任一三角形的三高，而三垂足之間兩兩連接的三條直線與三邊 

的延長線分別交於三點，則此三點必在原三角形與以三垂足為 

頂點的三角形的兩外接圓的姻圓線上。 

O1 

A 

B A` C 

Q

B` 
C`

P 

R 

O2 

已知：如圖（二十四）若從△ABC 

的各頂點向對邊做垂線， 

垂足分別為 ，又 ``` CBA 、、

′′′′     CAACCBBC 與、與  

′′   BAAB與、 的三個交點 
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為 P、Q、R 

求證：P、Q、R 三點在△ABC 與 

``` CBA∆ 兩外接圓 O 1、Ｏ 的姻圓線上 2

圖（二十四）

證明： 

 

（註 8） ′×′=×∴

′′∴
°=′∠=′∠

RARBRBRA

BABA
ABBBAA

四點共圓、、、

90∵

由研究一的性質可知 R 在圓 O 1與圓Ｏ 的姻圓線上 2

同理 P、Q 兩點亦在圓 O 1與圓Ｏ 的姻圓線上 2

∴P、Q、R 在同一條直線上  

O 

P

B D

A 

C

註 8：過 P 做圓 O 的兩條割線，交點 

為 A、B、C、D，則 PDPCPBPA ×=×  

證明：連接 ADBC   、  

( )

PDPCPBPA

PAPCPDPB

AAPDAPBC

PPACDB

×=×∴

=

∆∆∴

∠=∠=∠=∠⇒
∩

   

   

   
2
1

：：

～

， 

 



六、結論 

一時的〝靈光乍現〞，竟能激出我們那麼大的火花，雖然這麼漫長

的研究過程中，是如此的辛苦，但在最後獲得以下的結論卻又是那麼

的甘甜及滿足。 

1.至兩圓的切線長相等的點，所分佈的軌跡即過此點所做連心線的 

垂線，稱為姻圓線。 

2.兩圓位置改變時（外離、外切、相交兩點、內切、內離）姻圓線

與兩圓的關係如下： 

（1）兩圓外離時，則兩公切線段中點的連線即為姻圓線。 

（2）兩圓外切時，則內公切線即為姻圓線。 

（3）兩圓相交兩點時，則此兩點的連線即為姻圓線。 

（4）兩圓內切時，則外公切線即為姻圓線。 

（5）兩圓內離時，若是同心圓則無姻圓線，而若不是同心圓則在

連心線上與大圓圓心距離
a

arR
2

222 +− （與小圓圓心距離

2 2 2

2

R r a

a

− −
）處作連心線的垂線即為姻圓線。（其中 R＝大圓

半徑、r＝小圓半徑、a＝連心線長）。 

3.三圓的圓心若共線時，則三條姻圓線必重合或平行，而三圓的圓心

若不共線時，則三條姻圓線相交於一點，（稱為姻圓心），進而可

利用此結論，在畫兩圓的姻圓線時，可先作出另一圓，而三圓的

圓心不共線，再由與前兩圓的兩條姻圓線先求出姻圓心，而過此
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點作兩已知圓連心線的垂線即為所求。 

4.當姻圓心分別在三圓的內部及外部時，則此姻圓心分別為某一個被

三圓皆平分及與三圓都直交的圓的圓心。 

5.任一三角形的垂心亦為分別連接三頂點與對邊任一點的三線段為 

直徑的三個圓的姻圓心。 

6.當三圓兩兩外切時，則姻圓心為以三圓心為頂點的三角形的內心。 

7.作任一三角形的三高，而三垂足之間兩兩連接的三條直線與三邊的

延長線分別交於三點，則此三點必在原三角形與以三垂足為頂點的

三角形的兩外接圓的姻圓線上。 
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評 語 

030415國中組數學科 

姻圓一線牽 

主題名稱頗富創意，數學深度若再加強，內容將更充實。 




