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選   美   大   會 
 

摘     要 

評審想在一群猴子參與的完美競賽活動中，評比出最完美的前三名； 

由於受到量化問題與環境等因素，不得不採用兩兩比較的方式時，評 

審們至少需要作幾次的評比工作，才能選出前三名最完美的猴子呢？ 

 

壹、研究動機與研究目的  : 

 
今年是猴年，看到動物園許多可愛的猴子，不禁讓我們心中產生一個疑惑：如

果要從牠們長像都一模一樣的外形當中選出一隻最完美的猴子，那可就不容易了。

因為就猴子的外型、特徵、活動能力及反應能力等抽象的特質，在客觀上是很難量

化的，加上猴子的好動性，讓我們很難將牠們限制在同一個固定的地方作評比。因

此，在選美過程中就不得不採取最原始的評比方式：『兩兩比較法』，以確定哪一隻

猴子是最完美的。假設有n隻猴子參加這次選美大會，如果任意兩隻猴子都要進行

一次完美的比較，那麼，一共需要進行 )1(
2
1 −nn 次的完美比較；若根據著名的 Redei 

理論【5】就可以將這n隻猴子逐一排序而選出一些較完美的猴子。然而，一般選美
活動的目標是：「如何設計一種好的方法來選出前幾名？」當然後半段的排名就沒

那麼重要了。因此，大會僅需要將前幾名作排序，因而有些比較的過程是多餘的；

於是，藉由數學課學過關於「樣式與規律」的技巧，我們要探討的問題是：「在一

場選美大會中，至少要進行幾次的完美比較，才能完成前幾名的排序工作呢？」這

也是本文研究的主要目的。 

 

貳、研究設備與研究過程  : 

(一) 研究流程： 

 

紙筆操作與電腦模擬 ⇒  尋找可能的上界 ⇒  猜測最小的上界 

⇒   修正與調整  ⇒   請教老師  ⇒   歸納與證明  ⇒   結論 
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(二) 研究過程中所遭遇的疑惑： 

【疑惑一】：在比賽場上，甲勝乙、乙勝丙，但甲未必能勝丙，這該怎麼辦呢？ 

 
【疑惑二】：最值得考慮的情況是左下圖的對稱型或者是右下圖的不對稱型？ 

 
對稱型                          不對稱型 

 

 

 

 

 
【疑惑三】：對名次較好者，是否可以重新調整，讓牠有參與較多次的比較次數？ 

 

參、符號與基本假設 : 

 
    猴子的完美性是一種抽象的概念，我們將以 )()( BPAP f 表示猴子 A比猴子 B完美。

為了數理邏輯上的推導，我們需有以下的兩個基本假設： 

 

基本假設 1 : 任兩隻猴子的完美性都不同，即： 

)()( BPAP f  或 )()( APBP f 。 

基本假設 2 : 猴子的完美性具有遞移性，即： 

若 )()( BPAP f 且 )()( CPBP f ，則 )()( CPAP f 。 

 
為了書寫及運用上的方便起見 ，我們定義一些符號如下： 

 

(1) 設有n隻猴子參加選美比賽，若要選出前 k名完美的猴子，則最少需要進行的
比較次數以 ),( knM 表示；例如： 2)1,3( =M  、 4)2,4( =M 、 8)3,5( =M 。 

 

(2)  x 表示不小於 x的最小整數；例如：   44 = ，   42.3 = ， 8
2

15 =



 。 

(3) 指數與對數的互換 ： na =2   ⇔   na 2log= 。  
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【注意】 ： 對任一正整數 2≥n ，都可以找到一非負的整數 a  滿足： 122 +≤< aa n 。

因此， 1log 2 +≤< ana 。若以對數來表示a，則   1log 2 −= na 。 

 

肆、研究方法與結果 :  

 
   在本件科展作品中，我們將採用 P. Komjath 的對稱原理【4】來研究 ),( knM 的特性

及估計其上界，並循序漸近導出 )1,(nM 、 )2,(nM 、 )3,(nM 的一般式；最後，希望由其規

律性也能歸納出 )4,(nM 的一般公式。在其他相關可查尋的文獻中，也有一些趣味的數學

問題是類似的，例如：真假錢幣問題【1】、古典秤球問題【2】等，這些問題的共同點是：

要達成目標最少需要多少次的操作？更具體一點的理論是 S. Baase 在 1988 年所提出的
一些演算法【3】而可看出 1)1,( −= nnM 的一般規律。事實上，在 n隻猴子參與的選美比

賽中，每一次的比較只能淘汰一隻猴子；因此，要選取第一名就得淘汰其餘的 1−n 隻猴

子；換言之，至少要 1−n  次的比較才能選出第一名的猴子。於是可得： 1)1,( −≥ nnM 。

另一方面，設 n隻猴子為 nCCC ,,, 21 L ，依以下的比較方式，我們可在 1−n  次的比較

後選出第一名的猴子： 

 

 

 

 
              C 1       C 2    C 3        C 4      … … …         C n  

首先，猴子 1C  與 2C 作一次比較；較完美者再與 3C 作一次比較；較完美者再與 4C 作一

次比較；依此下去，直到較完美者與 nC 作一次比較，總共這 1−n  次的比較後就可確認

最完美的猴子；於是可知： 1)1,( −≤ nnM 。因此，我們有： 

 
定理 1： 對每一個正整數 n， 1)1,( −= nnM 。 

 
    關於 )2,(nM 上界的估計，首先，我們以 9=n 、 3=k 為例，說明考慮問題時只要

針對「較對稱型態」的狀況來處理即可： 

較對稱型                         較不對稱型 

 

 

 

 

 
設最完美的前 3名依序為 CBA ,, ，兩種型態都要 8次比較才能選出第一名 A。在較對稱

型中，不論 A在左分枝或右分枝的情況，選 B和選C時所需的比較次數影響不大；但在

較不對稱型中，必需先知道 A在左、右哪一分枝中，且兩者差異極大，其中「較差的情
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況所需要的最少次數」比「對稱型所需要的最少次數」多。因此 在尋找 ),( knM 的上界

時，只需考慮較好的方法：「採取較對稱的型態作分析」。若要進一步找出第 3名C，則
所需考慮的最壞情況是：「C有很多可能的位置」；即「被 A或 B打敗的對象越多」越是

我們該考慮的情況。經實際的分類與觀察，較壞的情況是：「 A、B分佈在左、右不同的

分枝中」；例如：在下面兩圖中，選出 BA, 各需 8次與 3次的比較；左下圖中需 4次才能

選出C，而右下圖中 3次就能選出C： 

 
 

 

 

   A                              B   A                B 

 
這些訊息提出了處理問題的原則：「用最好的方法、考慮最壞的情況」；同時，這也提供

了【疑惑二】的解答：在這樣的原則下，才能事半功倍的找到 ),( knM 最好的上界。事實

上，經由實際的操作 ，我們發現：對不同的正整數 12 += an 、 22 +a 、 32 +a 、… .、 12 +a ，

可歸納出需要處理的型態如下圖所示 (以 3=a  為例)： 

                                                      

                       2210 3 +==n  

 

 

 

 

A                            B         A                              B 

                     4212 3 +==n  

 

 

 
 

A                                 B          A                                  B 

 

 

 

 

 

 

A                             B         A                            B 

129 3 +==n

3211 3 +==n

5213 3 +==n 6214 3 +==n
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          7215 3 +==n                         
4216 ==n  

 

 

 

 

A                            B         A                             B 

 
為了進一步推導 )2,(nM 、 )3,(nM 及 )4,(nM 的一般規律，首先，我們介紹一個重要

且有意義的性質，此一性質解決了【疑惑三】的問題。 

 

【性質 1】 在所有由 n  隻猴子選出前二名而次數最少的比較法中，可以有一種方法滿
足：第一名在活動中所參與的比較次數不少於  n2log  次。 

 
證明 ： 在一種次數最少的比較法中，設每一隻猴子參與比較的次數最大值為 b，則由

前面的分析，第一名 A在活動中所參與的比較次數越多，表示被牠打敗的對手越多；這

時要確認第二名 B，所需考慮的對象就越多，這就是之前所歸納的最壞情況。因此，為

了處理最壞的情況，我們可將活動中所參與比較次數最多的一隻猴子與第一名 A之角色

互換，使得第一名在活動中所參與的比較次數儘可能的多，且全部的比較次數總和不變。

設第一名 A在活動中所參與的比較次數為b，且是最大的，則由對稱性可知：最多有2隻

猴子在活動中至少參與了b次的比較；同理，最多有 4隻猴子至少參與了 1−b 次的比較，

最多有8隻猴子至少參與了 2−b 次的比較；依此規律，我們可得：最多有 b2 隻猴子在活

動中至少參與了1次的比較。由於每一隻猴子至少都比較過一次，因此， bn 2≤ 。由此可

得：  nb 2log≥ 。 

 
利用上述性質及 P. Komjath 提出的對稱方法【4】，我們可以導出以下 )2,(nM 的一

般式。雖然 Komjath曾提出這項結果，但他的推導過程過於繁雜且有部分的估計數值並
不正確；因此，找出一個�簡單又完整的證明是值得的。 

 
定理 2：對每一個正整數 2≥n ，   2log)2,( 2 −+= nnnM 。 

 
證明 ： 令  na 2log= 。依對稱排法：有一種方法可在 1)1,( −= nnM 次比較後選出第一

名 A，而 A參與比較次數至多為a。因為第二名的 B一定是在這a場中被 A打敗，所以，

要選出 B僅需從這a隻猴子中選出最完美者，故利用定理 1，只要 1)1,( −= aaM 次比較

後，就可選出第二名B。也就是說，只要利用 )1()1( −+− an an +−= 2 次比較後，就可選

出前二名。因此， annM +−≤ 2)2,( 。另一方面，由性質 1，存在一種方法可在 1)1,( −= nnM
次比較後選出第一名 A，而 A參與的比較次數  nb 2log≥ 。以下，我們要計算全部活 

動中被打敗的次數。注意：在這被 A打敗的b隻猴子中 (例如：下圖中 ,4,3,8 === ban  
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71 , CBCA == ) 要選出第二名的 B，表示 B以外的 1−b  隻猴子 (如圖： 542 ,, CCC ) 在

與 B比較時或比較之前已被評過至少一次較不完美；換句話說，這 1−b  隻猴子被評過

至少兩次較不完美，才能選出 B。 

 
                                     C 1  
                           C 1       C 7  

                           C 1       C 4            C 7     C 7  

                       C 1                           C 7   

                                 C 4   
C 1       C 2  C 3    C 4   C5  C 6     C 7      C 8  

 
又在原來的 1−n 次比較中，有 bnbn −−=−− 1)1( 隻猴子 (如圖： 863 ,, CCC ) 在第一次比

較時就被評為較不完美。因此，加計 B被 A打敗一次，全部活動中被打敗的次數至少有 
bnbnb +−=+−−+− 21)1()1(2  次。故，可知：全部活動比較的總次數至少有 bn +− 2

次。因為 ab ≥ ，所以，比較的總次數至少需 an +− 2 次才行。於是，得 annM +−≥ 2)2,( 。

綜合以上所述，可知 +−=+−= 22)2,( nannM  n2log 。 

 
以下基本性質指出 ),( knM 具嚴格遞增性，而且也提供了一種遞迴的關係： 

 
【性質 2】 對正整數 1≥≥ kn ， kknMknMknM +≤+≤+ ),(),1(1),( 。 

 

由上面的遞迴關係，我們可以導出一個 ),( knM  的遞迴不等式： 

【性質 3】 對正整數 1≥> kn ，  
2

)1(
log),()1,( 2

+−+≤+ kk
nkknMknM 。 

證明 ：依對稱的排法，存在一種方法可在 1)1,( −= nnM 次比較後，選出第一名的猴子 A，

而 A所參與的比較次數至多為  na 2log= 。以 9=n ， 4=a 為例： 

 
                            a  

 

 

                     A 
則從被 A打敗的a隻猴子中，再 1−a 次的比較可選出第二名的猴子 B。因此， 

 
)1()1,()2,( −+≤ anMnM 。 

 
進一步分析，最多再 1)1(2 −−a 次比較後，就可選出第 3名的C  (下圖左)，故 

 
32)2,(1)1(2)2,()3,( −+=−−+≤ anManMnM 。 
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       1−a         1−a        2−a          1−a         3−a         1−a  

                              2−a                       2−a   

                                                       3−a  

    A               B      A            C   B       A        D  C   B 

 
同樣，最多再 1)2(2)1( −−+− aa  次的比較後，可選出第 4名猴子D  (上圖中)，再

1)3(2)2()1( −−+−+− aaa 次比較後，可選出第 5名 (上圖右)。依此規律，可推得一般

情形：對正整數 3≥k ， 

 
1)1(2)2()2()1(),()1,( −+−++−++−+−+≤+ kakaaaknMknM L 。 

再利用公式
2

)1(
21

+=+++ kk
kL ，可將上式簡化成 

2
)1(

),()1,(
+−+≤+ kk

kaknMknM 。 

 
由上面的遞迴關係，我們可導出一個 ),( knM 很好的上界： 

定理 3： 對正整數 1≥≥ kn ，  
6

)1()1(
log

2
)1(

1),( 2

+−−−+−≤ kkk
n

kk
nknM 。 

 

證明 ：對 1=k ，不等式顯然成立。對 2≥k ；令  na 2log= ，在性質 3中，k分別以

1,,3,2,1 −kL 代入，並將各式相加，可得 

)
2

)1(
631())1(321()1,(),(

−++++−−+++++≤ kk
aknMknM LL 。 

再利用以下公式化簡即可得證： 

2
)1(

21
+=+++ kk

kL  與 
6

)12)(1(
21 222 ++=+++ kkk

kL 。 

 

    特別地，當 3=k 時，我們終於獲得一個 )3,(nM 令人滿意的上界： 

 
定理 4： 對正整數 3≥n ，   5log3)3,( 2 −+≤ nnnM 。 

 
事實上，此一上界已經是很接近 )3,(nM ；為了確認 )3,(nM 的一般式，我們先對特別

的 an 2= 作確定工作。很幸運地，我們有： 

 

定理 5： 若 an 2= ，其中a為正整數，則   4log22)3,( 2 −++= aanM a 。 

證明 ：考慮對稱型態：第一輪用 121)1,( −=−= annM 次比較可確定第一名 A，此時，被
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A打敗的對象有a隻猴子。第二輪當我們要從這a隻猴子選出第二名 B時，依對稱排法，
再比較 1)1,( −= aaM 次可選出 B，其中B最多比較  a2log 次。又第一輪中被B打敗的猴

子最多有 1−a 隻，故從這兩輪被B打敗的  aa 2log1+− 隻猴子中可選出第三名C，此步

驟需要  aa 2log2 +− 次的比較。因此， 

    4log22)log2()1()12()3,( 22 −++=+−+−+−≤ aaaaanM aa 。 

                            B       A 

                                      

             3=a  

 

                     A                             B 

 
反之，由  na 2log= 及性質1、定理 1、定理 2，一種好方法都可假設在 1−n 次比較後才

可選出第一名 A (否則與定理1矛盾)，再 1−b 次比較後才可選出第二名，其中 b表示 A參

與的比較次數，而 ab ≥ (若 ab < ，則只要 2−+ bn 次比較就可選出前二名，此與定理2矛

盾)。當我們要再選出第二名與第三名時， 由於第二名 B一定是要從被 A打敗的b隻猴子
中選出，故再依性質1，存在一種好方法可在 1−b 次比較後選出 B，而 B參與的比較次數

 bc 2log≥ 。由於選 A過程中最多有 1−b 猴子被 B打敗，因此，前後被 B打敗的對象最

多有 cb +− 1 隻猴子相互未比較過，故最壞的情況就是從這 cb +− 1 隻猴子中選出第三名

C，此步驟最少需要 cb +− 2 次的比較。因此， 

             4log22)2()1()1()3,( 2 −++≥+−+−+−≥ aacbbnnM a 。 

特別地， 當 12 += an 時，我們有：   2)1(log22)3,2( 2
11 −+++= ++ aaM aa 。因此， 

對每一正整數 a，可得： 

[ ] [ ]     =−++=−−− ++ aaMM aaaa
22

11 log)1(log222)3,2()3,2(  2  或 3。 

由此可知：當 n  從 a2  到 12 +a  時， )3,(nM  的值從 )3,2( aM  到 )3,2( 1+aM  中就多出

了 2個 (當 pa 2≠ )或 3個 (當 pa 2= ) 自然數。於是，我們將利用挾擠性以確定出區間
]( 12,2 +aa 內哪些對應的數應該被排除。為達此目標，我們彷定理5的討論可進一步獲得以

下幾個性質： 

【性質 4】 對每一個正整數 a，   2)1(log22)3,12( 2 −+++=+ aaM aa 。 

證明 ：令 12 += an ，則   1log 2 += an 。彷前面的分析，僅需考慮下圖型態：第一輪

比較 annM 21)1,( =−= 次可確定第一名 A，此時，被 A打敗的對象有 1+a 隻猴子。第二

輪我們從這 1+a  隻猴子中再比較 a  次可選出第二名 B，其中 B至少比較  )1(log 2 +a

次。又第一輪中被 B  打敗的猴子最多有 1−a  隻，故這兩輪被 B打敗的猴子中最多有
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 )1(log1 2 ++− aa 隻相互未比較過，且從這些猴子中可選出第三名C，此步驟最少需要

 )1(log2 2 ++− aa 次的比較。因此， 

    2)1(log22))1(log2(2)3,( 22 −+++=++−++= aaaaanM aa 。 

                        A    B 

    3=a  

                                   

 

                   

                   A                              B 

【性質 5】 對每一個正整數 a，   3)1(log222)3,22( 2
11 −++++=+ −− aaM aaaa 。 

證明 ：令 122 −+= aan ，則   1log 2 += an 。彷前面的分析，僅需考慮下圖型態：第一

輪用 1221)1,( 1 −+=−= −aannM 次比較可確定第一名 A，此時，被 A打敗的對象有 1+a 隻

猴子。第二輪從這 1+a 隻猴子中再比 a次可選出第二名 B，其中B至少比較  )1(log 2 +a

次。又第一輪中被 B打敗的猴子最多有 1−a 隻，故這兩輪被 B打敗的猴子中，最多會有

 )1(log1 2 ++− aa 隻相互未比較過，且從這些猴子中可選出第三名C，此步驟最少需要

 )1(log2 2 ++− aa 次的比較。因此， 

    3)1(log222))1(log2()122()3,( 2
1

2
1 −++++=++−++−+= −− aaaaanM aaaa 。 

                  B        A 

                                      

3=a  

 

 

        A                                    B 

 

【性質 6】 對每一個正整數 a，   1)1(log222)3,122( 2
11 −++++=++ −− aaM aaaa 。 

證明 ：令 122 1 ++= −aan ，則   1log 2 += an 。彷前面的分析，僅需考慮下圖型態：第

一輪比較 1221)1,( −+=−= aannM  次可確定第一名 A，此時，被 A打敗的對象有 1+a 隻

猴子。第二輪我們從這 1+a  隻猴子中，再比較 a次可選出第二名 B，其中 B至少比較

 )1(log 2 +a 次。又第一輪中被 B打敗的猴子最多有a隻，故這兩輪被 B打敗的猴子中最

多有  )1(log 2 ++ aa 隻相互未比較過，且從這些猴子中可選出第三名C，此步驟最少需

要  )1(log1 2 ++− aa 次的比較。因此， 

    1)1(log222))1(log1()22()3,( 2
1

2
1 −++++=++−+++= −− aaaaanM aaaa 。 
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                   B            A 

                                       

3=a  

 

                   A                                    B 

 
以下，我們將利用挾擠性質、 )3,(nM  的嚴格遞增性及上面的幾個性質，以確定出 

)3,(nM  的一般公式。 

 

定理 6：對每一個正整數 3≥n ，      nnnnnM ε+−++= 5logloglog2)3,( 222 ，其中調

整誤差 nε  滿足：若 122 +≤< aa n ，則 

當 1222 −+≤< aaa n 時， 0=nε ；當 11 222 +− ≤<+ aaa n 時， 1=nε 。 

 

證明 ：對每一個正整數 3≥n ，都可以找到正整數 a， 滿足： a2 < 12 +≤ an 。若以對數

來表示a，則   1log 2 −= na 。 

 

(i) 當 12 += an  時，由性質 4知： 

  2)1(log22)3,( 2 −+++= aanM a      nnnn ε+−++= 5logloglog2 222 ，其中 0=nε 。 

(ii) 當 122 −+= aan  時，由性質 5知： 

  3)1(log222)3,( 2
1 −++++= − aanM aa      nnnn ε+−++= 5logloglog2 222 ，而 0=nε 。 

(iii) 當 n  從 12 +a  到 122 −+ aa  時 ，共有 12 −a  個自然數，由 (i) 及 (ii) 知：對應的
)3,(nM  值也共有 12 −a  個自然數。因為 )3,(nM  是嚴格遞增的正整數數列，所以，當 

122,,22,12 −+++= aaaan L  時， )3,(nM  值恰好一一對應到 )3,12( +aM 與 )3,22( 1−+ aaM
之間的自然數；此情況下：      nnnnnM ε+−++= 5logloglog2)3,( 222 ，其中 0=nε 。 

 

(iv) 當 122 1 ++= −aan  時，由性質 6知： 

  1)1(log222)3,( 2
1 −++++= − aanM aa      nnnn ε+−++= 5logloglog2 222 ，而 1=nε 。 

(v) 當 n  從 122 1 ++ −aa  到 12 +a  時，共 12 −a  個自然數， 由(iv)及定理 5 知： 對應 
的 )3,(nM 值也共有 12 −a  個自然數。因為 )3,(nM 是嚴格遞增的正整數數列，所以，當 

111 2,,222,122 +−− ++++= aaaaan L 時， )3,(nM 值恰好分別一一對應到 )3,122( 1 ++ −aaM

與 )3,2( 1+aM 之間的自然數；此情況下：      nnnnnM ε+−++= 5logloglog2)3,( 222 ，其

中 1=nε ；本定理得證。 
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由上面的研究過程中，我們可確定出 )3,(nM 的數值所分佈出來的數，在自然數系中缺

少了 1、2、4、6、7、10、13、18、23、24、 … .。這些「缺席數」在尋找 )3,(nM 一般式

的過程中，扮演了相當重要的角色。利用「缺席數」的特性，我們將進一步研究 )4,(nM

的規律；彷定理5，我們先處理 an 2=  的情形。考慮對稱型態：第一輪比較
121)1,( −=−= annM 次可確定第一名 A，此時，被 A打敗的對象有a隻猴子。第二輪從

這a隻猴子選出第二名 B，依對稱排法，再比較 1)1,( −= aaM 次可選出 B，其中B最多比

了  a2log  次。又第一輪中被 B打敗的猴子最多有 1−a 隻，故從這兩輪被 B打敗的

 aa 2log1+− 隻猴子中可選出第三名C，再依對稱排法，只要比較  aa 2log2 +− 次就可

選出第三名C，而C最多比了   )log1(log 22 aa +− 次。又第一輪中被C打敗的猴子最多

有 2−a 隻，故前後被 C  打敗的猴子最多有   )log1(log2 22 aaa +−+− 隻，從中可選

出第四名D，此步驟需要   )log1(log3 22 aaa +−+−  次比較可完成。因此， 

    ))log1(log3()log2()1()12()4,( 222 aaaaaanM a +−+−++−+−+−≤  

     7)log1(loglog32 222 −+−+++= aaaaa 。 

 

                     A           C 

 

                                  B 

 

 

 

      

        A                  C                                  B 

 
上面的不等式顯示出 )4,2( aM 的一個上界，事實上，它也是最小的上界： 

 
定理 7： 若 an 2= ，其中a為正整數，且 2≥a ，則

     7)log1(loglog32)4,( 222 −+−+++= aaaanM a 。 

證明 ：僅需證明      7)log1(loglog32)4,( 222 −+−+++≥ aaaanM a 。由性質1、定理1

及定理2，一種好方法都可假設在 1−n 次比較後才可選出第一名 A，再 1−b 次比較後才

可選出第二名，其中b表示 A所參與的比較次數，而 ab ≥ 。同理，當我們從被 A打敗的 b

隻猴子中要選出第二名 B時，依性質1，存在一種好方法可在 1−b 次比較後選出 B，而 B
所參與的比較次數  bc 2log≥ 。由於選 A的過程中最多有 1−b 隻猴子被 B打敗，因此，

前後被 B打敗的對象最多有 cb +− 1 隻猴子相互未比較過，故最壞的情況就是從這

cb +− 1 隻猴子中選出第三名C，此步驟最少需要 cb +− 2 次的比較，而C所參與的比較



 12 

次數  )1(log 2 cbd +−≥ 。又在選 A的過程中最多有 2−b 隻猴子被C打敗，故前後被C打

敗的對象最多有 db +− 2 隻猴子相互未比較過，故最壞的情況就是從這 db +− 2 隻猴子中

選出第四名D，此步驟最少需要 db +− 3 次的比較。因此， 

732)3()2()1()1()4,( −+++=+−++−+−+−≥ dcbdbcbbnnM a   

     7)log1(loglog32 222 −+−+++≥ aaaaa 。 

                 

特別地， 當 12 += an  時，可得：

     4))1(log(log)1(log32)4,( 222
1 −++++++= + aaaanM a 。  

 
注意：      )log1(log))1(log(log 2222 aaaa +−−++   

=  0  (當 42 ≥= pa ，或 pa 2≠ 且 )Xa ∉  或 1 (當 2=a ，或 pa 2≠ 且 )Xa ∈ 。 

其中集合 { },.....249,122,59,28,13,6,3=X ，即 X 的元素可以數列 na 表示 ： 31 =a ，且滿

足遞迴式 22 1 −+= − naa nn 。由這些關係式，我們發現： 

[ ] [ ]aaaa MM 22)4,2()4,2( 11 −−− ++  

= 5(當 2=a )或 4 (當 42 ≥= pa )或 4 (當 pa 2≠ 且 Xa ∈ )或 3 (當 pa 2≠ 且 Xa ∉ )。 

 
因此，當 n  從 a2  到 12 +a  時， )4,(nM 的值從 )4,2( aM  到 )4,2( 1+aM 中就有5或4或 3

個自然數是必須要被排除掉的。於是，彷照前面的推導方式，我們進一步獲得以下類似

的性質： 

 

【性質 7】若 12 += an ，則

     5))1(log1(log)1(log32)4,( 222 −++−++++= aaaanM a 。 

【性質 8】若 222 −+= aan ，則 

     6))1(log1(log)1(log322)4,( 222
2 −++−+++++= − aaaanM aa 。 

【性質 9】若 122 2 ++= −aan ，則 

     4))1(log1(log)1(log322)4,( 222
2 −++−+++++= − aaaanM aa 。   

【性質 10】若 122 −+= aan ，則 

     5))1(log1(log)1(log322)4,( 222
1 −++−+++++= − aaaanM aa 。  

【性質 11】若 122 1 ++= −aan ，則 

     3))1(log(log)1(log322)4,( 222
1 −+++++++= − aaaanM aa 。 
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於是，彷定理 6的推導方式，我們可以完全確定出n在每一區間 ( ]12,2 +aa  中對應的
)4,(nM 之值。綜合以上分析，可得： 

 

定理 8：對每一個正整數 4≥n ， 

 

           nnnnnnnM δ+−−++++= 9)2logloglog(loglogloglog3)4,( 2222222 ， 

其中調整誤差 nδ  滿足： 34 =δ ；且若 122 +≤< aa n ，其中 2≥a ，則 

當 2222 −+≤< aaa n 時， 0=nδ ； 

當 12 2222 −− +≤<+ aaaa n 時， 1=nδ ； 

當 11 222 +− ≤<+ aaa n 且 Xa ∉ 時， 2=nδ ； 

當 11 222 +− ≤<+ aaa n 且 Xa ∈ 時， 3=nδ ； 

而集合 { } naX == ,...122,59,28,13,6,3  滿足： 31 =a  且 22 1 −+= − naa nn 。 

 

伍、演算法與實例說明： 

 
除了運用前面推導出來的公式外，為了便於計算，我們也可依以下的演算法來找出

),( knM 的值： 

【演算法】給定正整數 n，找出整數a滿足： 122 +≤< aa n ，即   1log 2 −= na 。 

【步驟一】 依對稱排法先將 a2 隻猴子平均分配在左右兩分枝，而第一名 A與第二名 B各

據一方；其餘 an 2− 隻猴子依下列情況分配： 

          情況 1：若 1222 −+≤< aaa n ，則將其餘 an 2− 隻猴子全部分到與 A同側的分枝。 

情況 2：若 11 222 +− ≤<+ aaa n ，則將其中 12 −a 隻猴子分到與 A同側的分枝，而

其餘 122 −−− aan 隻猴子分到與 B同側的分枝。 

 
※ 不論哪一種情況，第一輪 1−n 次比較後可選出 A，而 A比了   1log 2 += an 次；同時，

B比了a次(情況1)或 1+a 次(情況2 )，其中一次是 B被 A打敗。 

 
【步驟二】將被 A打敗的 1+a 隻猴子再依對稱排法進行第二輪的比較，經a次比較後可選

出 B，而 B比了  )1(log 2 +a 次。 
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【步驟三】將第一輪與第二輪被 B打敗的  )1(log 2 ++ ab  隻猴子再依對稱排法進行第 

三輪的比較，經   1)1(log 2 −++ ab  次比較後可選出第三名C， 而C比了

  ))1(log(log 22 ++ ab 次，其中 1−= ab (情況1)或 ab = (情況2 )。 

 
【步驟四】將第一輪與第三輪被C打敗的   ))1(log(log1 22 +++− aba 隻猴子再依對稱排

法進行第四輪比較，經   ))1(log(log2 22 +++− aba 次比較後可選出第四名

D。 

 

【實例說明】 若想從 25隻猴子中，採用兩兩比較的方式選出前三名(優等)及第四名(佳

作)，則最少需要進行幾次的比較才能完成呢？ 

 

注意： 12225 1 ++== −aan ，其中 4=a ，而   5log 2 =n ， 4== ab (情況 2 )。 

        C 

 

                    B               A 

 

                       

                                                        B 

                                                             B 

         A                                                          B 

A                                                                   B   

                                                           

  A                                      C       D                        B    

                     
(1) 第一輪 241 =−n  次後可選出第一名 A，故 24)1,25( =M 。若直接由定理1，則 

24125)1,25( =−=M 。 

 
(2 ) 第二輪再比 4=a  次後就可選出第二名 B；因此， 28424)2,25( =+=M 。若直接由

定理2，則 285225)2,25( =+−=M 。 

 
(3 ) 第三輪比   61)1(log 2 =−++ ab  次可選出第三名C；故 34628)3,25( =+=M 。若直

接由定理6，則 1=nε ，且 341535225)3,25( =+−+×+=M 。    

   
(4 ) 第四輪再比    5))1(log(log2 22 =+++− aba  次後就可選出第四名D；因此，

39534)4,25( =+=M 。 若直接由定理8，則 2=nδ ，且 

3929335325)4,25( =+−++×+=M 。 



 15 

陸、結論與研究心得 ： 

 
(一) 本作品中利用對稱性原理來處理 ),( knM 的估計問題，並循序漸近而導出

)1,(nM 、 )2,(nM 、 )3,(nM 、 )4,(nM 的一般公式；同時，我們也提出一種便

於直接計算的演算法。事實上，在研究過程中我們發現：「缺席數」的存在性；

並經由每一區間 ( ]12,2 +aa  內確認出「缺席數」的落腳處而導出 )3,(nM 的一

般式。在推導的過程中，「缺席數」確實扮演了相當重要的角色；這種有趣的

「缺席數」對進一步研究 )4,(nM ，乃至於 ),( knM 的一般式，都有其重要的

參考價值，也是值得將來繼續探討與研究的課題。 

 

(二) 如果從 n  隻猴子中，除了要選出前 k  名完美的猴子之外，評審們還想要
選出最需要安慰的最後一名猴子，設最少需要比較的次數以 ),( knN  表示，

則可先選出前 k  名後，再從其餘的 kn −  隻猴子中選出最後一名，由此可
得出規律： 對正整數 1≥> kn ， 1),(),( −−+≤ knknMknN 。在  

1994年，P. Komjath【4】證明了： 



 −+−=

2
1

1)1,(
n

nnN ，其中  x  表示不

大於 x的最大整數。實際上，在處理 ),( knN 的上界時，對稱性原理不再適用

了，因此，要導出 ),( knN 的一般式仍有待將來進一步去克服它。 
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相關操作次數對照表 

總 數 
n  

 
)1,(nM  

 
)2,(nM  

 
)3,(nM  

 

nε  
 

)4,(nM  
 

nδ  
對   數 

 n2log  

1 0 x x x x x 0 

2 1 1 x x x x 1 

3 2 3 3 0 x x 2 

4 3 4 5 1 5 3 2 

5 4 6 8 0 9 0 3 

6 5 7 9 0 11 1 3 

7 6 8 11 1 13 2 3 

8 7 9 12 1 14 2 3 

9 8 11 14 0 16 0 4 

10 9 12 15 0 17 0 4 

11 10 13 16 0 19 1 4 

12 11 14 17 0 20 1 4 

13 12 15 19 1 23 3 4 

14 13 16 20 1 24 3 4 

15 14 17 21 1 25 3 4 

16 15 18 22 1 26 3 4 

17 16 20 25 0 29 0 5 

18 17 21 26 0 30 0 5 

19 18 22   27 0 31 0 5 

20 19 23   28 0 32 0 5 

21 20 24   29 0 34 1 5 

22 21 25   30 0 35 1 5 

23 22 26   31 0 36 1 5 

24 23 27 32 0 37 1 5 

25 24 28 34 1 39 2 5 

26 25 29 35 1 40 2 5 

27 26 30 36 1 41 2 5 

28 27 31 37 1 42 2 5 

29 28 32 38 1 43 2 5 

30 29 33 39 1 44 2 5 

31 30 34 40 1 45 2 5 

32 31 35 41 1 46 2 5 

64 63 68 75 1 81 2 6 
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相關缺席數對應表 
n  )1,(nM  )2,(nM  )3,(nM  

pa 2=  

)3,(nM  
pa 2≠  

a2  

↓  

12 +a  

 缺 

1 
數 

缺 

2 
數 

缺 

1 
數 

M      
222 −+ aa  

↓  

122 2 ++ −aa  

    

M      
122 −+ aa  

↓  

122 1 ++ −aa  

  缺 

1 
數 

缺 

1 
數 

M      
12 +a      

缺  席  數  總  數 0 1 3 2 

 

 

 

    

n  )4,(nM  

2=a  

)4,(nM

42 ≥= pa  

)4,(nM

Xaa p ∈≠ ,2  

)4,(nM

Xaa p ∉≠ ,2  
a2  

↓  

12 +a  

缺 

3 
數 

缺 

2 
數 

缺 

1 
數 

缺 

1 
數 

M      
222 −+ aa  

↓  

122 2 ++ −aa  

缺 

1 
數 

缺 

1 
數 

缺 

1 
數 

缺 

1 
數 

M      
122 −+ aa  

↓  

122 1 ++ −aa  

缺 

1 
數 

缺 

1 
數 

缺 

2 
數 

缺 

1 
數 

M      
12 +a      

缺  席  數  總  數 5 4 4 3 

 



評 語 

030411國中組數學科 佳作 

選美大會 

作品運用演算法則探討n個對象評比的方法，作者藉由教材

中「樣式與規律」學到技巧尋找可能的上界並猜測最小上

界，過程具邏輯程序，頗能表達理論與實用的相關性。 




