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三足鼎立－－定點與兩圖形上動點可否形成正三角形的探討 

 

壹、摘要 

由一道數學習題的啟發，讓我們聯想到由一定點與兩圖形上動點作正三角形的問題。為

了方便問題的解決，不妨就定點與兩圖形的位置關係逐一討論，我們發現了過定點作正三角

形的各種可能，其解包括四解、三解、二解、一解或無解。而從這一系列問題所研究出來作

正三角形的方法，並利用判別「直線與圓、圓與圓」交點數的式子，正可以解決「定點落在

哪些區域可作的正三角形會有多少解」的問題。 

 

貳、研究動機 

在第五冊數學 3-2 綜合證題法的習題中，有如下的問題： 

如圖， AB 、CD 為兩條登山步道，套色部分為長方形空地；

為了旅客休憩的方便，希望在這塊空地上興建涼亭；此涼亭

要與 AB 、CD 兩道路的垂直距離相等，請你畫出涼亭的大概

位置，並說明為什麼？  

O

C

D

A

B

由這個問題的啟發，讓我們聯想到另一個問題：如果

涼亭已經蓋好了，可否在 AB 、CD 兩條登山步道上各找一個地點，使得涼亭與這兩個地點恰

好形成一正三角形？又若將這兩條步道改變相交位置，或者將步道其一或兩者改成圓形，那

麼，可否同樣地在兩步道上各找一個地點和涼亭構成一正三角形呢？  
 

參、研究目的 

利用尺規及 GSP 軟體來探討定點與兩圖形上動點可否形成正三角形的問題，並研究其

解的可能狀況。 

 

肆、研究器材 

紙、直尺、圓規、電腦軟體：Geometer’s Sketchpad 4.0（GSP） 
 

伍、研究過程 

為了探討這一系列問題，我們不妨就定點與兩圖形的位置關係逐一討論如下： 
 

 - 1 -



一、 AB 和CD 平行 

求作正△PQR，使它的頂點 Q、R 分別在 AB 、CD 上。 

（一）如圖， 假設 P 點在 AB 、CD 的內側。 LM
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【作圖】1.過 P 作 CDPE ⊥ 於 E，以 PE 為邊，在 PE 的一側作正△PEF。 

2.過 F 作直線 PFL ⊥ 於 F，交 AB 於 Q 點，以 FQ 為半徑，以 E 為圓心畫圓，

交CD 於 R 和 R'，連接 PQ 、QR 、 RP ，則△PQR 即為所求。 

3.同理，可在 PE 的另一側作出△ 。

 
【證明】1.在△PER 和△PFQ 中，∵

 PQ'R'  

PFPE = ，

∠PER＝∠PFQ＝90°， FQER  

PER △PFQ（SA

L

R

Q

F
E

P

A

DC

B= ，

∴△ S）。 

2.

≅

∵△PER △PFQ，∴≅ PQPR = ， 

∠EPR  FPQ 得∠EPR－∠

－∠ RPQ＝∠

3.

＝∠ ，推 FPR
＝∠FPQ FPR，即∠ EPF
＝60°。 

∵ PQPR = RP且∠ Q＝60°，∴△PQR

 
 

【討論】正△PEF 可能在

為正三角形。

PE 的兩側作出，而 PF 的垂線 L 和CD、 AB 都成 60°交角，

必同時和CD 、 AB 相交，故本題必有兩解且必全等。 
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（二）如圖，假設 P 點在 AB 、CD 的外側。 
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【作圖】同上題作法。 
 
【證明】1.同上題可利用 SAS 證明△PER≅ △PFQ。 

2.∵△PER △PFQ，∴≅ PQPR = ，∠EPR＝∠FPQ， 

推得∠EPR－∠EPQ＝∠FPQ－∠EPQ，即∠RPQ＝∠EPF＝60°。 

3.在△PQR 中，∵ PQPR = 且∠RPQ＝60°，∴△PQR 為正三角形。 

 
【討論】同上題討論，本題可作的正三角形必有兩解且全等。 

 

二、 AB 和CD 相交 

如圖， 假設 P 點在 AB 、CD 之間，求作正△PQR，使它的頂點 Q、R 分別在 AB 、

CD 上。 
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【作圖】同一（一）的作法。 
【證明】同一（一）的證明。 

【討論】同一（一）的討論，（1）若 AB 、CD 的交角不是 60°，則直線 L、M 必與 AB

相交，所以可作的正三角形必有兩解，但不全等；（2）若 AB 、CD 的交角
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是 60°，則直線 L、M 恰有一直線與 AB

平行，所以可作的正三角形只有一解。 M

L
R'

Q'

G

FE

O
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D

A

B

P

 

若將 AB 改成圓 O，我們可以考慮圓 O 與

CD 的相交狀況如下： 

 

三、圓 O 和CD 不相交 

求作正△PQR，使它的頂點 Q、R 分別在圓 O 和CD 上。 

（一）如圖，假設 P 點在圓 O 外且和圓 O 在CD 同側。  

 

【作圖】1.過 P 作
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CDPE ⊥ 於 E，以 PE 為邊長，在 PE 的一側作正△PEF。 

2.過F作直線 PFL ⊥ 於F，交圓O於Q和Q'兩點，以 FQ 為半徑，以E為圓心畫

圓，交CD 於R和R1，連接 PQ 、QR 、 RP ，則△PQR即為所求。 

3. 可以

 

【證明】1.在△PER 和△PFQ 中，∵

同理， 作出△PQ'R'。 

PFPE = ，∠PER＝∠PFQ＝90°， FQER = ， 

 

2.∵△ △ ，∴

∴△PER≅ △PFQ（SAS）。
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PER PFQ≅ PQPR = ，∠EPR＝∠FPQ，推得∠EPR＋∠FPR＝

RPQ＝∠∠FPQ＋∠FPR，即∠ EPF＝60°。 



3.∵ PQPR = 且∠RPQ＝60°，∴△PQR

為正三角形。 
LM

R'R2 R1

Q2

Q1

G
R

Q

Q'

F
E

P

DC

O

        PEF【討論】正三角形 可能在 PE 的兩側作

出，而 PF 的垂線和圓 相交狀況可

因此本題可能有四解、三解、兩解、

一解或無解。 

O
能有不相交、相切和相交兩點三種，

 
 

（二）如圖，假設 P 點在圓 O 內。 

 

本題也可能有四解

 

（三）如圖，假設 P 點在圓 O 外且和圓 O 在
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【作圖】同上題作法。 
【證明】同上題證明。 

、三解、兩解、一解或無解。 【討論】同上題的討論，

CD 異側。 

 
 

題也可能

一解或無

 

 
 
 
 
 
 
 

【作圖】同三（一）的作法。 
【證明】同三（一）的證明。 
【討論】同三（一）的討論，本
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解。 有四解、三解、兩解、

 



CD

 

四、圓 O 和 相切 

求作正△PQR，使它的頂點 Q、R 分別在圓 O 和CD 上。 

在（一）如圖，假設 P 點在圓 O 外且和圓 O CD 同側。  

 
 

作

證明】同三（一）的證明。 
題也可能

一解或無解

在點 P 很靠近圓 O 與

 
 
 
 
 

圖】同三（一）的作法。 【

【

【討論】同三（一）的討論，本

有四解、三解、兩解、 。特別一提的，四解、三解的狀況只出現

CD 的切點時。 

 
（二）如圖，假設 P 點在圓 O 內。 

 

明】同三（一）的證明。 
的討論，本題也可能有
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【作圖】同三（一）的作法。 
【證

【討論】同三（一） 四解、三解、兩解、一解或無解。 
 
（三）如圖，假設 P 點在圓 O 外且和圓 O

在CD 異側。 
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【作圖】同三（一）的作法。 
【證明】同三（一）的證明。 
【討論】同三（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 

五、圓 O 和

 

CD 相交兩點 

、R 分別在圓 O 和CD求作正△PQR，使它的頂點 Q 上。 

（一）如圖，假設 P 點在圓 O 外且和圓 O 大部分在CD 同側。  

 
 
 
 
 
 

O

 
【作圖】同三（一）的作法。 
【證明】同三（一）的證明。 
【討論】同三（一）的討論，本題也可能

有四解、三解、兩解、一解或無

解。 
 

（二）如圖，假設 P 點在圓 O 內且和圓 大部分在CD 同側。 
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C D

【作圖】同三（一）的作法。 
【證明】同三（一）的證明。 
【討論】同三（一）的討論，本題也可能

有四解、三解、兩解、一解或無

解。 
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（三）如圖，假設 P 點在圓 O 外且和圓 O 大部分在CD 異側。 

 

 

作圖】

證明】同三（一）的證明。 
討論】同三（一）的討論，本題也可能

有四解、三解、兩解、一解或無

解。 
 

O

O

 
 

 
 
 
【 同三（一）的作法 
【

【

（四）如圖，假設 P 點在圓 O 內且和圓 大部分在CD 異側。 

 
 

 
 
 

 

 
 
 

【作圖】同三（一）的作法 
【證明】同三（一）的證明。 
【討論】同三（一）的討論，本題可作的正三角形必有四解。 

 
 

（五）特別地，若CD 正好通過圓心 O，如左圖， P 點在圓 O 外，本題可作的正三

、兩解、一解或無解；如右圖， P 點在圓 O 內，本題角形也可能有四解、三解

可作的正三角形必有四解。 
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無解。

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

綜合以上圓與直線的位置關係，可作的正三角形有四解、三解、兩解、一解或

為了進一步了解定點 P 的位置與正三角形解的關係，我們不妨將圓 O、CD 和

定點 P 畫在直角坐標平面上，如下圖： 
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設圓 O 的圓心為（0，k），圓 O 的半徑為 r，
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CD 為 x 軸，定點 P 為（a，b），則

PE ＝（0，－b）  
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故直線 L 的方程式為

)
2
3(

2

bax

by

+−

−
＝ 3 ，整理得 baxy −−= )(3  

要了解直線 L 和圓 O 的相交狀況 

須考慮
⎩
⎨
⎧

−−=
=−+

baxy
rkyx

)(3
)( 222

，得 222 ])(3[ rkbaxx =−−−+ ，即

222 )]()(3[ rkbaxx =+−−+ ，整理得 

222 )3()3(324 rkbaxkbax −+++++− ＝0， 

判別式 D＝ ])3[(16)3(12 222 rkbakba −++−++  

＝ )23)(23(4 rkbarkba −+++++−  

若設直線L1為 023 =+++ rkyx ， L2為 023 =−++ rkyx ，則L1// L2，並與x軸

正向夾 120°。 
 

同理可以求得直線 M 的方程式為 baxy −−−= )(3  

要了解直線 M 和圓 O 的相交狀況，須考慮
⎩
⎨
⎧

−−−=
=−+

baxy
rkyx

)(3
)( 222

，整理得 

222 )3()3(324 rkbaxkbax −−−+−−− ＝0， 

判別式 D＝ ])3[(16)3(12 222 rkbakba −−−−−−  

＝ )23)(23(4 rkbarkba −−−+−−−  

若設直線M1為 023 =+−− rkyx ， M2為 023 =−−− rkyx ，則M1// M2，並與x

軸正向夾 60°。 
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將直線L1、L2、M1、M2畫在坐標平面上，如下圖： 

 

 

仿照上述的方法，我們也可以畫出其它相交狀況的「正三角形解分布圖」。 
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【直線與圓相切時的正三角形解分布圖】 
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【直線與圓相交兩點時的正三角形解分布圖】 
 

【直線與圓相交兩點且通過圓心時的正三角形解分布圖】 
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若將登山步道 AB 改成圓O1，CD 改成圓O2，我們可以考慮圓O1與圓O2的相交狀況

如下： 
 

六、兩圓O1和O2外離 

 
求作正△PQR，使它的頂點Q、R分別在圓O2和O1上。 
 

（一）如圖，假設P點同時在兩圓O1和O2外。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【作圖】1.連接

O2O1

P

R1

R

R'

Q'

Q

A
O1

O2

P

PO1 ，以 PO1 為邊長，在 PO1 的一側作正△O1AP。 

圓心 1 2

心，

2.以A為 ，以圓O 的半徑為半徑畫圓， 交圓O 於Q和Q'點，再以P為圓

PQ 為半徑，交圓O1於R和R1，連接 PQ 、QR 、 RP ，則△PQR即為所

3.同理也可以作出△PQ'R'。 

1.

求。 

 

ROAQ【證明】 連接 、 1 。 

PA ＝ 1PO ， PQ ＝ PRAQ ＝ RO12.在△PAQ和△PO1R中，∵ ， ， 

∴△PAQ △PO1R（SSS）。 
3.∵△PAQ △PO1R，∴∠APQ＝∠O1PR，推得 
∠APQ＋∠O1PQ＝∠O1PR＋∠O1PQ，即∠RPQ＝∠O1PA＝60°。 

4.∵

≅

≅

PQ ＝ PR 且∠RPQ＝60°，∴△PQR 為正三角形。 

【討論】正△O1AP可能在

 

PO1 的兩側作出，而以A為圓心，以圓O1的半徑為半徑畫圓，

2

解、三解、兩解、一解或無解。 
和圓O 的相交狀況可能有不相交、相切和相交兩點三種，因此本題可能有四
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（二）如圖 一圓內。 
 
 
 
 

 
 
 

【作圖】同上題作法。

【證明】同上題證明。

【討論】同上題的討論

 
 

七、兩圓O1和O2外切 

 

求作正△PQR
 

（一）如圖，假設 點同時在兩圓 1和 2外。
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，假設P點在兩圓O1和O2其中

 

 
 

，本題也可能有四解、

三解、兩解、一解或無解。 

，使它的頂點Q、R分別在圓O2和O1上。 

P O O   
 

 
 
 
 
 

【作圖】同六（一）的作法。 
【證明】同六（一）的證明。 
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【討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。特別一

解的狀況只出現在點 P 很靠近兩圓切點時。 

 
 
 
 
 
 
 

【作圖】同六（一）的作法。 
【證明】同六（一）的證明。 
【討論】同六（一）的討論，本題也可能

有四解、三解、兩解、一解或無

解。 

八、兩圓O1和O2相交兩點 

、R分別在圓

（一）如

 
 

現在點 P 很靠近兩圓交點時。 

 

 

 

提的，四解、三

 
（二）如圖，假設P點在兩圓O1和O2其中一圓內。 

O

R2

R1

R'

R

Q2

Q1

Q'

Q

B

A

P O2O1

 
 

 
求作正△PQR，使它的頂點Q O2和O1上。 
 

圖，假設P點同時在兩圓O1和O2外。  

 
 
 
 
 
 
 

【作圖】同六（一）的作法。 
【證明】同六（一）的證明。 
【討論】同六（一）的討論，本題也可能有

提的，四解、三解的狀況只可能出

四解、三解、兩解、一解或無解。特別一

 

O1 O2

P
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P
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R
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Q
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B P

O2O1
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（二）如圖，假設P點在兩圓O1和O2其中一圓內。 
 
 
 

【作圖】同六（一）的作法。 
【證明】同六（一）的證明。 
【討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 

圓O1和O2內。 
 
 
 
 
 

 
 

九、兩圓O1和O2內切 

求作正△PQR，使它的頂點Q、R分別在圓O2

 
（一）如圖，假設P點同時在兩圓O1和O2外。

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
（三）如圖，假設P點同時在兩

 
 

【作圖】同六（一）的作法。 
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R

【證明】同六（一）的證明。 
【討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 

 

和O1上。 
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【作圖】同六（一）的作法。 
【證明】同六（一）的證明。 
【討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 

（二）如圖，假設P點在兩圓O1和O2之間。 

 
 
 

的作法。 

討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 
 

（三）如圖，假設P點同時在兩圓O1和O2內。 

【作圖】同六（一）的作法。 

也可能有四

 
十、兩圓O1和O2內離 

求作正△ 、R分別在圓O2和

 
（一）如圖，假設P點同時在兩圓O1和O2

外。  

 
 

 

 
 
 

 
【作圖】同六（一）

【證明】同六（一）的證明。 
【

 
 
 
 
 
 
 

【證明】同六（一）的證明。 
【討論】同六（一）的討論，本題 解、三解、兩解、一解或無解。 

 
PQR，使它的頂點Q O1上。 

 
 
 

【作圖】同六
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一）的作法。 

【討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 

（二）如圖，假設 2之間。 

 
 
 

【作圖】同六（一）的作法。 
的證明。 

【討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 
 
（三）如圖，假設P點同時在兩圓O1和O2內。 

 
 

 
同六（一）的作法。 

 
十一、兩圓O

求作正△PQR，使它的頂點Q、R分別在圓O2和

（一）如圖，假設P點同時在兩圓O1和O2外。  

 

（

【證明】同六（一）的證明。 

 
P點在兩圓O1和O

R'

R1
R2

R

Q1

Q2

 
 
 
 

【證明】同六（一）

 
 
 
 
 

【作圖】

【證明】同六（一）的證明。 
【討論】同六（一）的討論，本題也可能有四解、三解、兩解、一解或無解。 

1和O2為同心圓 

 
O1上。 
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【作圖】同六（一）的作法。 
【證明】同六（一）的證明。 
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O AP PO【討論】正△ 1 可能在 1 的兩側作出，而以A為圓心，以圓O1的半徑為半徑畫圓，

、和圓O2的相交狀況可能有不相交 相切和相交兩點三種，而本題 PO1

的相交狀況剛好一致，因此本題可能有四解、兩解或無解。

 

兩側所

作的圓與圓O2  
 
（二）如圖，假設P點在兩圓O1和O2之間。

 
 
 
 

。 
證明】同六（一）的證明。 

、兩解或無解。 
 

 
 

【作圖】同六（一）的作法。 

【討論】同前一題的討論，本題也可能有四解、兩解或無解。
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【作圖】同六（一）的作法

【

【討論】同上題的討論，本題也可能有四解

（三）如圖，假設P點同時在兩圓O1和O2內。 
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【證明】同六（一）的證明。 
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綜合以上兩圓的位置關係，可作的正三角形有四解、三解、兩解、一解或無解。為

了進一步了解定點P的位置與正三角形解的關係，我們不妨將圓O1、圓O2和定點P畫在直

角坐標平面上，如下圖： 

設圓O 、圓O 的圓心分別為（m，0）、（n，0），圓O1、圓O2的半徑分別為r1、r2，

 
1 2

定點P為（a，b），則 PO1 ＝（a-m，b）， 
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要了解圓A和圓O2的相交狀況須考慮 2AO 的長度， 
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( nmnm −+
為圓心的同心圓。 
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為圓心的同心圓。 

將圓O3、O4、O5、O6畫在坐標平面上，如下圖： 
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仿照上述的方法，我們也可以畫出其它相交狀況的「正三角形解分布圖」 
 

【兩圓外切時的正三角形解分布圖】 
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【兩圓相交兩點時的正三角形解分布圖】 
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【兩圓內切時的正三角形解分布圖】 
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【兩圓內離時的正三角形解分布圖】 
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【兩圓為同心圓時的正三角形解分布圖】 

 
可作出的正三角形情形 
 

無

解 
一

解 
二

解 
三

解 
四

解 

陸、結論 

                         
兩圖形的相交狀況及定點位置

1. 綜合上述三種情況，我們可以整理如下表：（註：符號「●」表示可能） 

定點在兩直線內側   ●   
平行 

定點在兩直線外側   ●   
兩

直

線 相交 定點在兩直線間  ● ●   
和圓同側 ● ● ● ● ● 

定點在圓外
和圓異側 ● ● ● ● ● 不相交 

定點在圓內 ● ● ● ● ● 
和圓同側 ● ● ● ● ● 

定點在圓外
和圓異側 ● ● ● ● ● 相切 

定點在圓內 ● ● ● ● ● 
和圓大部分同側 ● ● ● ● ● 

定點在圓外
和圓大部分異側 ● ● ● ● ● 
和圓大部分同側 ● ● ● ● ● 

不過圓心 

定點在圓內
和圓大部分異側     ● 

一

直

線

和

一

圓 

相
交
兩
點 

過圓心 定點在圓外 ● ● ● ● ● 
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定點在圓內     ● 
定點在圓外 ● ● ● ● ● 

外離 
定點在一圓內 ● ● ● ● ● 
定點在圓外 ● ● ● ● ● 

外切 
定點在一圓內 ● ● ● ● ● 
定點在圓外 ● ● ● ● ● 
定 ● ● ● ● 點在一圓內 ● 相交兩點 
定點在兩圓內 ● ● ● ● ● 
定點在圓外 ● ● ● ● ● 
定點在兩圓間 ● ● ● ● ● 內切 
定點在兩圓內 ● ● ● ● ● 
定點在圓外 ● ● ● ● ● 
定點在兩圓間 ● ● ● ● ● 內離 
定點在兩圓內 ● ● ● ● ● 
定點在圓外 ●  ●  ● 
定點在兩圓間 ●  ●  ● 

兩

圓 

同心圓 
定點在兩圓內 ●  ●  ● 

2. 兩直線平行時，不論定點 P 在線外何處可以作的正三角形必有兩解，且全等。 
3. 兩直線相交時，若夾角不為 60°時，不論定點 P 在線外何處可以作的正三角形必有兩

解，但不全等；若夾角為 60°時，不論定點 P 在線外何處都可以作一正三角形只有一

解。 
4. 如下圖，一直線和一圓不論相交狀況如何，定點 P 解的分布圖都是由兩組夾 60°的平

行線所構成，不同的只是直線、圓與兩組平行線的相對位置。  
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丑、

就   以下就 P 點落在各區塊位置來說明正三角形解的情形：  
當 P 點落在 

      （1）菱形子丑寅卯內部時，可作的正三角形有四解。 
（2）子丑、丑寅、寅卯、卯子四線段上，但不在子、丑、寅、卯四點時，可作的正三

角形有三解。 
（3）子、丑、寅、卯四點時，可作的正三角形有二解。 
（4）辰子丑巳、午丑寅未、申寅卯酉、戌卯子亥四區塊內部時，可作的正三角形有二

解。 
（5）子亥、子辰、丑巳、丑午、寅未、寅申、卯酉、卯戌八條射線上，但不在子、

寅、卯四點時，可作的正三角形有一解。 
（6）亥子辰、巳丑午、未寅申、酉卯戌四區塊內部時，可作的正三角形無解。 
 

此外，我們發現：若圓 O 半徑維持不變，當圓 O 向CD 移動 n 單位長時，解的區塊

也向圓 O 移動 n 單位長，且區塊的形狀維持不變。 
 

5. 如下圖，兩圓不論相交狀況如何，定點 P 解的分布圖都是由兩組以 x 軸為對稱軸的

所構成，不同的只是兩圓與兩組同心圓的相對位置。 

就 P 點落在各 說明正三角形解的情形   
當 P 點

      1）圓O O6兩交弧內部時，可作的正三角形有四解。 
（2）圓O4和圓O6兩交弧上但不在甲、乙兩點時，可作的正三角形有三解。 

同心圓

以下 區塊位置來 ：

落在 
（ 4和圓
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3）甲、乙兩點時，可作的正三角形有二解。 
（4）同心圓 3和O4 O6之間，但不在交集部 時， 作 三 有

解。

（5）圓O3、圓O5上 O6上，但各不在彼此的 部及 點 可 正

。

（6）圓O3、圓O5內 O6外部，但不在交集 分時 可 正 形

解。 
 

此外，我們發現 2一左一右且半徑維持不變，當圓 圓 動

直到變成同心圓為止 也一上一下逐漸靠近 到 為 且 同

圓的大小 不變。
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評 語 

030409國中組數學科 

三足鼎立—定點與兩圖形上動點可否形成正三角形的探討 

由一個簡單的作圖問題出發，做了一些有趣的推廣。充份活

用了旋轉的概念，對問題做了仔細的分析。如果能考慮其它

的面向，結果將會更為豐富。 




