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摘要 
本文進行最佳全翻位的研究。所謂「全翻位」係指 N枚正面朝上的硬幣，每次將其中 M

枚翻面（M≦N），若干次後，使所有 N枚正面朝上的硬幣，全部反面朝上。 

本文的目的除了作全翻位的研究，亦企圖找到如何以最少次達成全翻位，亦即進行「最

佳全翻位」的研究。更有進者，我們最終完成「包含所有狀況」（即針對任何 N值及 M值）的

最佳全翻位研究。 

在我們的研究中，作者針對最佳全翻位，將所有狀況歸納成 5種模式，並詳列各種模式

的使用時機及操作模式，並且推導出 5個最佳全翻位的公式，分別對應 5種模式 7種使用時

機。 

研究的過程雖曾遭遇不少難題，然而能完成這份完整的報告，委實令人感到興奮，也期

望對數學教育有些許貢獻。 

 

壹、研究動機 
我們在「使人聰明的智力遊戲」一書中，看到一個全翻位的數學遊戲，遊戲方式如下：

『桌面上有六枚硬幣，全部正面朝上，如果每次同時將五枚硬幣翻面，問需要翻幾次，才

能把所有的硬幣翻成反面（全翻位）？』，我們很好奇也試著翻翻看，並深入探討。書上

寫著「14 枚硬幣每次翻 5個，共需 6次才能完成全翻位」，結果，我們嘗試了各種翻法，

竟然找到只需 4次，就能完成全翻位的方法，證明書上所寫並非最佳全翻位（用最少次數

完成全翻位的方法），因此興起我們做最佳全翻位研究的興趣；此外，經實驗，我們還發

現，書上記載計算全翻位的公式，不能包含全部狀況，只是部分結果，因此我們想要找到

包含全部狀況的最佳全翻位的公式。 

貳、研究目的 
找出 N個硬幣、每次同時翻 M個硬幣，包含全部狀況的最佳 K值（完成全翻位的最少翻幣

次數）與最佳全翻位的翻幣模式。 

參、名詞解釋 
     全翻位：將全部正面朝上的硬幣，每次固定翻數枚硬幣，直到將全部硬幣翻成反

面，稱為全翻位。 

      最佳全翻位 ：使用最少次數，完成全翻位的方法 

肆、文獻探討 
（張遠南著   使人聰明的智力遊戲    九章出版社   第 63-64 頁） 

如果硬幣數為 n（n≧5），每次同時翻 5枚硬幣，翻動 m次後，剩下的正面硬幣的個數為

i＝n－5m，m＝【n/5】，其中【】為高斯符號，即【x】為小於 x的最大整數。繼續翻動 f（i）
次，就能讓全部的硬幣被翻成反面，從而實現「全翻位」。 

 

 1



上述把 n枚硬幣，每次同時翻 5枚硬幣，達到全翻位的翻動次數為：    

F（n）＝m＋f（i）＝【n/5】＋f（5－n【n/5】） 
    例如，n＝14，此時【n/5】＝2，i＝4，f（4）＝4， 
    F（14）＝2＋f（4）＝2＋4＝6。 
    即將14枚硬幣，每次同時翻 5枚硬幣，達到「全翻位」，只需要6次。 
【註】：本研究，此狀況只需4次就可完成全翻位（見p、5模式三（1）公式三 

伍、研究過程 
一、N枚硬幣，每次同時翻 M個硬幣，最少需翻 K次，才能把所有的硬幣翻成反面： 

1、 實驗操作，找出 N個硬幣，每次同時翻 M個硬幣，完成最佳全翻位的方法 及最佳

全翻位的 K值。過程如附錄一，發現如下： 

2、 M、N 與 K 之關係表： 

（表一） 

M 

N 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

3 × （1）         

4 （2） （4） （1）        

5 × （3） × （1）       

6 （3） （2） （3） （6） （1）      

7 × 3 × （3） × （1）     

8 （4） 4 （2） 4 （3） （8） （1）    

9 × （3） × 3 × （3） × （1）   

10 （5） 4 3 （2） 3 4 （3） （10） （1）  

11 × 5 × 3 × 3 × （3） × （1）
12 （6） （4） 3 6 （2） 4 3 4 （3） （12）

                    說明：×表示無法翻成全翻位 

結果：僅能從紀錄表的（）的數字中，發現一些規則 

 

3、 發現：由 M、N可預測 K之部分規則如下表： 

（表二）K之部分規則 

        

N＝奇數 

 

N＝偶數 

M＝奇數 
1、當 N－M＝2 時，K＝3 

2、當 N＝M×P 時， K＝P   

1、當 N－M＝1時，K＝N 

2、當 N＝M×P 時， K＝P     

 

M＝偶數 

 

無法翻成全翻位 

1、當 N－M＝2時， K＝3 

2、當 N＝M ×P 時， K＝P     

N 
K M

4、 從上述之部分規則，我們將可預測 K之部分數值，並將表一擴展成下表： 

表格說明： 空白部分為無法預測的數字   

               ×：為無法翻成全翻位的情形 
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                （表三）K之部分數值表 

  M 
N 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

3 × 1         
4 2 4 1        
5 × 3 × 1       
6 3 2 3 6 1      
7 × 3 × 3 × 1     
8 4 4 2 4 3 8 1    
9 × 3 × 3 × 3 × 1   

10 5 4 3 2 3 4 3 10 1  
11 × 5 × 3 × 3 × 3 × 1 
12 6 4 3 4 2 4 3 4 3 12 

13 ×  ×  ×  ×  × 3 
14 7     2     
15 × 5 × 3 ×  ×  ×  
16 8  4    2    
17 ×  ×  ×  ×  ×  
18 9 6   3   2   
19 ×  ×  ×  ×  ×  
20 10  5 4     2  
21 × 7 ×  × 3 ×  ×  
22 11         2 
23 ×  ×  ×  ×  ×  
24 12 8 6  4  3    
25 ×  × 5 ×  ×  ×  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【討論】： 

 

1、 因從表一和表三看出，還有部分（未括號部分及空白部分），尚未找出規則，所以，

以下我們將進一步探討這部分規則。 

2、 在探討過程中我們歸納出 5 種模式，並推導出最佳 K 值的 5 個公式，使用時機 7

項。茲將推導過程按 5種模式分別詳述如下： 

【使用代號說明】 

 N：硬幣總數   M：每次翻硬幣個數   K：翻幣次數   P：倍數（整數） 

       R：餘數    L：參數    Q：翻幣第 P＋1次後之硬幣正面數  

 

二、模式一：當 N＝M×P 時 

1、 翻幣方式舉例說明如下： 

例1：N＝4，M＝2，  ＝＞R＝2，P＝2  
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步驟說明 實驗模型 
第 1步  

第 2步完成全翻位  

2、 觀察最佳 K值的規則： 

N 4 6 8 8 10 12 12 12 12 14

M 2 3 2 4 5 2 3 4 6 7

K 2 2 4 2 2 6 4 3 2 2

2、結論一： 

當 N＝M×P 時，   K＝P                        （公式一） 

 

 

三、模式二：當 N－M＝1 時 

1、 翻幣方式舉例說明如下：  

例 2：N＝8，M＝7    ＝＞R＝1，P＝1  

步驟說明  實驗模型 
第 1步，翻 7個硬幣  

 

第 2步，錯開一個位置，繼續
翻 7個硬幣，即方框內的硬
幣 

 

 

第 3步，錯開一個位置，繼續
翻 7個硬幣，即方框內的硬幣 

 

 

第 4步，依此類推  

 

第 5步，依此類推  

 

第 6步，依此類推  

 

第 7步，依此類推  

 

第 8步，依此類推  

 

8步完成最佳全翻位  

第 2步

第 1步

第 2步 

第 3步 

第 5步 

第 4步 

第 6步 

第 7步 

第 8步 
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2、觀察最佳 K值的規則 

N 4 6 8 10 12 14 

M 3 5 7 9 11 13 

K 4 6 8 10 12 14 

         發現：當 N－M＝1，N＝偶數才能完成最佳全翻位，且 K＝N 

因為若 N ＝奇數 而 N－M＝1∴M＝偶數， 

但偶數的總和≠奇數 ，∴N≠奇數 

2、結論二： 

當 N－M＝1（N＝偶數）時，    K＝N          （公式二） 

四、模式三： 

（一）、模式三：（1）當 M＝奇數，R＝偶數時 

1. 翻幣方式舉例說明如下： 
例 3：當 N＝14 ，M＝5    ＝＞ R＝4 ，P＝2 

步驟說明           實驗模型 
第 1步，翻 5個正面 
 

 

 

 

第 2步，再翻 5個正面 
翻完第 2步，剩下 4個正面未
翻 
 

 

 

第 3步，翻幣範圍往前挪（4
÷2＝2）2個位置，往回翻 5
個硬幣，即是方框內的硬幣 
剩下（4÷2＝2）2個正面未
翻，即是圓圈內的硬幣 

 

剩下未翻的 2個正面加上新
產生的 3個正面（方框內的硬
幣） 
可湊成 5個正面，即是圓圈內
的硬幣 

 

第 4步完成最佳全翻位  

第 4步 

往前挪 4÷2個正面，剩下 2個正面 

第 3步 

R＝4 

第 2步

第 1步

 

2. 最佳 K值的推論過程如附錄二，最佳 K值的規則整理如下， 

結論如公式三。 
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3. 觀察最佳 K值的規則： 

（1） M＝3： 

N 6 7 8 9 10 11 12 
K 2 3 4 3 4 5 4 
           ＋1               ＋1 

              ＋2              ＋2 

 

（2） M＝5： 

N 10 11 12 13 14

K 2 3 4 3 4

           ＋1 

              ＋2 

                 ＋1    

＋2 

（3） M＝7： 

N 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
K 2 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 4 

           ＋1                               ＋1 

               ＋2                               ＋2 

                 ＋1                               ＋1 

                    ＋2                                 ＋2 

                        ＋1      ＋2                        ＋1 

 

   

4. 結論三： 

當 M＝奇數，R＝偶數時，  K＝P＋2         （公式三） 

P＝N/M的整數部分 
 
（二）、模式三：（2）當 M＝偶數，R＝偶數， M≦N≦M×2 時 
1、翻幣方式舉例說明如下： 
例 4： N＝10 ，M＝6    ＝＞R＝4，P＝1 
步驟說明  實驗模型 

第 1步，翻 6個正面 
剩 4個正面未翻 

 

第 2步，翻幣範圍往前挪（4÷
2＝2）2個位置往回翻 6個硬
幣，即是方框內的硬幣 
可剩下（4÷2）2個正面未翻，
即是圓圈內的硬幣 

 

剩 2個正面未翻 

第 2步 

R=4 

第 1步 
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7

新產生的 4個正面，即是方框
內的硬幣 
加上剩下 2個正面剛好湊成 6
個正面，即是圓圈內的硬幣 
 

 

第 3步完成最佳全翻位 
 

 
 

 

3、最佳 K值的推論過程如附錄三，最佳 K值的規則整理如下， 

結論如公式三。  
4、觀察最佳 K值的規則： 
（1） M＝6： 

N 6 8 10

K 1 3 3

＋2   

+2 

                            

（2） M＝4：                

N 4 6 

K 1 3 

          ＋2 

 

3. 結論四：  

當 M＝偶數，R＝偶數，且 M≦N≦M×2 時，  K＝P＋2   （公式三） 

P＝N/M的整數部分   

 

五、模式四： 

（一）、模式四：（1）當 M＝奇數，R＝奇數，且 N≧M×2 時 
1、翻幣方式舉例說明如下：  
例 5： N＝15 ，M＝7，  ＝＞R＝1， P＝2 
步驟說明  實驗模型 

 

第 1步，將 7 個正面翻成反
面 
 

 

若同時將 7 個正面翻成反
面，翻 2次，會剩 1個正面未
翻，因此當要湊 7個正面時，
會不足 7－1＝6個正面 

 

 

 

 

第 2步 

挪前 3
步 

預定第 2步

第 1步 

第 3步 



所以，第 2步，將翻幣範圍往
前挪（7－1）÷2＝3個位置（即
是圓框內的硬幣範圍），翻方

框內的硬幣 
剩下的正面數加上新產生的

正面數，可湊成 7個正面，即
方框內的硬幣 

 

第 3步完成最佳全翻位  

第 3步 

 
2、最佳 K值的推論過程如附錄四，最佳 K值的規則整理如下， 
結論如公式四。  
3、觀察最佳 K值的規則： 
（1）M＝3： 

N 6 7 8 9 10 11 12 
K 2 3 4 3 4 5 4 
           ＋1               ＋1 

             ＋2              ＋2 

 

（2）M＝5： 

N 10 11 12 13 14

K 2 3 4 3 4

         ＋1 

            ＋2 

               ＋1    ＋2 

 

（3）M＝7： 

N 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 
K 2 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 4 
  ＋1                               ＋1 

     ＋2                               ＋2 

       ＋1                               ＋1 

          ＋2                                 ＋2 

              ＋1     ＋2                          ＋1 

   

4、結論五： 

當M＝奇數，R＝奇數時，   K＝P＋1      （公式四） 

P＝N/M的整數部分 
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（二）、模式四：（2）當 M＝偶數，R＝偶數，且 N≧M×2 時 
 1、翻幣方式舉例說明如下：  
例 6： N＝14，M＝6，＝＞R＝2 ，P＝3 
步驟說明 實驗模型 

第 1步，翻 4個正面  

第 2步，再翻 4個正面  

 

 

第 3步，將翻幣範圍往前
挪（4－2）÷2個位置，即
是方框內的硬幣範圍 

 

 

剩下的 3個正面加上新產
生的 1個正面共可湊成 4
個正面，即方框內的硬幣 

 

 

 

第 4步完成全翻位  

2、最佳 K值的推論過程如附錄五，最佳 K值的規則整理如下， 
結論如公式四。  

      3、觀察最佳 K值的規則： 
         （1）M＝6： 

N 12 14 16 18 20 22 24 26 28 

K 2 3 3 3 4 4 4 5 5 

                       ＋1            ＋1              ＋1 

                         ＋1             ＋1              ＋1 

第 4步

在第 3區往前挪 1個位置 

第 3步

若再翻 1次會剩 2個，不足 2個 

第 2步

第 1步

 

（2）M＝4： 
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N 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

K 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 

                   ＋1        ＋1       ＋1        ＋1         ＋1 

 

4、結論六：  

當 M＝偶數，R＝偶數，且 N≧M×2 時， K＝P＋1   （公式四） 

P＝N/M的整數部分  

  
六、模式五：當M＝奇數，R＝奇數，且 M≦N≦M×2時 

1、翻幣方式舉例說明如下： 
例 7：N＝10，M＝7， ＝＞R＝3， P＝1 
步驟說明 實驗模型 

第 1步，先翻 7個正面  

第 2步，從尾端往回翻 7
個硬幣，即是方框內的硬

幣 

 

產生 4個正面，即是方框
內的硬幣。 
第 3步，將翻幣範圍往前
挪 2（即 4÷2）個正面，
翻 7個硬幣，即是多邊形
內的硬幣 

 

 

產生(7－4÷2) 個正面，加
上原來剩下的 4÷2個正
面，共有 7個正面，只需
再 1次便可完成全翻位 

 

 

 
第 4步完成最佳全翻位 

 

 

 

 

第 1步 

第2步，從尾端

往回翻，新產生

4個正面 

原來的 2個正面加上新產生 5個正面共 7

個正面，再翻1次，即第4步，就ok 

第 3步，往前挪 2個位置並從

後面補 2個，湊 7個 

 
2、最佳 K值的推論過程如附錄六，最佳 K值的規則整理如下， 
結論如公式五            

3、觀察最佳 K值的規則： 
  （1）M＝3 

N 3 4 5 6 
K 1 4 3 2 

                   ＋2 
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（2）M＝5 

N 5 6 7 8 9 10

K 1 6 3 4 3 2

              ＋2 

               ＋3 

                  ＋2 

（3）M＝7 

N 7 8 9 10 11 12 13 
K 1 8 3 4 3 4 3 

             ＋  2 

                    ＋3 

＋2

＋3 
 

 

4、結論七： 

當 M＝奇數，R＝奇數，且 M≦N≦M×2 時，K＝P＋3  （公式五） 
P＝N/M的整數部分 

七、最佳 K值表： （表四） 

M 
N 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

3 × 1         
4 2 4 1        
5 × 3 × 1       
6 3 2 3 6 1      
7 × 3 × 3 × 1     
8 4 4 2 4 3 8 1    
9 × 3 × 3 × 3 × 1   
10 5 6 3 2 3 4 3 10 1  
11 × 5 × 3 × 3 × 3 × 1 
12 6 4 3 4 2 4 3 4 3 12 
13 × 4 × 5 × 3 × 3 × 3 
14 7 6 4 4 3 2 3 4 3 4 
15 × 5 × 3 × 3 × 3 × 3 
16 8 6 4 4 3 4 2 4 3 4 
17 × 7 × 5 × 5 × 3 × 3 
18 9 6 5 4 3 4 3 2 3 4 
19 × 8 × 5 × 3 × 3 × 3 
20 10 8 5 4 4 4 3 4 2 4 
21 × 7 × 5 × 3 × 3 × 3 
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22 11 8 6 6 4 4 3 4 3 2 
23 × 9 × 5 × 5 × 3 × 3 
24 12 8 6 6 4 4 3 4 3 4 
25 × 9 × 5 × 5 × 3 × 3 
26 13 10 7 6 5 4 4 4 3 4 

      

說明：1、當N＝奇數，M＝偶數， 以×表示無法完成全翻位 

               理由：偶數的總和≠奇數 

            2、N 及 M 可擴大至任意值 

             

          

陸、結論 
一、我們發現，要找出 N個硬幣、每次同時翻M個硬幣，有不同的方法，在
尚未找到最佳全翻位的翻幣秘訣前，要找出最佳 K值是可遇不可求的。因此在實
驗過程中，因為發現最佳全翻位的 K值，使我們不斷修正已完成的紀錄，真是既
高興又惶恐的事！在不斷的操作中，我們找到 5種最佳全翻位的翻幣模式（表六~
九），預測全翻位的最佳 K值之使用時機 7項（表七），以及可包含全部狀況的最
佳全翻位的公式 5項（表五）。完全修正文獻資料，我們好興奮喔！ 

※使用代號說明： 

 N：硬幣總數   M：每次翻硬幣個數   K：翻幣次數   P：倍數（整數） 

   R：餘數    L：參數     Q：（模式五）翻幣第 P＋1次後之硬幣正面數 

  

二、預測 N個硬幣、每次同時翻 M個硬幣的最佳 K值，方法是，只要根據 M

為奇數或偶數、N的範圍（與 M的關係）、以及餘數 R奇數或偶數，交叉組合，選

用適當的公式便可求出最佳 K值。【詳見研究過程之結論一~七】。求最佳 K值的公

式如（表五）：  
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    （表五）最佳 K值的公式 
類型 最佳K值 參數L 使用時機 

公式一 K＝P  當 N＝M×P 

公式二 K＝N  當 N－M＝1（N＝偶數） 

公式三 L＝2
（1）M＝奇數， R＝偶數 

（2）M＝偶數， R＝偶數，M≦N≦M×2

公式四 L＝1
（1）M＝奇數， R＝奇數，N≧M×2 

（2）M＝偶數， R＝偶數，N≧M×2 

公式五 

K＝P＋L 

P＝N/M的整數

部分 

R＝N/M 的餘

數 L＝3 M＝奇數， R＝奇數，M≦N≦M×2 

 

三、N個硬幣、每次同時翻 M個硬幣，最佳全翻位的翻幣模式：  

（表六） 

因素 N 的範圍 R＝奇數 R＝偶數 

N－M＝1 

（N＝偶數） 
模式二 × 

M≦N≦M×2 模式五 模式三 

M ＝

奇數 

N≧M×2 模式四 模式三 

M≦N≦M×2 × 模式三 M＝

偶數 N≧M×2 × 模式四 

R＝N/M的餘數 

四、五種模式的使用時機一覽表：  

                           （表七） 

模式 使用時機 最佳 K值 

模式一 當 N＝M×P    
K＝P 

（公式一） 

模式二 當 N－M＝1  （N＝偶數） 
K＝N 

（公式二） 

模式三 
（1）當M＝奇數，R＝偶數 

（2）當M＝偶數，R＝偶數，且 M≦N≦M×2

K＝P＋２ 

（公式三） 

模式四 
（1）當M＝奇數，R＝奇數，且 N≧M×2 

（2）當M＝偶數，R＝偶數，且 N≧M×2 

K＝P＋1 

（公式四） 

模式五 當M＝奇數，R＝奇數，且 M≦N≦M×2 
K＝P＋3 

（公式五） 

P＝N/M的整數部分 
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五、五種模式操作步驟整理說明如下：  

                              （表八） 

  

模

式 

操作步驟 實驗模型舉例 

模 

式 

一 

錯開M個位置，翻M個

硬幣。翻P次便成功。 

 

 

模 

式 

二 

秘訣：錯開 1個位置，

翻M個硬幣。 

每翻完一次 ，向後挪一

步再翻M個硬幣，使正

面變反面，反面變正

面。在第奇數次，會產

生奇數個正面；在第 M

次，會產生M個正面。

再翻1次便完成全翻位。 

所以總次數＝M＋1＝N

次 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

模 

式 

三 

A、先算出N個硬幣，同時

翻M個硬幣，可翻P次

剩R個正面未翻 

B、倘若在翻第P＋1次硬幣

時，將翻幣範圍往前挪R

÷2個位置， 

便可剩下 R÷2個正面

未翻 

C、翻第P＋1次硬幣後，又

會產生M－R÷2個正面 

D、（M－R÷2個正面）＋（R

÷2）個正面＝M個正面， 

此時只需再翻 1次

便完成全翻位 

所以總次數＝P＋2

次 

N=8  M=3  所以R=2，P=2 

A、 

 

 

B、 

 

 

C、 

 

 

 

D、 
 

將剩下的4個正面翻位便完成全翻位 

 

   

第 2步 

第 1步 

第 4步 

第 3步 

第 2步 

第 1步

新產生的正面 

從R÷2＝1

個位置往

回翻 

R=2
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模 

式 

四 

A、先算出N個硬幣，同時

翻M 個硬幣，可翻P次，

剩R個正面未翻，因此當

要湊 M正時，會不足 M

－R個正面 

B、倘若在翻第P次硬幣

時，將翻幣範圍往前挪

（M－R）÷2個位置，便

可剩下（M－R）÷2＋R

個正面未翻 

C、翻第P次硬幣後，又

會產生 

（M－R）÷2個正面 

D、（M－R）÷2＋R＋（M－

R）÷2個正面 

＝（M－R）＋R個正

面＝M個正面 

此時只需再翻 1次

便完成全翻位， 

所以總次數＝P＋1

次 

 

 

 

 

 

 

 

 

A、 

 

 

 

B、 

 

 

 

 

C、 

 

 

、 

 

 

 

 

D  

 

 

 

模 

式 

五 

A、先算出N個硬幣，同時

翻M個硬幣，可翻P次，

剩數個正面未翻。 

在翻第 P＋1次時，從尾

端往前翻 M 個硬幣，產

生Q個正面未翻。 

B、倘若在翻第P＋2次硬幣

時，將翻幣範圍從正面區

往前挪Q÷2個位置（不足

M 個從後面補足），便可

剩下Q÷2個正面未翻。 

C、翻第P＋2次硬幣後，又

會產生 M－Q÷2個正

面 

D、（M－Q÷2個正面）＋（Q

÷2）個正面＝M個正面，

此時只需再翻1次便完成

全翻位所以總次數＝P＋

3次 

 

 

 

A、 

 

 

 

 

 

 

 

B、 

 

 

 

 

C、 

 

D、 

 

翻完第2次，產生1個新正面，加上剩下

的 3個正面共 4個正面 

第 1次

挪前 1個，翻第 2次 

挪前 1個
個，剩 3
個正面 

第3步，將剩下的4個正面翻位便完成

翻 2次會剩
2個正面，湊
4個不足 2
個正面 

剩 1個正面 

產生 4個

新正面 

原來的 1個正面加上新產生 4個正面共 5

個正面，再翻1次，即第4步，就ok 

新產生 2個正面
第 3步，往前挪 1

個位置並從後面

補 1個，湊 5個

第2步，從尾

端往回翻 

第 1步
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六、模式三、四、五操作步驟之比較：  

                         （表九） 

 相同或相異處 模式 方式說明 

相

同 

目標 使用最少次數產生M個正面，再翻一次就是

全翻位 

模式三 先翻P次 

模式四 先翻P－1次 

1、先將正面硬幣（每次

翻M個硬幣）翻成反

面的次數 模式五 先翻P次 

在第P＋1次從尾端往前翻M個硬

幣 

模式三 第P＋1次 

模式四 第P次 

2、在翻第幾次時，要往

前挪，使部份已翻成

反面硬幣再翻成正面 模式五 第P＋2次 

模式三 R÷2 

模式四 （M－R）÷2 

3、往前挪移（使部

份已翻成反面硬幣

再翻成正面）的硬幣

數量 

模式五 Q÷2 

模式三 P＋2次（公式三） 

模式四 P＋1次（公式四） 

不

同 

4、最佳K值 

模式五 P＋3次（公式五） 

 

柒、附錄 
1、附錄一： 

表格代號說明： ＋：硬幣正面  －：硬幣反面   空白格：狀態沒有改變 

1、M＝5： 

（1）N＝7 

起始狀

態 

＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － － － －   2 5 

第二步  ＋ ＋ ＋ ＋ －  5 2 

第三步  － － － －  － 0 7 

3 步完成 

（2）N＝8 

起始狀

態 

＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋  正面數反面數

第一步 － － － － －    3 5 

第二步    ＋ ＋ － － － 2 6 
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第三步 ＋ ＋ ＋ －  ＋   5 3 

第四步 － － －  － －   0 7 

4 步完成 

（3）N＝14 

起始狀

態 
＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數 

第一步 
－ － － － －   9 5 

第二步 
    － － － － － 4 10 

第三步 
      ＋ ＋ ＋ － － 5 9 

第四步 
      － － － － － 0 14 

4 步完成 

2、M＝3： 

（1）N＝4 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － －  1 3 

第二步  ＋ ＋ － 2 2 

第三步 ＋  － ＋ 3 1 

第四步 － －  － 0 4 

4 步完成 

（2）N＝5 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － －   2 3 

第二步  ＋ ＋ －  3 2 

第三步  － －  － 0 5 

3 步完成 

（3）N＝6 
起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － －    3 3 

第二步    － － － 0 6 

3 步完成 

（4）N＝7 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － －  4 3 

第二步   ＋ － －  3 4 

第三步   － － － 0 7 

3 步完成 
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（5）N＝10 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數反面數 

第一步 － － － 7 3 

第二步    － － － 4 6 

第三步    ＋ － － 1 9 

第四步    － － － 2 8 

4步完成 

 

 

 

 

 

 

 

3.M＝4： 

（1）N＝6 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － － －   2 4 

第二步  ＋ ＋ ＋ －  4 2 

第三步  － － －  － 0 6 

3 步完成 

 

（2）N＝8 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － － －     4 4 

第二步     － － － － 0 8 

2 步完成 

 

（3）N＝10 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋＋＋＋ 正面數 反面數

第一步 － － － － 6 4 

第二步    ＋ － － － 4 6 

第三步    － － － － 0 10 

3 步完成 

 

4.M＝6： 

（1）N＝8 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － － － － － 2 6 

第二步  ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － 6 2 

第三步  － － － － － － 0 8 

3 步完成 
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（2）N＝10 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數 

第一步 － － － － － － 4 6 

第二步   ＋ ＋ ＋ ＋ － 6 4 

第三步   － － － － － － 0 10 

4 步完成 

－

（3）N＝12 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋＋＋＋＋＋＋＋正面數反面數 

第一步 － － － － －－ 6 6 

第二步     －－－－－－ 0 12 

2 步完成 

5.M＝7： 

（1）N＝8 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － － － － － － 1 7 

第二步  ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － 6 2 

第三步 ＋  － － － － － ＋ 3 5 

第四步 － －  ＋ ＋ ＋ ＋ － 4 4 

第五步 ＋ ＋ ＋ － － － ＋ 5 3 

第六步 － － － － ＋ ＋ － 2 6 

第七步 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － ＋ 7 1 

第八步 － － － － － －  － 0 8 

8 步完成 

（2）N＝9 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數

第一步 － － － － － － － 2 7 

第二步  ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － 7 2 

第三步  － － － － － － － 0 9 

3 步完成 

（3）N＝11 
起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋＋＋＋＋＋＋ 正面數 反面數 

第一步 － － － － －－－ 4 7 

第二步   ＋ ＋ ＋＋＋－－ 7 4 

第三步   － － －－－ －－ 0 11 

3 步完成 

 

 

 

 

 19



6.M＝8： 

（1）N＝10 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數 

第一步 － － － － － － － － 2 8 

第二步  ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － 8 2 

第三步  － － － － － － － － 0 10 
3 步完成 

 

（2）N＝12 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋＋＋＋＋＋＋＋正面數反面數 

第一步－ － － － －－－－ 4 8 

第二步   ＋ ＋ ＋＋＋＋－－ 8 4 

第三步   － － －－－－ －－ 0 12 

3 步完成 
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附錄二： 

模式三（1）當 M＝奇數，R＝偶數時，最佳 K值推論過程： 

1、M＝3  
               （1）最佳 K值表 

N 6 7 8 9 10 11 12 
K 2 3 4 3 4 5 4 

       ＋1               ＋1 
                       ＋2              ＋2 

 
（2）觀察 N與 K的關係 

分析 餘數 R 次數 K 

6÷3＝2 0 2 
7÷3＝2…1 1 3＝2＋1 
8÷3＝2…2 2 4＝2＋2 

9÷3＝3 0 3 
10÷3＝3…1 1 4＝3＋1 
11÷3＝3…2 2 5＝3＋2 

 
（3）根據觀察結果預測最佳 K值 

N 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
K 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 

（4）驗證：實驗結果和預測結果相同 
（5）發現：  M＝3   ，K＝〔N/3〕＋L 

〔N/3〕＝N/3的整數部分 
若R＝1，L＝1；若R＝2，L＝2 

2、M＝5： 

（1）最佳 K值表： 
N 10 11 12 13 14

K 2 3 4 3 4

                 ＋1 
                     ＋2 
                     ＋1    ＋2 
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（2）觀察 N與 K的關係： 

分析 餘數 次數 

10÷5＝2 0 2 
11÷5＝2…1 1 3＝2＋1 
12÷5＝2…2 2 4＝2＋2 
13÷5＝2…3 3 3＝2＋1 
14÷5＝2…4 4 4＝2＋2 

 

（3）預測最佳K值 

N 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
K 3 4 5 4 5 4 5 6 5 6 5 
 

（4）驗證：實驗結果和預測結果相同 
（5）發現：M＝5     K＝〔N/5〕＋L 

〔N/5〕＝N/5的整數部分 
若R＝奇數，L＝1；若R＝偶數，L＝2 

2、M＝7： 

（1）預測之最佳 K值： 
（1）方法：利用 M＝5翻出最小 K值的方式，來預測 M＝7的最小 K值 

N 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
K 2 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 4 

                     ＋1                            ＋1 
                       ＋2                            ＋2 
                          ＋1                           ＋1 
                             ＋2                            ＋2 
                              ＋1 
                                 ＋2 
          （2）驗證：實驗結果和預測結果相同： 

（3）發現：M＝7    K＝〔N/7〕＋L   
〔N/7〕＝N/7的整數部分 

若R＝1，L＝1；若R＝2，L＝2 

結論三： 

當M＝奇數，R＝偶數時，K＝P＋2（公式三） 

  P＝N/M的整數部分 
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附錄三： 

模式三（2）當 M＝偶數，R＝偶數，且 M≦N≦M×2 時，最佳 K值推論過程』 

1、M＝6：  

（1）.N＝10 

起始狀

態 
＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正

面

數

反

面

數

第一步 － － － － － －   4 6

第二步   ＋ ＋ ＋ ＋ － －   6 4

第三步   － － － － － － 0 10

3步完成 

（2）.N＝8  

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ 正面數 反面數 

第一步 － － － － － － 2 6 

第二步  ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － 6 2 

第三步  － － － － － － 0 8 

3 步完成 

 

          

（3）將實驗結果整理如下表 

N 6 8 10

K 1 3 3

（4）發現： 

當 1≦N÷M＜2   M＝6  

K＝〔N/6〕＋2    （〔N/6〕表示 N/6 的整數部分） 

2.M＝4 個： 

（1）方法：利用 M＝6翻出最小 K值的方式， 

來預測 M＝4的最小 K值 

 

（2）將預測結果整理如下表： 

N 4 6

M 2 3

（3）發現： 

A、預測值與實驗值完全相同 

B、當 1≦N÷M＜2   M＝4  

K＝〔N/4〕＋2     

結論四： 

當 M＝偶數，R＝偶數，且 M≦N≦M×2 時，K＝P＋2（公式三） 

  P＝N/M的整數部分   

 23



 

 

附錄四： 

模式四（1）當 M＝奇數，R＝奇數，且 N≧M×2 時最佳 K值推論過程： 
1、M＝3  

（1）最佳 K值表 
N 6 7 8 9 10 11 12 
K 2 3 4 3 4 5 4 

       ＋1               ＋1 
                       ＋2              ＋2 

 
 
（2）觀察 N與 K的關係 

分析 餘數 R 次數 K 

6÷3＝2 0 2 
7÷3＝2…1 1 3＝2＋1 
8÷3＝2…2 2 4＝2＋2 

9÷3＝3 0 3 
10÷3＝3…1 1 4＝3＋1 
11÷3＝3…2 2 5＝3＋2 

            
（3）根據觀察結果預測最佳 K值 

N 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
K 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 

             （4）驗證：實驗結果和預測結果相同 
（5）發現：  M＝3   ，K＝〔N/3〕＋L 

〔N/3〕＝N/3的整數部分 
若R＝1，L＝1；若R＝2，L＝2 

2、M＝5： 

（1）最佳 K值表： 
N 10 11 12 13 14

K 2 3 4 3 4

                  ＋1 
                     ＋2 
                     ＋1    ＋2 
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（2）觀察 N與 K的關係： 

分析 餘數 次數 

10÷5＝2 0 2 
11÷5＝2…1 1 3＝2＋1 
12÷5＝2…2 2 4＝2＋2 
13÷5＝2…3 3 3＝2＋1 
14÷5＝2…4 4 4＝2＋2 

 

（3）預測最佳K值 

N 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
K 3 4 5 4 5 4 5 6 5 6 5 
 

（4）驗證：實驗結果和預測結果相同 
（5）發現：M＝5     K＝〔N/5〕＋L 

〔N/5〕＝N/5的整數部分 
若R＝奇數，L＝1；若R＝偶數，L＝2 

2、M＝7： 

（1）預測之最佳 K值： 
（1）方法：利用 M＝5翻出最小 K值的方式，來預測 M＝7的最小 K值 

N 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
K 2 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 4 

                     ＋1                            ＋1 
                       ＋2                            ＋2 
                          ＋1                           ＋1 
                             ＋2                            ＋2 
                              ＋1 
                                 ＋2 
          （2）驗證：實驗結果和預測結果相同： 

（3）發現：M＝7    K＝〔N/7〕＋L   
〔N/7〕＝N/7的整數部分 

若R＝1，L＝1；若R＝2，L＝2 

結論五： 

當M＝奇數，R＝奇數，K＝P＋1（公式四） 
   P＝N/M的整數部分 

 

附錄五： 

模式四（2）當 M＝偶數，R＝偶數，且 N≧M×2 時最佳 K值推論過程』 
1、M＝6：  

（1）N＝14 
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起始狀態 ＋＋ ＋ ＋ ＋ ＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 正面數 反面數 

   第一步 －－ － － － － 8 6 

第二步    ＋ ＋－－－－ 6 8 

第三步    － － －－－－ 0 14 

3 步完成 

（2）N＝16 

起始狀態 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋正面數 反面數 

第一步 － － － － － － 10 6 

第二步     ＋－－－－－ 6 10 

第三步     － －－－－－ 0 16 

3 步完成 

                             
（3）將實驗結果整理如下表 

N 12 14 16 18 20 22 24 26 

K 2 3 3 3 4 4 4 5 

（4）發現： 

當 N÷M≧2   M＝6  

K＝〔N/6〕＋1    （〔N/6〕表示 N/6 的整數部分） 

 

2.M＝4： 

（1）方法：利用 M＝6翻出最小 K值的方式， 

來預測 M＝4的最小 K值           

（2）將預測結果整理如下表： 

N 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 

M 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 

（3）發現： 

A、預測值與實驗值完全相同 

B、當 N≧M×2      M＝4 

K＝〔N/4〕＋1    〔N/4〕＝N/4 的整數部分 

結論六：  

當 M＝偶數，R＝偶數，且 N≧M×2 K＝P＋1（公式四） 

    P＝N/M的整數部分  
 

附錄六： 

模式五當 M＝奇數，R＝奇數且  M≦N≦M×2 時最佳 K值推論過程： 

  1、M＝3  
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        （1）最佳 K值表 
N 3 4 5 6 
K 1 4 3 2 

                         ＋2 
                                    

（2）觀察 N與 K的關係 

分析 餘數 R  次數 K 

3÷3＝1 0 1 
4÷3＝1…1 N－M＝1 N＝4 
5÷3＝1…2 2 3＝1＋2 

（3）發現： 

A、M＝3   K＝〔N/3〕＋2 
〔N/3〕＝N/3的整數部分 

                B、例外：當N－M＝1時，K＝N 

2、M＝5： 

（1）最佳 K值表： 
N 5 6 7 8 9 10

次

數

1 6 3 4 3 2

           ＋2 
             ＋3 
              ＋2 
（2）觀察 N與 K的關係： 

分析 餘數 R 次數 K 

5÷5＝1 0 1 
6÷5＝1…1 N－M＝1 N＝6 
7÷5＝1…2 2 3＝1＋2 
8÷5＝1…3 3 4＝1＋3 
9÷5＝1…4 4 3＝1＋2 

（3）發現： 

A、M＝5     K＝〔N/5〕＋L  
〔N/5〕＝N/5的整數部分 

若R＝奇數，L＝3；若R＝偶數，L＝2 

B、例外：當N－M＝1時，K＝N 

3、M＝7： 
（1）預測最佳 K值： 
方法：利用 M＝5翻出最小 K值的方式，來預測 M＝7的最小 K值 
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N 7 8 9 10 11 12 13 
K 1 8 3 4 3 4 3 
＋2 

                       ＋3 
                             ＋2 
                                 ＋3 
 
（2）驗證：實驗結果和預測結果相同： 
（3）發現：M＝7   K＝〔N/7〕＋L  

R＝奇數，L＝3；R＝偶數，L＝2 

 

結論七： 

當 M＝奇數，R＝奇數，且 M≦N≦M×2 K＝P＋3  （公式五） 
P＝N/M的整數部分 

玖、參考資料： 
張遠南著   使人聰明的智力遊戲    九章出版社   第 63-64 頁 
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評語 
透過實例分析，檢驗預測，歸納出最佳全翻位五種模式，對國小學童而言實屬不易。 
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