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摘要 

在一個偶然的機會下，接觸到一種特別的數列，這種數列是由1~7等數字組成，其中每

個數字都重複使用兩次，在總共14格的格子裡排列，而且要符合1與1之間有1個數、2與

2之間有2個數字、、、6與6之間有6個數字、7與7之間有7個數字。 

例：2 3 7 2 6 3 5 1 4 1 7 6 5 4 
依據此種排列規則也找出1~3組成的數列312132、1~4組成得數列41312432，將此數列改成

由1~n所組成的2n位數列，並討論此2n位數列的各種特性，並將有此特別規則的數列命為”

挑剔數列”。 

 

目的 ： 

□ 證明n=4k+1和4k+2(k為非負整數)時不存在挑剔數列 

□ 找出一種排法能排出2n位的挑剔數列 

□ 証明此排法並反推n=4k和4k+3時一定有挑剔數列存在 

為了達到這些目的，我們使用以下方法： 

□ 以數列對應序數的關係及序數總合證明n=4k+1和4k+2時無挑剔數列 

□ 藉由現有的挑剔數列，發現每一種2n的挑剔數列中階有一組挑剔數列有相似的排法 

□ 將每一組相似的數列用化簡法化簡之後可得一有規律性的數列，再探討其轉變後的數 

列的排列。 

 

雖然目前已經找到哪些n值有挑剔數列存在，也找到排法能排出至少一組挑剔數列，但對於

在2n位中可以排出多少挑剔數列卻仍然不知，這個挑剔數列還有很多地方可以繼續發展下

去。  
 

 

 

 

 

壹、研究動機 

這次的主題探討，靈感主要是來自國小同學間的遊戲，當時只覺得這是個可以打發

時間的問題，但現在再次想起，突然發現這個數列好像滿特別的，可能會有一些特定的

組成規律，希望能深入探討，了解整個思考的過程，並找尋其中特定的組成與規律。 
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貳、挑剔數列之定義 

2    3    7    2    6    3    5    1    4    1    7    6    5    4 

 

在十四個空格中填入十四個數字，這十四個數字是從1到7的整數且每個數都重複

一遍，也就是1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7等十四個數字，填入時必須遵守1跟1之

間有一個數、2跟2之間有兩個數、3跟3之間有三個數⋯7跟7之間要有七個數，必須

將十四個數字填入且符合上敘條件。 

      

延伸此數列到2n個空格，總共填入數字1~n各兩次，其中1和1中間要隔一個數字，

2和2中間要隔兩個數字，以此類推，n和n中間要隔n個數字，符合以上條件的數列我

們就稱之為挑剔數列。 

 

                舉例(n=3)                      舉例(n=4) 

挑剔數列：  3 1 2 1 3 2                     4 1 3 1 2 4 3 2   

 

參、研究目的 

一、 證明n=4k+1和4k+2(k為非負整數)時不存在挑剔數列。 

二、 找出一種排法能排出2n位的挑剔數列。 

三、 証明此排法並反推n=4k和4k+3時一定有挑剔數列存在。 

 

肆、研究方法 

一、證明n之值為多少時挑剔數列不存在。 

(一)用電腦排挑剔數列。 

使用C語言設計程式讓電腦試排到n=20， 

其中n=1, 2, 5, 6, 9, 10, 13, 14, 17, 18 時挑剔數列皆不存在。 

 

(二)尋找使挑剔數列不存在之n的規律。 

經過觀察，n=4k+1 or 4k+2 時挑剔數列皆不存在。 

(三)證明n=4k+1 or 4k+2 時挑剔數列不存在。 
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方法1. 

※『序數』之定義： 

此挑剔數列從左邊開始數來，第一位之序數=1，第二位之序數=2，依序遞增，至第

2n位時序數=2n 

※挑剔數列中數字與序數之對應關係： 

每個數字都要填兩次，所以一個數字會對應到兩個序數，設一數字為r，則數字r中

序數較小的序數表示為Ａr，序數較大的r則因為兩個r之間相距r格所以序數表示為

Ａr+(r+1)，如下圖所示 

 

數列、、、、、、、、、、 r、、、、、、、、、、、r、、、、、、、、、 

  ↓ ↓ ↓     ↓           ↓        ↓ 

序數１  ２  ３ 、、、、Ａr、、、、、、、、、Ａr+(r+1)、、、、、、２n 

（間隔 r位）

證明： 

一個需填入1~n各兩次的挑剔數列，其序數和為1+2+3+4+⋯+2n=2n2+n ─□ 

 

且  當r＝１時，兩個１分別對應序數Ａ１、Ａ１+(１+１) 

當r＝２時，兩個２分別對應序數Ａ２、Ａ２+(２+１) 

當r＝３時，兩個３分別對應序數Ａ３、Ａ３+(３+１) 

、       、 

、       、 

當r＝ｎ時，兩個ｎ分別對應序數Ａn、Ａn+(n+１) 

數字1~n分別對應了所有的序數，所以序數和也可表示為 

Ａ１+Ａ１+(1+1)+Ａ２+Ａ２+(2+1)+⋯+Ａr+Ａr+(r+１) ─□ 

∵□=□ 

∴4n
2+2n=4 (Ａ１+Ａ２+⋯+Ａr)+n2+3n => n(3n-1)=4 (Ａ１+Ａ２+⋯+Ａn) 

得n(3n-1)必為4的倍數，且n有四種情況n=4k  n=4k+1 , n=4k+2 , n=4k+3 分

別代入n(3n-1)，當n=4k+1 or 4k+2 分別代入n(3n-1)後，n(3n-1)並不是4的

倍數， 

故得證：  當n=4k+1 or 4k+2時，挑剔數列不存在。                ▓ 

 

方法2. 

設n=4k+1 

一個使用數字1~4k+1(k為非負整數)各兩次的挑剔數列是由2k個偶數和

2k+1個奇數各填兩次所成，共8k+2格，將空格由左而右編號為1~8k+2， 

則其中編號為奇數的有4k+1格，編號為偶數的有4k+1格， 

任一偶數填入的位置為a(設編號為奇數)，則此偶數的第二次填入為a(奇

數)+數字本身(偶數)+1，則為偶數，所以全部的偶數填入後會用掉2k個編

號為奇數和2k個編號為偶數的格子，此時偶數格和奇數格都剩2k+1個。 

任一奇數填入的位置為b(設編號為奇數)，則此奇數的第二次填入為b(奇
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數)+數字本身(奇數)+1，則為奇數，表示全部的奇數填入時會用掉2p個編

號為奇數的格子或2q個編號為偶數個格子(p+q=2k+1)，今奇數格和偶數格

都剩下2k+1(奇數)格，所以全部的奇數無法完全填入，得證n=4k+1無法排

出挑剔數列。                                                 ▓ 

 

設n=4k+2 

一個使用數字1~4k+2(k為非負整數)各兩次的挑剔數列是由2k+1個偶數和

2k+1個奇數各填兩次所成，共8k+4格，將空格由左而右編號為1~8k+4， 

則其中編號為奇數的有4k+2格，編號為偶數的有4k+2格， 

因為全部的偶數填入後會用掉2k+1個編號為奇數和2k+1個編號為偶數的

格子，所以偶數格和奇數格都剩2k+1個。 

全部的奇數填入時會用掉2p個編號為奇數的格子或2q個編號為偶數個格

子(p+q=2k+1)，今奇數格和偶數格都剩下2k+1(奇數)格，所以全部的奇數無

法完全填入，得證n=4k+2無法排出挑剔數列。                  ▓ 

二、找出一排法能排出2n位挑剔數列，並證明n=4k、4k+3至少能找到一組 

挑剔數列。 

(一)找出規律，如能證出k=任意值時皆能找到至少一組挑剔數列，則間接得知n=4k or 

4k+3時挑剔數列必存在。 

1.挑剔數列之化簡 

(1)先把挑剔數列中最大的數字n寫下，再依造數字的大小順序由第一個n

的右邊開始空一格依序填入直到第2個n之左方。 

例： 7_6_5_4_7  (n=7) 

(2)把步驟一所填入的數字往其右方填入第二次，同時在第一個n之左方補上

此挑剔數列應有但尚未畫上之空格。 

例： _ _ 7_6_5_4_7 6 5 4  (n=7) 

(3)把剩餘數字的偶數由左到右遞增填入偶數格中，這些偶數的第2次皆填入

原先填入之偶數的右方。 

偶數格的定義為與第1個n之序數差為偶數的格子。 

奇數格的定義為與第1個n之序數差為奇數的格子。 

例： 2 _ 4 2 11_10 4 9_8_7_6 _ 11 10 9 8 7 6  (n=11) 

(4)把剩餘的數字與空格一起作化簡，把剩餘的奇數皆減一再除以二，空格與

空格間的距離也減一再除以二，使之變為一新的挑剔數列。 

例：原n=11的挑剔數列化簡為 _ X _ X _ _ _ _ 

X表示此格在原挑剔數列中已被填入過數字。 

2.新挑剔數列之排法 

※新挑剔數列之定義： 

新挑剔數列之形式為 _ X _ _ _ 其中 X之數量為右方連續空格之數

量減2。 
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(1)num﹝X﹞=4a+1時的排法 

□先把偶數由右往左遞增填入偶數格中，填入這些偶數的第2次時，

最大偶數的第2次往原來的右方填，其餘的往左方填入。 

例：  _ X _ X _ X _ X _ X 2 4 _ 2 0 0 4 

偶數格之定義改為與X之序數差為偶數。 

奇數格之定義改為與X之序數差為奇數。 

□剩餘的數字與空格一起作化簡，剩餘的奇數皆減一再除以二，空格

與空格間的距離也減一再除以二，使此挑剔數列再做變化。 

例：原num(X)=5變為_ _ _ _ _ X _ 

□再把偶數由左往右遞增填入偶數格，這些偶數的第2次填入中最大

的偶數第2次往原來的左方填，其餘的往右方填入 

□再化簡一次，則此數列就會變回新挑剔數列，形成一循環過程，每

次循環後原num(X)=4a+1之a值減少2  (a≧0)。 

(2)num﹝X﹞=4a+2時的排法 

□把最大的偶數填在最右邊的偶數格，其餘的偶數由右往左遞增填入

偶數格，這些偶數的第二次填入皆往原數之左填入，惟第2次往左

填入會碰到最大偶數的偶數往原數之右填入。 

例： _ X _ X _ X _ X 4 X _ X 6 4 _ 2 0 0 2 6 

□把剩餘的空格與數字用和前面一樣的方法化簡，則此數列就會變回

新挑剔數列，形成一循環過程，每次循環後 原 num (X ) = 4a+2 之a

值減少1  (a≧0)。 

(3)num﹝X﹞=4a+3與num﹝X﹞=4a+4時的排法 

□把偶數由右往左遞增填入偶數格中，這些偶數的第2次填入往原數

之左方填入。 

例： _ X _ X _ X _ X 6 X _ X 4 X _ 6 2 4 _ 2 0 0 _ 

□把剩餘數字與空格依前面所提之方法化簡。 

□把偶數由左往右遞增填入偶數格中，這些偶數的第二次填入皆填往

原數之右方，再執行一次化簡的步驟，則此數列就會變回新挑剔數

列，每次循環後原4a+3 or 4a  之a值減少2  (a≧0)。 

(二)證明上述新挑剔數列之排列方式中{num(X)=4a、4a+1、4a+2、4a+3}，a為任意非負

整數時此排列方式恆成立。 

1.證明num﹝X﹞=4a+1，a為非負整數時，此排法皆成立。 

(1)由於每個X之左方必有一個空格，所以設num[ ＿Ｘ]=4a+1 

新挑剔數列中右方之連續空格數為num﹝X﹞+２，故num[ ＿ ]=4a+3 

總空格為(4a+1)+4a+3=8a+4，故可填入數字0~4a+1。 

(2)標定序數，最右方為1，至最左方為 512a3)(4a21)(4a +=++×+ 。 

(3)跟據排法，偶數皆先填入偶數格中。0∼4a+1中偶數共有2a+1個，由於之

前已說數字第二次填入所對應之序數表示為Ａr+(r+１)，現在Ａr位於偶數

格，而r又為偶數，故這些偶數的第二次填入會填入奇數格中， 

形成[XXX＿]的情況。 
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(4)把此數列由右至左每四個劃為一組。 

例：   

最大偶數倒填使得前4格變為﹝2 0 0 4a﹞，0和4a都無法使﹝XXX_﹞的

情況出現，所以num[XXX＿ ]=2a+1-2=2a-1 , 而num[XXXX]=1 

故num[X＿ ]={總格數-4num[XXX_]-4num[XXXX]-最左方一格[ _ ]}÷2=2a+2。 

(5)依之前所提方式化簡： 

XXX＿  X＿    XXXX  消失     X＿ ＿      ＿＿ 

此時化簡後新的數列與原挑剔數列左右顛倒 (連續空格在左方) 

而num[ _X ]=2a-1  num[ ＿ ]=2a+2+1=2a+3 

新的數列總空格＝num[ ＿ ]+num[ _X ]＝4a+2可填入的數字為0∼2a。 

(6)再重複一次偶數填偶數格之方法 

則 num﹝_ XXX﹞=a+1-2=a-1   num﹝XXXX﹞=1 

最右方之一格num﹝_﹞=1num﹝_ X﹞=(總格數 - 4(a-1) - 4 - 最右方一格

﹝_﹞)/2=a。 

(7)再用之前的方法化簡一次 

則新的數列方向變為和原來的一樣 

且num﹝_X﹞=a-1  num [ _ ]=a+1 

兩者差為2，條件皆和原先的新挑剔數列相符，形成一循環過程。 

(8)故得證a為任意非負整數時此排法皆成立。                       ▓ 

2.證明num﹝X﹞=4a+2，a為非負整數時，此排法皆成立。 

(1)由於每個X之左方必有一個空格，所以設num[ ＿Ｘ]=4a+2 

新挑剔數列中右方之連續空格數為X之數量+２，故num[ ＿ ]=4a+4 

總空格數為(4a+2)+4a+4=8a+6，故可填入數字0~4a+2。 

(2)標定挑剔數列的序數，最右方為1，至最左方為2×(4a+2)+(4a+4)=12a+8。 

(3)跟據排法，偶數皆先填入偶數格中。0∼4a+2中偶數共有2a+2個，數字第

二次填入所對應之序數表示為Ａr+(r+１)，現在Ａr位於偶數格，而r又為偶

數，故這些偶數的第二次填入會填入奇數格中，形成[XXX＿]的情況。 

(4)把此數列由右至左每四個劃為一組，惟起始時是5個一組，由於最大之偶數

4a+2是排在第一個偶數格上，使得偶數2a要倒填，故0和2a不會產生

﹝XXX_﹞的形式，而前5格之形式為﹝XXXXX﹞ 

所以num[XXX＿ ]=2a+2-2=2a  num﹝XXXXX﹞=1 

最左方之空格num﹝_﹞=1  

故num[X＿ ]=(總格數-4×(2a)-5-1) ÷2=2a+1。 
(5)依之前所提方式化簡： 

XXX＿  X＿     X＿ ＿     ＿＿ 

此時化簡後新的數列雖與原挑剔數列左右顛倒 (連續空格在左方) 

但num[ _X ]=2a  num[ ＿ ]=2a+1+1=2a+2 

兩者差為2，條件和原先的挑剔數列相符，可視為一循環過程。 
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(6)故得證a為任意非負整數時此排法皆成立。                       ▓ 

3.num﹝X﹞=4a+3，a為非負整數時，此排法皆成立。 

(1)由於每個X之左方必有一個空格，所以設num[ ＿Ｘ]=4a+3 

新挑剔數列中右方之連續空格數為num﹝X﹞+２，故num[ ＿ ]=4a+5 

總空格數為(4a+3)+4a+5=8a+8，故可填入數字0~4a+3。 

(2)標定序數，最右方為1，至最左方為2×(4a+3)+(4a+5)=12a+11。 

(3)跟據排法，偶數皆先填入偶數格中。0∼4a+3中偶數共有2a+2個，數字第

二次填入所對應之序數表示為Ａr+(r+１)，現在Ａr位於偶數格，而r又為偶

數，故這些偶數的第二次填入會填入奇數格中，形成[XXX＿]的情況。 

(4)把此數列由右至左每四個劃為一組 

每個偶數的第2次填入皆會形成 ﹝XXX_﹞ 

所以num[XXX＿ ]=2a+2, 最左方之空格num﹝_﹞=1  

故num[X＿ ]=(總格數-4×(2a+2)-1) ÷2=2a+1。 
(5)依之前所提方式化簡： 

XXX＿  X＿      X＿ ＿       ＿＿ 

此時化簡後新的數列與原挑剔數列左右顛倒 (連續空格在左方) 

而num[ _X ]=2a+2  num[ ＿ ]=2a+1+1=2a+2 

新的數列總空格數＝num[ ＿ ]+num[ _X ]＝4a+4  

可填入的數字為0∼2a+1。 

(6)再重複一次偶數填偶數格之方法。 

(7)一開始的﹝0 0 2 _﹞並不產生﹝_XXX﹞的情形 

故 num﹝_XXX﹞=a+1-1=a, 最右邊留有一空格num﹝_﹞=1 

num﹝_ X﹞=(總格子數 - 4a –3 -1 ) ÷2=a+1。 

(8)再用之前的方法化簡一次。 

(9)則新的數列左右方向變為和原來的一樣 

且num﹝_X﹞=a  num [ _ ]=a+2 

兩者差為2，條件皆和原先的挑剔數列相符，形成一循環過程。 

(10)故得證a為任意非負整數時此排法皆成立。                      ▓ 

4.num﹝X﹞=4a+4，a為任意非負整數時，此排法皆成立。 

(1)由於每個X之左方必有一個空格，所以設num[ ＿Ｘ]=4a+4 

新挑剔數列中右方之連續空格數為X之數量+２，故num[ ＿ ]=4a+6 

總空格為(4a+4)+(4a+6)=8a+10，故可填入數字0~4a+4。 

(2)標定序數，最右方為1，至最左方為(4a+4)×2+(4a+6)=12a+14。 

(3)跟據排法，由小到大的偶數依序填入由右而左的偶數格。0∼4a+4中偶數共

有2a+3個，之前已說過第二次填入數字時所對應之序數表示為Ａr+(r+１)，

現在Ａr位於偶數格，而r又為偶數，故這些偶數的第二次填入會填入奇數

格中，形成[XXX＿]的情況。 

(4)把此數列由右至左每四個劃為一組，惟一開始先三格一組 

因為4a+4的最右邊為偶數格，所以填入後的最右邊是[XXX] 

所以num[XXX＿ ]=2a+3-1=2a+2，而num[XXX]=1 
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故num[X＿ ]={總格數-4×num[XXX＿ ]-3×num[XXX]-最右邊的[_]}÷2 =2a+1。 

(5)依之前所提方式化簡 

XXX＿  X＿    XXX  消失     X＿ ＿      ＿＿ 

此時化簡後新的數列與原挑剔數列左右顛倒 (連續空格在左方) 

而num[ X_ ]=2a+2  num[ ＿ ]=2a+2 

新的數列總空格＝num[ ＿ ]+num[ _X ]＝4a+4 

可填入的數字為0∼2a+1。 

(6)再重複一次偶數填偶數格之方法 

則 num﹝_ XXX﹞=a+1-1=a ,num﹝XXX﹞=1,最右方之一格num﹝_﹞=1 

num﹝_ X﹞=(總格數 - 4(a) - 3 - 最右方一格﹝_﹞)/2=a+1。 

(7)再用之前的方法化簡一次 

則新的數列方向變為和原來的一樣，且num﹝_X﹞=a  num [ _ ]=a+2 

兩者差為2，條件皆和原先的挑剔數列相符，形成一循環過程。 

(8)故得證a為任意非負整數時此排法皆成立。                       ▓ 

 

伍、研究結果與討論 

一、我們所列的目的都達到了，第一我們已經証出n=4K+1和4K+2是絕對不存在挑剔數

列的。 

二、為了要完成第二個目的，我們試著找出每個挑剔數列的共通性，也找到了以化減的

方法來分類，有效減少了繁雜的挑剔數列，藉由不斷的化簡，快速的找到至少一組

挑剔數列，當2n相當大時，也能藉由4、5次化簡就能排出挑剔數列，這可說是目前

最大的突破。 

三、證出當n=4K+3和4K+4是絕對存在挑剔數列的。原本挑替數列的n值是以四為一個循

環(4K+1、4K+2無挑剔數列；4K+3、4K+4有挑剔數列)，經過化簡後，新挑剔數列的

num(X)還是以四為循環(4a+1、4a+2、4a+3、4a+4)，相當有規律。 

四、當然，未來希望繼續找尋其它的規律，試圖將挑剔數列分析到最清楚，可是目前還

沒辦法知道每一個2n位能排出多少組挑剔數列，不過從已經知道的組數(n=3有2解；

n=4有2解；n=7有52解；n=8有256解)來看，我們推測n與挑剔數列組數之關係應

該是成指數關係增加，希望能試著找出其奧妙。 

 

陸、參考文獻 
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評語 
優點：引用國外網頁，令人感到本題材已吸引遙遠地方的人士進行同步研究。 
改進：參考文獻三 「中學數學教法通論」一書適合教師研讀，比較不易從中取得科展之靈感。 
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