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摘要 

本文探討了特定問題的組合最佳化，所謂組合最佳化就是在共同限制及相互

影響下，來求得最佳解。一個組合最佳化問題的困難，往往是由於其龐大的

解空間所致。本文介紹了貓抓老鼠問題的組合最佳化，並在第一步中，以歸

納法解決了一個較簡單的例子。經由我們歸納的結果，我們一共得到了五個

證明，來推廣每個頂點相等通道的一般性，並且得到了四個相等通道問題所

應該有的性質，之後我們又用了二個證明，推廣在完全對稱下所需的結果。

第二步中，我們又用了四個證明，將問題推廣到每個頂點不相等通道的問題，

並且以二個不等通道的範例，闡釋了我們所得的結果。我們所得到的結果，

能有效的解決解空間不大的某些特定問題，尤其是以人工來解決問題時，提

供了一個絕佳的途徑。然而當解空間變得較大且邊數不等時，即使有不錯的

結果，問題也會變的非常的複雜。我們在特例探討上，解釋了即使是單純且

限制了許多條件的問題，要證明一般性也不是這樣容易，所以當問題變大時，

我們改以組合最佳化的最佳解逼近來取代求最佳解，而不直接求最佳解。 

一個好的最佳解逼近就是在可接受的時間範圍內，求得逼近最佳解。當然我

們仍能以暴力法則求得最佳解，但時間範圍是我們所不能接受的，故在此不

予討論。 

壹、研究動機 
   在一次偶然的機會裡，我們看到一種叫做「貓抓老鼠」的遊戲。這個遊戲在一張
紙上畫了 20間房間，每間房間裡各養一隻貓，房間之間有通道相連，貓咪可以相互
跑來跑去。現在主人想抓 10隻老鼠放進去，可是每間房間只能養一隻貓或老鼠，所
以必須抓 10隻貓出來。我們知道貓會吃老鼠，所以貓咪和老鼠之間的通道必須是關
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閉的，請問主人應該怎麼做，在關閉最少的通道下把老鼠放進去？ 
當我們見到這問題時，我們直覺想到可以用高一教的歸納法[1]來找到規律，再
從規律來探討一般式，我們同時也想到可以用幾何學下冊[2] [3]教的尤拉公式與多面
體來探討，因為課本教了我們如何將正多面體挖一個洞攤在平面上，讓平面圖也符

合尤拉公式。這雖然只是個小遊戲，但卻蘊含著極為有趣的數學概念。我們藉著這

次科展的機會，深入探討這個問題。 

 
       圖 1 

貳、研究目的 
假設有 n 間房間，每個房間各養一隻貓，房間與房間之間有的相通，有的不相
通，我們要抓 k隻貓出去，並放進 k隻老鼠。遊戲規則為： 
1. 每個房間只能住一隻貓或老鼠； 
2. 貓會吃老鼠，因此若貓和老鼠的房間相通，那麼就要關閉通道。 

問題：若要養 k隻老鼠進去，其中
2
nk ≤ ，請問要抓哪些貓出去，使得需要被封閉的

通道最少？ 

以下我們討論這個組合最佳化的問題。 

參、研究設備及器材 
紙、筆、個人電腦、Matlab 6.5、Visual C++ 6.0 

肆、研究過程或方法 

一、 定義及名詞解釋 

1. 我們以 表示 n間房間的狀態，其中 。令

S為所有解所成集合，顯然 S有 個元素。令函數 為由解空間 S映至
正整數的函數，代表一組解所需關閉的通道數。我們稱兩組不同的解
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類，如果 與 的+1,-1 個數相同、包含同數目的封閉區域與分割數並且滿足
。 

s
)'s

's
()( CsC =

2. 一個圖稱為連通如果圖形的任兩個頂點，都存在一路徑連結。若圖形存在 w個連
通區域但彼此不連通，則我們稱其為 w個分割。 

3. 一個圖為平面圖，如果圖上除了頂點外沒有其他交點。 
4. 一個圖所包含的封閉區域數為平面被圖形分割的總區域數。如果一個圖不包含任
何封閉區，那麼一定是樹或路徑。 

5. 平面圖的尤拉公式為 2=+− rev ，其中 v為頂點數、e為邊數、r為封閉區域數。 
6. 多面體壓縮到平面上為將多面體的底面挖一個洞拉開，直到能夠投影到平面上，
使得頂點數、邊數、面數不變的一種變換。 

二、 研究過程 

(一)、每間房間對外通道數相同的貓抓老鼠問題 

我們先討論最原始的貓抓老鼠問題： 
     假設有二十間房間，每間房間各養了一隻貓，每間房間有三個通道與其
他房間相通，如果現在要抓 k隻貓換成 k隻老鼠，請問如何才能關閉最少的
通道，而將老鼠放進去？ 
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圖 2 

我們一個情況一個情況來討論。 

1.一隻老鼠： 
由於每個房間都有 3個通道，因此所有解都同類，任取哪一房間皆可。 
 

∴最佳── 3個通道 
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2.二隻老鼠： 
(A)完全連接二房間：由於任選完全連接二房間都與選擇 01-06同類，故斷 4條。 
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 (B)不完全連接二房間：由於任選不完全連接二房間都與選擇 01-04同類，故 6條。 
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∴最佳── 4個通道 

3.三隻老鼠：  
(A)完全連接的三房間：由於任選完全連接三房間都與選擇 01-02-05同類，故斷 5 
條。 
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(B)不完全連接三房間：由於超過 2個分割，因此斷掉的邊必定大於等於 6。 

∴最佳── 5個通道 
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4.四隻老鼠： 
(A)完全連接的四房間：由於任選完全連接四房間都與選擇 01-02-05-04同類，故斷

6條 
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(B)不完全連接四房間：由於超過 2個分割，斷掉的邊必定大於等於 6。 

 

∴最佳── 6個通道 

 

5.五隻老鼠：  
(A)完全連接的五房間： 

(1)包含 1封閉區域：由於任選包含 1封閉區域五房間都與選擇
01-02-03-04-05同類，故斷 5條 
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(2)不包含封閉區域：由於任選不包含封閉區域五房間都與選擇

01-02-03-04-10同類，故斷 7條 
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(B)不完全連接五房間：若有 2個分割，則至少有一個分割的頂點個數大於一，
所以斷掉的邊必定大於等於 3+4=7。若超過 2個分割，則斷掉的邊必定大於
等於 9。 

 
∴最佳── 5個通道 

6.六隻老鼠： 
(A)完全連接的六房間： 

(1)包含 1封閉區域：由於任選包含 1封閉區域六房間都與選擇
01-02-03-04-05-06同類，故斷 6條 
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(2)不包含封閉區域：由於任選不包含封閉區域六房間都與選擇 

06-07-08-09-10-11同類，故斷 8條 
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(B)不完全連接的六房間：若有 2個分割，則至少有一個分割的頂點個數大於一，
所以斷掉的邊必定大於等於 3+4=7。若超過 2個分割，則斷掉的邊必定大於
等於 9。 

 
∴最佳── 6個通道 
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7.七隻老鼠：  

(A)完全連接的七房間： 
(1)包含 1封閉區域：由於任選包含 1封閉區域七房間都與選擇

01-02-03-04-05-06-07同類，故斷 7條 
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(2)不包含封閉區域：由於任選不包含封閉區域七房間都與選擇

01-02-03-04-12-13-14同類，故斷 9條 

   

1 

2 

3 4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

 
 
(B)不完全連接七房間：若有 2個分割，則至少有一個分割的頂點個數大於一，
所以斷掉的邊必定大於等於 3+4=7。若超過 2個分割，則斷掉的邊必定大於
等於 9。 

 
∴最佳── 7個通道 
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8.八隻老鼠：  
(A)完全連接的八房間： 

(1)包含 2封閉區域：由於任選包含 2封閉區域八房間都與選擇
01-02-03-04-05-06-07-08同類，故斷 6條 
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(2)包含 1封閉區域：由於任選包含 1封閉區域八房間都與選擇

01-02-03-04-05-06-07-16同類，故斷 8條 
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(3)不包含封閉區域：由於任選不包含封閉區域八房間都與選擇

01-02-03-04-12-13-14-15同類，故斷 10條 
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(B)不完全連接八房間：由於超過 2個分割，則斷掉的邊必定大於等於 6 

∴最佳── 6個通道 
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9.九隻老鼠：  
(A)完全連接的九房間： 

(1)包含 2封閉區域：由於任選包含 2封閉區域九房間都與選擇
01-02-03-04-05-06-07-08-09同類，故斷 7條 
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(2)包含 1封閉區域：由於任選包含 1封閉區域九房間都與選擇

01-02-03-04-05-06-07-16-17同類，故斷 9條 
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(3)不包含封閉區域：由於任選不包含封閉區域九房間都與選擇

01-02-03-04-18-06-07-16-17同類，故斷 11條 
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(B)不完全連接九房間：若有 2個分割，則至少有一個分割的頂點個數大於一，
所以斷掉的邊必定大於等於 3+4=7。若超過 2 個分割，則斷掉的邊必定大於
等於 9。 

 
∴最佳── 7個通道 

 
10.十隻老鼠： 

(A)完全連接的十房間： 
(1)包含 3封閉區域：由於任選包含 3封閉區域十房間都與選擇

01-02-03-06-07-08-09-10-16-17同類，故斷 6條 
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(2)包含 2封閉區域：由於任選包含 2封閉區域十房間都與選擇

01-02-03-06-07-08-09-10-16-20同類，故斷 8條 
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     (3)包含 1封閉區域：由於任選包含 1封閉區域十房間都與選擇
01-02-03-06-07-08-09-19-16-20同類，故斷 10條 
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(4)不包含封閉區域：由於任選不包含封閉區域十房間都與選擇

01-02-03-06-07-14-18-19-16-20同類，故斷 12條 
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(B)不完全連接十房間：若有 2個分割，則至少有一個分割的頂點個數大於一，
所以斷掉的邊必定大於等於 3+4=7。若超過 2個分割，則斷掉的邊必定大於
等於 9。 

 
∴最佳── 6條。 

 

我們把發現的結果歸納如下： 

表格 1：不同的k值在不同情況下所需關閉的通道數及最佳解 

相等通道貓抓老鼠問題 
k 不連通 不包含封閉區域 包含1封閉區域 包含2封閉區域 包含3封閉區域 最佳解

k=1 無 k+2 無 無 無 k+2 
42 ≤≤ k  大於 6 k+2 無 無 無 k+2 
75 ≤≤ k  大於 7 k+2 K 無 無 k 
98 ≤≤ k  大於 7 k+2 K k-2 無 k-2 

10 大於 7 k+2 K k-2 6 6 
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(二)、相等通道貓抓老鼠問題的推廣 

我們現在把貓抓老鼠問題推廣到 n個房間，每個房間各有 d個通道與其他房
間相連，怎樣才能關閉最少的通道，而把 k隻老鼠放進去？ 

 
問題 1：貓抓老鼠問題 

給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若每個頂點都有 d個邊，在 V上找二個頂

點所成集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 , ，其中 VPPPP =∪=∩ 2121 ,φ ，請問如何

找分割 ，使得關閉通道最少？ 21 , PP
 
            先透過一個觀察，將 k隻貓換成 k隻老鼠的最佳解，應該與將(n-k)隻貓換成(n-k)

隻老鼠的最佳解相同，因此我們有 

定理一：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，在 V上找二個頂點所成集合 2，

則

1 , PP

knPkP −== 21 , 與 kPknP =−= 21 , 的最佳解相同。 

    證明： 
            由於將 k隻貓換成 k隻老鼠，等同於留下(n-k)隻貓。而貓和老鼠關閉通道

會相同。故將 k隻貓換成 k隻老鼠的最佳解，與將(n-k)隻貓換成(n-k)隻老鼠的
最佳解相同。 

▇ 
  現在我們先來看每個頂點都相連的情況。我們歸納發現，若 d=3且 不包含封

閉區域時，則關閉的通道等於 k+2。但當我們推廣到一般情形時，似乎也有類似的
規則。我們經由遞回的方法，成功的得到了定理二。 

1P

定理二：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若每個頂點都有 d個邊，在 V上

找二個頂點所成集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 ,

2)

。若 為一路徑或樹且 連

通，則所要關閉的通道為

1P 1P

2( +k 。 −d
     
證明： 

        假設 11 −= kP 時，關閉的通道為 ，我們很容易知道當1−ka kP =1 時，存在一遞

回定義 21 −+= − daa kk ，即 21 −=− −ak dak 。 

解遞回方程式 ，所以 ( ) ( ) )2)(1(2
22

1 −−=−=− ∑∑
==

− dkdaa
k

i

k

i
ii

2)2()2)(1()2)(1(1 +−=−−+=−−+= dkdkddkaak  
▇ 
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現在我們來看若 包含一個封閉區域時，會有怎樣的情況呢。我們發現當封閉

區域拿掉一個邊時，會變成定理二的情況，即不包含任何封閉區域。然而當我們把

邊加回來後，關閉的通道會少 2。所以我們得到了定理三。 

1P

定理三：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若每個頂點都有 d個邊，在 V上

找二個頂點所成集合 2，使得1 , PP knPkP −== 21 ,

)2

，若 包含一封閉區域且 連

通，則所要關閉的通道為

1P 1P

k 。 ( −d
 
證明： 

         若我們取走 封閉區域上的一邊 q，則1P kP =1 且 為一路徑或樹，由定理二知，

所要關閉的通道為

1P

2)2( +−dk 。現在當我們把取走的一邊加回來時，我們知道

所要關閉的通道數會少 2，故變為 )2(( 22)2 −=−+− dkdk 。 
▇ 

我們現在把問題推廣到包含 r 個封閉區域。當某一個封閉區域拿掉一個邊時，
會變成包含 r-1個封閉區域。然而當我們把邊加回來後，關閉的通道會少 2。所以我
們得到了定理四。 

定理四：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若每個頂點都有 d個邊，在 V上

找二個頂點所成集合 2，使得1 , PP knPkP −== 21 ,

)1(2)2

，若 包含 r個封閉區域且

連通，則所要關閉的通道為

1P 1P

( −−− rdk 。 
 
證明： 

        假設 kP =1 且包含 r個封閉區域時，我們令關閉的通道為 。顯然當rka , kP =1 且

包含 r個封閉區域時，若我們取走 封閉區域上的某一邊 q，使得 包含 r-1個

封閉區域，則

1P 1P

kP =1

)1−

且關閉的通道為 a 。我們容易知道 存在一遞回定義

，解遞回方程式得 ，所以

1, −rk

, −a ik

1

(

P

( )2 =21,, −= −rkrk aa

(21,,

( ) )1)(2
22

1, −−= ∑
=

−a
r

i
ik −r∑

=

r

i

−= aa krk r ，由定理三： )2(1, −= dkak ，所以 )1(2, )2( −−−ak = kr rd  

▇ 
我們之前的推廣都是在 任兩個頂點都有路徑的情況，但當 包含 r 個封閉區
域且有 w個不相連圖形時，會是怎樣呢？我們發現其實我們可以將 w個互不相連圖
形看成有 w個且每個都相連的圖形，由於每一個獨立的圖形都可以用定理四來求關
閉的通道。所以關閉的總通道就是個別關閉通道的和，所以我們得到了定理五。 

1P 1P
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定理五：給定個 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若每個頂點都有 d個邊，在 V

上找二個頂點所成集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 ,

(2)2( wrdk

，若 包含 r 個封閉區域

且有 w個分割，則所要關閉的通道為

1P

)−−− 。 
證明： 
由定理四，一個連通圖形有 r個封閉區域所關閉通道為 ，現在

我們假設第 個分割包含 個封閉區域、 個頂點，則由定理四，第 個分割

所關閉的通道為

)1(2)2( −−− rdk

iwiw ir
2

ik
)1()2( −−− ii rdk ，所以所關閉的通道總和為 

)(2)2(                                   

)1(2)2()1(2)2(

wrdk

rkdrdk
w

i
i

w

i
i

w

i
ii

−−−=

−−−=−−− ∑∑∑  

▇ 
我們把推廣的公式歸納如下： 

表格 2：不同的k值在不同情況下所需關閉的通道數及最佳解 

相等通道貓抓老鼠問題推廣 

1P  
不包含封閉

區域  1f
包含 r個封閉區
域  2f

w個分割且包含 r
個封閉區域 

1 2f - f 下界 

k 2)2( +−dk  r2  ))(max(2)2( wrdk −−−)1(2)2( −−− rdk )(2)2( wrdk −−−

 

由我們推廣的結果，我們發現同樣的 k值，連通圖包含 r個封閉區域所要關閉的
通道，比不包含封閉區域少 r2 ，且包含 r個封閉區域比包含 r-1個封閉區域少 2，故
我們知道若要連通圖所要關閉的通道數最小，就要在給定的 k 值上，找包含越多封
閉區域越好。然而若不連通，就要找包含越多封閉區域且越少分割越好。 
現在我們重新以我們的證明來解一些相等通道貓抓老鼠問題的範例，我們分別

舉了 d=3到 5的三個範例，由於 d=1的情況為相連兩點，d=2的情況我們在定理九
會討論，故在此省略。 

例１：20個頂點、30個邊，且每個頂點有 3個邊的貓抓老鼠問題： 

1 

2 

3 4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

 

           圖 3 
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01 連通圖中，由於 3,10 == dk
)2(
，我們容易知道最多有 3個封閉區域，所以由定理四

關閉的通道數最小為 622110)1(2 =×−×=−−− rdk  
02 若不連通，由於 3,10 == dk

)2()
，所以由定理五關閉的通道數最小為

82102)2()23(2(2)2( =−=−−=−−−≥ dk−−− dkwrdk  
03 由於 6<8，所以關閉的通道數最小為 6。  

 
例 2：12個頂點、24個邊，且每個頂點有 4個邊的貓抓老鼠問題： 

 

             圖 4 

01 連通圖中，由於 ，我們容易知道最多有 3個封閉區域，所以由定理四
關閉的通道數最小為

4,6 == dk
2( 82226)1(2) =×−×=−−− rdk  

02 若不連通，由於 ，且最多不會超過 3個封閉區域，由定理五關閉的通
道數最小為

4,6 == dk
(2)2 102122)2()23(2)2()( =−=−−=−−−≥−−− wr dkdkdk  

03 由於 8<10，所以關閉的通道數最小為 8。 
 
例 3：12個頂點、30個邊，且每個頂點有 5個邊的貓抓老鼠問題： 

 
              圖 5 

01 連通圖中，由於 ，我們容易知道最多有 5個封閉區域，所以由定理四
關閉的通道數最小為

5,6 == dk
2( 104236)1(2) =×−×=−−− rdk  

02 若不連通，由於 k ，所以每一個部分圖形的頂點數必小於等於 5，所以最
多不會超過 5個封閉區域，由定理五關閉的通道數最小為

5,6 == d

2() 126186)2()25(2)(2)2( =−=−−=−−−≥ dkw−−− dkrdk  
03 由於 10<12，所以關閉的通道數最小為 10。  
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經由我們的研究，我們已經得到了一些相等通道最佳化所需要的結果，現在我

們來證明一些相等通道貓抓老鼠問題的一些性質。由尤拉公式，我們很容易知道一

個平面的貓抓老鼠問題必定有一個頂點的邊數小於等於 5，然而當我們的問題限制
在每個頂點有相等通道時，我們很自然的可以得到每個頂點的邊都必須小於等於 5
的性質，現在我們來證明定理六。 

定理六：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題，若每個頂點都有 d個邊，則 5≤d ，
即所有貓抓老鼠問題只有 5種類別， 5or  4or  3or  2or  1=d 。 

證明： 
 由尤拉公式：v ，其中 v為頂點數、e為邊數、r為封閉區域數。然而

每個封閉區域最少有 3個邊，所以 ，所以

2=+− re

re 32 ≥ 2
3
2

≥+−
eev ，所以 63 −≤ ve ，

由於 故 。 nv = 63 −≤ ne
 現在我們再用反證法來證明， 

若 ，則 ，所以 ，即 。但 ，所以

，所以 矛盾。故

6≥d

6 ≥−

nd
n

6
1

≥∑
6 ≥−

ned
n

62
1

≥=∑
5

ne 3≥ 63 −≤ ne

nn 33 0 ≤d 。 
▇ 

架構在定理六上，我們知道 d必定小於等於 5，然而由我們得到的結果，連通圖
中所關閉的通道必小於 2)2( +−dk ，所以我們很自然的得到了一個與 d無關的上界。
然而在不連通中，最多只有 k個不相連圖形，所以關閉的通道當然小於等於 。現
在我們來證明定理七。 

k5

定理七：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若每個頂點都有 d個邊，在 V上

找一個分割 ，使得21 , PP knPkP −== 21 , ，若 連通則所要關閉的通道小於等

於 ，若 不連通則所要關閉的通道小於 。 

1P

k523 +k 1P

證明： 
  由我們得到的結果，連通圖中所關閉的通道必小於 ，又由定理六 2)2( +−dk

5≤d ，故 232)25(2)2( +=+−≤+− kkdk 。然而不連通中，由於 5≤d ，故
關閉的通道小於 。 kkd 5≤

▇ 

 
在我們的研究過程中，我們找到了一個很有趣的性質，即相等通道的貓抓老鼠

問題中，若貓和老鼠的個數相等，且分別都是連通圖，則貓和老鼠圖形所包含的封

閉區域數會相等，與圖形的選取無關。若不是連通圖，則貓和老鼠圖形所包含的封

閉區數的差，會等於不相連區域數的差。 
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定理八：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若每個頂點都有 d個邊，在 V上

找二個頂點所成集合 2，使得1 , PP
2

,
2 21

nPnP ==

2w

，若 包含 個封閉區域且有

個分割，P 包含 個封閉區域且有 個分割，則

1P

r

1r

1w

1w

2 2r wr − 221 =− 。若 皆連

通，則
21 , PP

r 21 r= ，與 選取無關。 1P

證明： 

  由定理五我們得到 所關閉的通道數為1P )(2)2(
2 11 wrdn

−−− ，P 所關閉的通道 2

數為 )(2)2(
2 22 wrdn

−−− ，但 及 所關閉的通道必定要相等，所以 1P 2P

)(2)2(
2

)(2)2(
2 2211 wrdnwrdn

−−−=−−− ， 

所以 )()( 2211 wrwr −=− ，即 2121 wwrr −=− 。 
若 皆連通，則21 , PP 121 == ww ，由上結果得 01121 =−=− rr ，故 。 21 rr =

▇ 

若我們將每個頂點的邊數固定為 2，我們發現了一個不變的性質，即所要關閉 
的最少通道會固定為 2，與圖形的選取無關。 

定理九：給定 n個頂點的貓抓老鼠問題，若每個頂點都有 2個邊，找二個頂點所成

集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 , ，則所要關閉的最少通道為 2，與圖形無關。 

證明： 
     由於所有頂點的邊數皆為 2的情況，必定形成一迴路，與圖形選取無關，
故所要關閉的最少通道為 2。 

▇ 

 

現在我們探討幾個貓抓老鼠問題的特例，我們首先對在空間上每一點都對稱的

圖形探討，如正多面體、空間上完全圖等等。經由我們的研究發現，一個完全對稱

的圖形，切成一半一半時，貓或老鼠的圖形必須是連通的，我們來看定理十。 

定理十：給定 n個頂點的空間上貓抓老鼠問題 V，若 V是一個對任何頂點都對稱的

圖形，在 V上找二個頂點所成集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 , ，若 使

得切割最小，則 皆分別是連通圖。 

21 , PP

21 , PP
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證明： 
若我們在 V上找二個頂點所成集合 ，若 不連通且存在分割  21 , PP 1P 21 , ww
，由於 V是一個對任何頂點都對稱的圖形，所以 經由移動後切割數不變，
我們可以將 經由移動靠近 ，當 變成連通時，我們知道切割數會變

小，所以若 使得切割最小，則 皆必須是連通圖。 

1w

1w

1 ,P
2w 21 , ww

21 , PP2P

▇ 

我們現在把這個對稱圖形壓到平面上，也會有同樣的性質，即 

定理十一：給定 n個頂點的平面上圖形貓抓老鼠問題 V，若 V是一個由空間上對任
何頂點都對稱的圖形壓縮而成，在 V上找二個頂點所成集合 ，使得21 , PP

knPkP −== 21 , ，若 使得切割最小，則 皆分別是連通圖。 21 , PP 21 , PP

證明： 

          由定理十，若 V是一個由空間上對任何頂點都對稱的圖形，若 使得

切割最小，則 皆必須是連通圖。現在我們可以將 V中的某一面挖一個洞
拉開攤在平面上，則 V在平面上且同時滿足 使得切割最小，且分別是連

通圖。 

21 , PP

21 , PP
PP

PP

21 ,

▇ 

由定理十一，我們可以發現由正多面體壓到平面上的圖形，若使得切割最小，

則 皆分別是連通圖。我們知道正多面體一共只有五種，其中正12面體壓縮後

就是我們原始的貓抓老鼠問題；正20面體壓縮後就是我們相等通道的範例3。經由

我們得到的結果，我們可以更快的得到最小切割數，我們現在來看五種正多面體壓

到平面上的情形。 

21 ,

例 4：正4面體壓縮： 

 

         圖 6 

由定理十，若使得切割最小，則 皆分別是連通圖，由於 ，最多有 0
個封閉區域，所以由定理四關閉的通道數最小

21 , PP 3,2 == dk
212)1 4)1((2)2( =−×−×=−−− rdk  
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例 5：正6面體壓縮： 

 

            圖 7 

由定理十，若使得切割最小，則 皆分別是連通圖，由於 ，最多有 1
個封閉區域，所以由定理四關閉的通道數最小為

21 , PP 3,4 == dk
14)1 402(2)2( =×−×=−−− rdk  

例 6：正8面體壓縮： 

 

            圖 8 

由定理十，若使得切割最小，則 皆分別是連通圖，由於 ，最多有 1
個封閉區域，所以由定理四關閉的通道數最小為

21 , PP 4,3 == dk
23)1 ×=−rdk  602(2)2( =×−−−

例 7：正12面體壓縮： 

 

          圖 9 

由定理十，若使得切割最小，則 皆分別是連通圖，由於 k ，最多有 3
個封閉區域，所以由定理四關閉的通道數最小為

21 , PP 3,10 == d
110)1 622(2)2( =×−×=−−− rdk  
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例 8：正20面體壓縮： 

 

            圖 10 

由定理十，若使得切割最小，則 皆分別是連通圖，由於 ，最多有 5
個封閉區域，所以由定理四關閉的通道數最小為

21 , PP 5,6 == dk
36)1 1042(2)2( =×−×=−−− rdk  
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(三)、不等通道貓抓老鼠問題 

我們現在把貓抓老鼠問題推廣到 n個房間，但每個房間不一定相等通道與其他
房間相連，怎樣才能關閉最少的通道，而把 k隻老鼠放進去？ 

   
問題 2：不等通道貓抓老鼠問題  
給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若第 i個頂點有 個邊，在 V上找頂點所

成集合 ，使得

id

21 , PP knPkP −== 21 , ，其中 VPPP =∪P=∩ 221 , 1φ ，如何找集合

，使得關閉通道最少。 21 , PP

在不等通道的情況下，由於我們知道所要關閉的通道數必定等於包含頂點的邊

數和，減去包含的邊數。故我們很容易的利用了尤拉公式得到定理十二。 

定理十二：給定一個 n個頂點，m個邊的平面圖貓抓老鼠問題 V，若第 i個頂點有  id

個邊，在 V上找二個頂點所成集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 , ，若 為一

路徑或樹且 連通，令 為所有 頂點的邊數所成集合，為則所要關閉的通

道為 。 

1P

1P

2− k
1E 1P

2
1

+∑
∈

d
Ed

i
i

    證明： 
            由尤拉公式： 2=+− rev ，其中 v為頂點數、e為邊數、r為封閉區域數，
所以 2−+= rve ，所以所要關閉的通道為 

4222
11

+−−=− ∑∑
∈∈

rvded
Ed

i
Ed

i
ii

 

 因為 為一路徑或樹，所以1P kvr == ,1 ，所以 

22                 

4222

1

11

+−=

+−−=−

∑

∑∑

∈

∈∈

kd

kded

Ed
i

Ed
i

Ed
i

i

ii  

▇ 
        然而連通圖，在不等通道的情況下，也有包含封閉區域會是怎樣的情況呢？ 
我們發現同樣可以用尤拉公式得到一般式，只不過公式會和頂點的邊數有關。 

定理十三：給定一個 n個頂點，m個邊的平面圖貓抓老鼠問題 V，若第 i個頂點有  id

個邊，在 V上找二個頂點所成集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 , ，若 包含

r 個封閉區域且 連通，令 為所有 頂點的邊數所成集合，則所要關閉的

通道為

1P

1P

−

1E 1P

)1(22
1

−−∑
∈

rd
Ed

i
i

k 。 
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證明： 
由尤拉公式： 2=+− rev ，其中 v為頂點數、e為邊數、r為封閉區域數，
所以 2'−+= rve ，所以所要關閉的通道為 

4222
11

+−−=− ∑∑
∈∈

rvded
Ed

i
Ed

i
ii

 

 因為 包含 r個封閉區域，所以1P kvrr =+= ,1' ，所以 

)1(22                 

4)1(222

1

11

−−−=

++−−=−

∑

∑∑

∈

∈∈

rkd

rkded

Ed
i

Ed
i

Ed
i

i

ii  

▇ 
同樣的，我們之前的推廣都是在 任兩個頂點都有路徑且在不等通道的情況 1P
下，但當 包含 r個封閉區域且有 w個不相連圖形時，會是怎樣呢？我們發現其實
我們一樣可以將 w個互不相連圖形看成有 w個且每個都相連的圖形，由於每一個獨
立的圖形都可以用定理十三來求關閉的通道。所以關閉的總通道數就是個別關閉通

道數的和，所以我們得到了定理十四。 

1P

 
定理十四：給定一個 n個頂點，m個邊的平面圖貓抓老鼠問題 V，若第 i個頂點有  id

個邊，在 V上找二個頂點所成集合 ，使得21 , PP knPkP −== 21 , ，若 包含

r 個封閉區域且有 w 個分割，令 為所有 頂點的邊數所成集合，則所要關

閉的通道為 。 

1P

1E 1P

)(22
1

wrkd
Ed

i
i

−−−∑
∈

證明： 
由定理十三，一個連通圖形有 r個封閉區域所關閉的通道為

，現在我們假設第 個分割包含 個封閉區域、k 個頂點，

則由定理十二，第 個分割所關閉的通道為

)1(22
1

−−−∑
∈

rkd
Ed

i
i

w

iw ir

2

i

i )1(2 −−−∑
∈

ii
Wd

j rd
ij

k ，所以所關閉

的通道總和為 

)(22)1(22
1

wrkdrkd
Ed

i

w

i
ii

Wd
j

iij

−−−=−−− ∑∑ ∑
∈∈

 

▇ 

然而僅考慮邊數也可以得到對應的結果，考慮 中所有的頂點，這些頂點總共

包含了 個邊，有的邊會連到外面，有的邊的兩個端點都是 內的點。假設兩個

端點都是 的邊總共有

1P

∑
∈ 1Ed

i
i

d

1P

1P

I 個，扣掉這些邊，剩下的邊都連向外面，因此我們知道這
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樣的邊一共有 Id
Ed

i
i

2
1

−∑
∈

個，而這也正是所要關閉的通道數，因此我們得到定理十五。 

1P

2
1

−−∑
∈

kd
Ed

i
i

kdd
Ed

i
i

=∑
∈ 1





−− )1(2 rk

定理十五：給定 n個頂點的平面圖貓抓老鼠問題 V，若第 i個頂點有 個邊，在 V

上找二個頂點所成集合 ，使得

id

21 , PP knPkP −== 21 , ，令 I 為所有以 內的

點為頂點的邊的總數，則所要關閉的通道為

1P

Id
Ed

i
i

2
1

−∑
∈

。 

證明： 
      由於 I 為所有以 內的點為頂點的邊的總數，對每個頂點來說顯然 I 要算兩 

次，故每個頂點連接邊數的總和為 I2 ，所以關閉的通道為 。 Id
Ed

i
i

2
1

−∑
∈

▇ 
 

我們把推廣的公式歸納如下： 

表格 3：不同的k值在不同情況下所需關閉的通道數及最佳解 

不等通道貓抓老鼠問題推廣 

1P  不包含封閉區域 包含 r個封閉區域
W個分割且包含 r個
封閉區域 

下界 

K 22 +−∑ kdi
1∈Edi

)1(2 −r
1Edi

 )(22 wrkdi −−−∑
∈ 








−−−∑

∈

)(22min
1

1

wrkd
Ed

iE
i

 

 
在我們證明的過程中，我們知道邊數相等的貓抓老鼠問題其實是邊數不等的一

個特例，即 ，然而在邊數不等之中，連通圖所關閉通道的下界為

，即最佳化必須同時將邊數的總和極小化及封閉區域最大

化。而不連通圖所關閉通道的下界為 ，即最佳化必須同時

將邊數的總和極小化及封閉區域減分割數最大化。 





−∑

∈

min
1

1

d
Ed

iE
i

2









−−−∑

∈

)(22min
1

1

wrkd
Ed

iE
i

 
現在我們重新以我們的證明來解一些不等通道貓抓老鼠問題的範例，我們分別 
舉了二個範例，來闡釋我們的結果。 

23 



 
例１：16個頂點的不等通道問題 

 

 
            圖 11 

 
01 連通圖中，由於 k ，我們容易知道最多有 3個封閉區域，所以由定理十二，若

r =1：

8=

(2− 71623162)12
111

=−≥−=−=−− ∑∑∑
∈∈∈ Ed

i
Ed

i
Ed

i
iii

dkdkd r 。 

r =2： 618241822)1(22
111

=−≥−=−−=−−− ∑∑∑
∈∈∈ Ed

i
Ed

i
Ed

i
iii

dkdrkd 。 

r =3： 420242042)1(22
111

=−≥−=−−=−−− ∑∑∑
∈∈∈ Ed

i
Ed

i
Ed

i
iii

dkdrkd 。 

 所以連通圖中關閉的通道數最小為 4。 

02 若不連通，由於 ，所以最多有 2個封閉區域，由定理十三關閉的通道數最小
為 

8=k

4                                                                   

162016                                                                       

)22(22)2(22)(22

1

111

=

−≥−=

−−−≥−−−≥−−−

∑

∑∑∑

∈

∈∈∈

Ed
i

Ed
i

Ed
i

Ed
i

i

iii

d

kdwkdwrkd

 

由結果1 , ，所以關閉的通道數最小為 4。  0 02
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例 2：20個頂點的不等通道問題 
 

 
           圖 12 

 
01 連通圖中，由於 ，我們容易知道最多有 4個封閉區域，所以由定理十二，若

r =1：

10=k

(2 −− 102030202)12
111

=−≥−=−=− ∑∑∑
∈∈∈ Ed

i
Ed

i
Ed

i
iii

dkdd rk 。 

r =2： 822302222)1(22
111

=−≥−=−−=−−− ∑∑∑
∈∈∈ Ed

i
Ed

i
Ed

i
iii

dkdrkd 。 

r =3： 724312442)1(22
111

=−≥−=−−=−−− ∑∑∑
∈∈∈ Ed

i
Ed

i
Ed

i
iii

dkdrkd 。 

r =4： 626322662)1(22
111

=−≥−=−−=−−− ∑∑∑
∈∈∈ Ed

i
Ed

i
Ed

i
iii

dkdrkd 。 

 所以連通圖中關閉的通道數最小為 6。 

02 若不連通，由於 ，所以最多有 3個封閉區域，由定理十三關閉的通道數最
小為 

10=k

8                                                                  

223022                                                                       

)23(22)3(22)(22

1

111
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−≥−=
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∑

∑∑∑

∈

∈∈∈

Ed
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Ed
i

Ed
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Ed
i

i
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所以不連通圖中關閉的通道數最小為 8。 

由結果1 , ，所以關閉的通道數最小為 6。 0 02
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      (四)、貓抓老鼠問題的特例探討 
    由之前的探討，我們得到了相等通道與不等通道貓抓老鼠問題的一般式。這個

一般式對於解空間不大的某些特定問題，提供了一個絕佳的途徑，尤其是以人工來

解決問題。然而這一般式並無法直接找到解答，故當解空間變得很大且複雜時，問

題依然不容易解。但如果我們在問題上加一些特殊條件，我們是可以找到公式解的，

但缺點就是容易受條件限制，而有不同的情況。 
現在我們來看一個格子點圖形問題，我們在不等通道的範例一，示範了一個 16
個頂點的 4x4格子點不等通道問題，我們得到最小切割為對半的情況，這似乎是滿
符合直覺的事情，但對於一般格子點，是否也會對呢？我們現在來證明在某些情況

下，這件事情是對的。 

定理十六：給定一個 的矩形平面圖貓抓老鼠問題 S，其中 且 為奇數，顯

然  S 有 個點，在 V 上找二個頂點所成集合 ，使得

nm×
() +× n

nm ≤ n

1P)11( +m P2,

2
)1)(1((

1 ,)1
22

)(1 ++
=

+n+
=

nmmP P ，則所要關閉的最小通道為 m+1。 

由於當切割為對半時，所要關閉的通道為 m+1，所以我們知道 m+1的解存在，
若我們能證明不存在小於 m+1的解，則所要關閉的最小通道為 m+1。 
為了證明方便，我們先來定義名詞。 

定義：給定 S與 S上的分割 ，我們稱一群連在一起的方塊為’’一條蛇’’，若 21 , PP
(1) 每個方塊至少包含一斷邊 
(2) 方塊以上下或左右的方式連接到其他方塊 
(3) 所有方塊連接成一條帶子或頭尾相接但不打結 

        我們稱包含斷邊的方塊為’’邊界方塊’’，邊界方塊一共有四類： 

(1)               (2)               (3)              (4) 

 
  

其中    表示 中的點，直線表示蛇的走向，除了第四種情形外，蛇與蛇之間不
會相交，因此得知。 

1P

現在我們先證明一些引理來輔助證明定理十六。 

引理一： 
對於任意矩形Ｓ與Ｓ上的分別 ， 如果其上的邊界方塊不包含第四類，則

這些邊界方塊可分成一群不相交的蛇。 
1P 2P

證明： 
     若有相交，則邊界方塊必定會包含 2條蛇，故得證。 

▇ 
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引理二： 

(1) 頭尾不相接長度為 L的蛇，包含了(L+1)個斷邊。 

(2) 頭尾相接長度為 L的蛇，包含了 L個斷邊。 

證明： 

邊界方塊(1)~(3)，每塊包含了二個斷邊，但由於斷邊會共用，因此平均每塊分
得一個斷邊。 

▇ 
引理三： 

總長度小於 m的蛇群，最多包含 



 +

×



 +

2
1

2
1 LL

個    點。 

證明： 

(1) 如果只有一條長度 L<m的蛇： 

01 最好的情況下，蛇不可能頭尾相接，因為如果這樣，由於對稱的關係，我
們可把蛇“移到 S的邊邊”，然後將環狀的蛇解開，可以包含更多的點。 

02 蛇頭與尾不可能在 S外框的二平行邊長，因為長度不夠。 

03 蛇所圍的區域不可能有凹洞，因為如果這樣，把凹洞“往外推”，會圍住
更多的點。 
所以唯一可能的情形是圍成矩形，矩形二個邊由蛇圍成，另二邊是 S的邊框。 

04 討論極值發生時： 

 

令 Lba =++1 ，包含 )1)(1( ++ ba 個點，由不等式

2

2
11( 

+



 +a 2

2
1



≤


++ Lb)1)(1 ≤++ ba  

等號成立時 





 −

=
2

1La 與 





 −

=
2

1Lb ，但 皆為整數，故 ba,
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  



 −

=
2

1La 與 



 −

=
2

1Lb ，即得證。 

(2)如果有好幾條蛇： 
01 假設有二條，第一條長度 ，第二條長度 ， + =L， 1L 2L 1L 2L

令 



 +

=
2

11
1

La ， 



 +

=
2

11
1

Lb ， 



 +

=
2

12
2

La ， 



 +

=
2

12
2

Lb 。 

則 與 最多包圍1L 2L 2211 baba + 個點，而

1)1( 11 )(1 212221 +−+≤+ bbaaa bab ，因為 +−

111)1)(1( 2122212121112121 ++−−−++−+=+−+−+ bbababaabababbaa  

)1)(1()1)(1( 12212211 −−+−−++= babababa  

2211 baba +≥  

令 )1( 211 −+= aat ， )1( 212 −+= bbt ，所以 11)1)(1( 212121 +=+−+−+ ttbbaa  

由於 ， ， ， ，且存在一數 ，不失一般性，假設  1a 2a 1b 2b 1≥ 2≥ 21 ≥a

11211 >−+=∴ aat  

)1(1 2112121 +=+<+∴ ttttttt ，又 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

22
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2
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2
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2
2121

2
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2
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2
111

                                     

2
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2
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2
1)1(


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



 +
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



 ++

=







 −+++
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




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=

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=



 +

×



 +

≤+∴
2

1
2

1)1( 21
LLtt 一條長度為 L的蛇包圍最大面積。 

因此知二條蛇所能圍的點數≤接在一起一條蛇所能圍的最多點數。 

02 如果超過二條蛇： 
由(2)知二條合併成一條能包圍更多的點，因此最後會只剩一條。 

▇ 
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現在我們來看包含第四類的情況，我們知道如果 S被切成 與 ，如果邊界
方塊包含第四類，那麼蛇和蛇會相交： 

1P 2P

引理四： 

將 S分割成 與 ，如果第四類邊界方塊算成二塊，那麼斷邊為(m+1)最多
只能用 m+1邊界方塊。 

1P 2P

證明：由引理二 
▇ 

引理五： 

小於 m個邊界方塊不可能包圍 S中一半的點。 

證明： 

由引理三，總長度小於 m的蛇群，最多包含 =



 +

×



 +

2
1

2
1 LL

個     點，又

2
)1)(1(

2
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2
1

2
1

2
1

2
1

2
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<



 +

×

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 +

≤

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


 +

×



 + nmnmmmLL  

故得證。 

▇ 

因此由引理四與引理五，知斷邊總和的個數為(m+1)且 21 PP =

1P

，則所使用的

邊界方塊只能是(m+1)或 m個。(m+1)顯然不合，因為這表示 是由一條或數條圍
成圈的蛇所構成，利用類似引理三的推論，可知不可能包圍 S中一半的點。 

若是 m個邊界方塊，則其中必包含一條頭尾不相接的蛇，且共有一條，否則
由引理三知不可能包圍一半的點。這一條蛇必定是連接二較長的 S外圍(也就是對

半的情形)，否則最多只能包圍 



 +

×



 +

2
1

2
1 mm

個點，還是不到一半。故得證。 
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(五)、貓抓老鼠問題的數值最佳化 

在之前研究過程中，我們討論了各種可能的情況，但當我們問題變成邊數不等及

點數變多時，我們發現問題變成非常的複雜，即使有了將邊數的總和極小化及封閉迴

路最大化的結論，題目依然不是非常的容易，也似乎並非一般討論或樹狀圖所能解

答。我們在特例的探討中闡釋了即使是特殊問題，要證明一般性也會變的非常複雜。

在我們嘗試了各種可能的方法及查閱了各式期刊及論文之後，我們卻發現貓抓老鼠問

題其實就是一種圖論上的圖形切割問題，只不過貓抓老鼠問題是一個平面圖的圖形切

割問題。 
     所謂的圖形切割問題，就是給定一個 n 個頂點、e 個邊的圖形，在把頂點分成
一半一半的情況下，斷掉的邊最少。圖形切割問題是一個 NP-complete 的問題，即
目前無法找到在多項式時間內解答的演算法。但我們的問題是平面圖的圖形切割問

題，是否還是 NP-complete呢？一篇 2002年的論文告訴我們，目前這個問題還無解
[2]，但一些學者猜測，它應該是 NP-complete。 

     由於這個問題的複雜度，我們決定同時探討數值逼近法來尋求逼近解。所謂一
個好的逼近解，就是能在多項式時間內，找到一個近似最佳的逼近值，在我們尋求

老師的協助後，老師指導了我們一種啟發式隨機搜索演算法叫平均場退火法。   
平均場退火法是一種求最佳化的方法，它能夠輕易的避開區域極值的問題，也是

一種多項式時間的演算法，它結合了物理、統計力學、資訊理論的各種概念，所產

生的一種最佳化理論。平均場理論的困難在於如何將所要求的問題建立數學模型，

再經過一系列的數學推導，來求得所要的式子，並不同於一般已知函數的求極值。

如同用微分求極小值一般，必須先有函數，再令一次微分等於零，來求極值。只不

過平均場理論的函數必須自己推導，並不同於一般已知函數求極值。所以在做最佳

化過程之中，我們必須先造一個函數，使得若函數值越小，則對應解越好，如此我

們就可以把最佳化的問題轉換成求極小值問題，再配合解極小值，我們就可以把問

題解決。 

 

現在我們先來定義貓抓老鼠問題的數學模型。 
 

1、定義：貓抓老鼠問題的數學定義 

給定一個 n個頂點，m個邊的平面圖貓抓老鼠問題 V，若第 i個頂點有 個邊，在 V

上找頂點所成集合 ，使得

id

21 , PP knPkP −== 21 , ，其中 VPPP == P∪∩ 2121 ,φ ，如

何找集合 ，使得關閉通道最少。21 , PP
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2、建立數學模型： 

在我們嘗試將貓抓老鼠問題建立數學模型時，我們發現其實貓抓老鼠問題的每

個房間只有兩種狀態，不是貓就是老鼠。所以我們可以用

 當成第 i個房間的狀態。現在我們要找一個

的函數 ，使得若函數值越小，則對應解越好，如此我們就可以把最

佳化的問題轉換成求極小值問題。 




−

=
個房間為老鼠若第

個房間為貓若第

 i   , 1is

]...[ 1 nsss = )(sH

 i  , 1

我們的研究不難發現若兩個房間 都同時屬於貓或老鼠，則 會等於+1，

即  。所以若我們定義一符號 ，為第 i個房間

和第 j 個房間相連的狀態，即 。則我們知道 等於+1

若兩個房間 都相連且同時屬於貓或老鼠，即 

ji ss ,

其它

若房間

, 0
, 1
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ijJ
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, j  i , 1

jiij ssJ 。 

所以我們若令 ，則我們知道若 越大，則 =-1 越少，即兩

個房間 都相連且一個屬於貓另一個屬於老鼠的情況越少，即關閉通道越少。可

是我們希望求的是極小值，所以我們令 。在此我們已經找到一個

函數使得函數值越小，則對應解越好。 

∑
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=
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ji ss ,

= jiij sssH )(

對應於我們的問題，我們不只希望關閉通道越少，還希望限制在 k隻老鼠和 n-k

隻貓，即貓和老鼠的差為 n-2k，即 ，所以我們若希望 越接近

，就要求
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N
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)2( kN − ∑ −−
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i kNs )2(

2

的極小值，但為了方便計算，我們換成解

的極小值。所以我們重新將貓抓老鼠問題的函數定義為 )2

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其中   代表頂點的狀態，   代

表頂點相連關係，
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µ為一個可改變的參數，是一個正的常數，目的是控制極小解及
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限制條件之間的比例關係。 
由函數的分析，我們知道若 越小，則解越好。其中第一項代表了關閉通道

的最佳化，第二項代表了讓兩個集合符合我們要的大小。 
)(sH

3、最佳化推導：求得 的最小值 2})2({)( ∑ ∑
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−−+−=
N

ji

N

i
ijiij kNsssJsH µ

(1)、貪心法則 

我們現在先用貪心法則來求得 的最小值，所謂貪心法則即在求解的過程中，

每次都選取最小解，隨著 的減小，最後必定會收斂到一區域極值。 
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即 的能量差為 ，即 is ( ) )2( kNsJ j
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以符號函數代替，所以 

))||(sgn( ii ssHs ∆=  

演算法： 

1. 初始一個限制值θ  

3. 隨機產生一組 值 s

4. for i=1 to n 

))||(sgn( ii ssHs ∆=  

5. 若∑ <∆
i

issH θ)||( ，則停止。否則回到步驟 3 

(2)、平均場退火法 

由於貪心法則會有區域極值的問題，所以我們現在以平均場退火法來改進貪心

法則。在貪心法則中，我們限制了 ii
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，則選擇 ，反之
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演算法： 

1. 初始一個限制值θ， β ，及迭代次數  l

6. 隨機產生近似 0的 值 im

7. for i=1 to  l
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，則停止。否則增加 β 並回到步驟 3 
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伍、研究結果 
在研究過程中，我們已經展示了用我們的理論來解貓抓老鼠遊戲。現在我們要以

組合最佳化的平均場理論來解決範例一的問題(圖 6)，以下是我們數值最佳化所
得到的結果，其中以紅點為老鼠、藍點為貓，邊上的數字代表關閉的通道數。我

們的程式以 matlab6.5及 Visual C++ 6.0來完成，我們以一些例子展示我們所得到
的結果。 

例一： 

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12
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圖 13：20個點的相等通道貓抓老鼠遊戲 

表格 4：最佳逼近解 

頂點 邊 選取點數 斷邊總和 
20 30 10 6 

例二：6x6格子點 

1 2 3 4 5 6 

 
圖 14：36個點的不等通道貓抓老鼠遊戲 

表格 5：最佳逼近解 

頂點 邊 選取點數 斷邊總和 
36 60 18 6 
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例三：10x10格子點 

1 2 3 4 5 6 7  8 9 10 

 

圖 15：100個點的不等通道貓抓老鼠遊戲 

表格 6：最佳逼近解 

頂點 邊 選取點數 斷邊總和 
100 180 50 10 

 
例四：隨機產生的平面圖 

1 

2 

3 

 

圖 16：亂數產生的 30個點不等通道貓抓老鼠遊戲 

表格 7：最佳逼近解 

頂點 邊 選取點數 斷邊總和 
30 27 15 3 
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例五：隨機產生的平面圖 

1 2 

3 

4 

 
圖 17：亂數產生的 80個點不等通道貓抓老鼠遊戲 

表格 8：最佳逼近解 

頂點 邊 選取點數 斷邊總和 
80 108 40 4 

 
例六：三度空間 Bucky球 

 
圖 18：60個點三度空間 Bucky球貓抓老鼠遊戲 

表格 9：最佳逼近解 

頂點 邊 選取點數 斷邊總和 
60 90 30 10 
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陸、討論 
當我們第一次接觸到貓抓老鼠問題時，我們的直覺便是不知從何下手，除了其

龐大的解空間外，這個問題的困難在於即使給定了固定的頂點數、邊數、每個頂點

連接的邊數及封閉區域數，仍然有數種不一樣的圖形，而且具有不同的斷邊數(如圖
19)， 

 

        圖 19：24個頂點，36個邊，13個封閉區域，且每個頂點皆為 3個邊的不同圖形 

，其中左圖關閉最少通道為 6、右圖關閉最少通道為 4。 

 
所以我們絕對無法只用頂點及邊數兩參數，就要求得最少關閉通道，因為最少關閉

通道數會和圖形有關，並無法由頂點及邊數唯一決定。然而我們仍然找到了一些不

變的性質，即最少關閉通道數只和選取集合的頂點連接的邊數及包含的封閉區域數

及分割數有關。 
在我們經歷了數次的研究及討論後，我們發現了幾個在最佳化過程中，所應該

有的結論。之後我們將我們的結論應用在幾個較簡易問題上，並試圖將問題一般化。

但當我們嘗試擴展問題時，我們發現複雜的解空間，讓我們依然不容易下手，我們

在特例探討上，解釋了即使是單純且限制了許多條件的問題，要證明一般性也不是

這樣容易，所以我們開始著手研究問題的複雜性。在我們查閱了各式期刊及論文，

我們發現其實貓抓老鼠問題是一種平面圖的圖形切割問題，然而圖形切割問題是一

個 NP-complete問題，即無法找到多項式時間的演算法來解決問題。在我們尋找了許
多書籍來了解何為 NP-complete問題後，我們開始嘗試尋求最佳近似解。但之後我們
有碰到了一個大難題，即圖形切割問題在平面圖上是否還是 NP-complete問題呢?很
幸運的，我們上網找到了一篇探討圖形切割問題的論文，它告訴了我們，這個問題

目前還無解[7]。 
我們的文章總共討論了 2個大方向來探討貓抓老鼠問題，第一個方向以圖形的
角度分析最佳化所需要的結果，第二個方向以組合最佳化的平均場理論尋求較複雜

問題的近似解。配合著理論證明及數值逼近，我們更完整的分析了貓抓老鼠問題。 
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柒、結論 
本文首先以圖形的觀點來分析貓抓老鼠問題，並且在邊數不等中，求出連通圖

所關閉通道的下界為 ，即最佳化必須同時將邊數的總和極小化及

封閉區域最大化。而不連通圖所關閉通道的下界為 ，即最

佳化必須同時將邊數的總和極小化及封閉區域減分割數最大化。其中當每個頂點的

邊數相等時，連通圖最佳化的情況為
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，不連通圖最佳化的情

況為 。而在特例探討中，我們得到了(2)2( rdk −−− × 的格子點，其中 nm ≤ 且
為奇數，則最小關閉通道為n 1+m 。 
但由於當解空間變得較大且邊數不等時，即使有不錯的結果，問題也會變的非

常的複雜並非能輕易的求出，所以之後我們以組合最佳化的平均場理論，求得最佳

化的迭代式 
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ij
jiji µµβ ， 

利用我們導出的最佳化的迭代式，我們有效的解決了解空間較大且邊數不等的貓抓

老鼠問題。我們的迭代式能夠輕易的推廣到不限維度的任意圖形，我們在結果的例

題 6展示了三度空間的巴克球，但礙於篇幅，我們並不予以討論。 
 
 

捌、應用與展望 
現在我們就應用層面來作探討。最近聽到一個駭人聽聞的消息，即和平醫院集

體感染 SARS，而政府希望能將 SARS病患隔離在和平醫院。然而和平醫院並非所有
病患皆感染 SARS 且 SARS 是接觸傳染。若兩個房間互通，將大大的增加了感染的
機率。我們的問題產生了，如果我們要安排 SARS 病患及非 SARS 病患的房間，我
們要如何安排，才能關閉最少的通道呢。這個問題就像我們的貓抓老鼠問題一樣，

若能關閉最少通道，將節省很多不必要的成本。我們問題的應用層面很廣，舉凡兩

個互斥的集合必須關閉最少連接，都是我們所能應用的範疇。 
我們對未來的展望就是希望能將問題推廣到三個不同集合以上，且希望能同時

探討關閉最多通道的問題。如美伊戰爭時，若能以固定數個區域找到關閉最多通道，

我們就能以有限的兵力鎮守最多區域。 
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評語 
優點：與其作品比較，除了反映出學生的用心專注及老師的關鍵指導，其取材、步驟、方法

等都反映出優秀的數學品味。 
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