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一、研究動機： 

    對多邊形每一邊長作相同的分割比，連接這些分割點，或將原多邊形的頂點

與分割點相連，亦可圍成一多邊形，此多邊形與原多邊形是否相似？這是值得研

究的一個問題。我們發現將一多邊形作 m：n之分割，除了少數情形與原多邊形

相似外，大部分的情形都無法與原多邊形相似。只有正多邊形的情形一定可以得

到與原多邊形相似的多邊形。除此之外，我們對正多邊形之分割點與原正多邊形

頂點所圍出來的正多邊形頂點 、'A 'B、C 、 的軌跡也將有所探討。 ' L'D

    我們把連接分割點所得的正多邊形稱為第一型態正多邊形，把原正多邊形的

頂點與次一邊上的分割點相連，所圍出來的正多邊形稱為第二型態正多邊形，把

正多邊形的頂點與再次一邊上的分割點相連，所為出來的正多邊形稱為第三型態

正多邊形。接下來的討論分為四部份。A部分我們要討論，第一型態的正多邊形，

B部分我們要討論第二型態的正多邊形，C部分我們要討論第二型態正多邊形頂

點的軌跡，D部分我們要討論第三型態正多邊形的軌跡，而最後 E部分我們要對

此問題作一個結論及討論。 
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二、研究方法及討論： 

A：第一型態的多邊形 

1. 三角形：  

  對任意三角形，每一邊長作相同的分割比m ，而: n 1m n+ =  

  設 1AB = ，BC a= ， AC b= ，分割點 、 、 連成一D E F DEF∆ 。 

  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 cos

2 cos

2 cos

DF m n b mnb A

DE n m a mna B

EF n a m b mnab C

 = + −

 = + −


= + −

Q  










=−+=

=−+=

=−+=

2222

2222

2222

1cos2

cos21

cos21

CabbaAB

bBaaAC

aAbbBC

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

: :

1 12 : 2 : 2
2 2

DF DE EF

b a a b a bm n b mnb n m a mna n a m b mnab
b a

1
2ab

∴

    + − + − + −
= + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅    
    





( ) ( ) (2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 : 1 : 1m n b mn b a n m a mn a b n a m b mn a b    = + − + − + − + − + − + −    

ABC

)
(1)若∆ 是正∆，則  1a b= =

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2: : : :DF DE EF m n mn m n mn m n mn= + − + − + −  

              =  1:1:1

DEF∴∆ 也是正∆  

DEF CAB∴∆ ∆�  

(2) 若∆ 不是正∆，但ABC 1
2

m n= =  

 則
2 22 2 2 2 22 21: : : : : :1 : :

4 4 4
a bDF DE EF a b BC AC AB= = =

2
 

 2



   即 : : : :DF DE EF BC AC AB=  

   DEF CAB∴∆ ∆�  

就正∆而言， 

( )( )( )
( )( )( )

2 2 2 2 2 2

1 1 1

S S m n mn S m n mn S m n mnDEF
ABC S S S S

′ ′ ′ ′− + − − + − − + −∆
=

∆ − − −

面積

面積
 

其中 2 23 3,
2 2

m n m′= = + −S S  n

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 23 1 1 1
2 2 2 2

3 1 1 1
2 2 2 2

m n mn m n mn m n mn m n mn+ − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + −
=

⋅ ⋅ ⋅

2 2m n mn= + −         

1 3mn= −  

( )1 3 1m m= − −  

23 3m m= − +1 

21 13
2 4

m = − + 
 

 

   ∴當 1
2

m n= = 時， 面積為最小  DEF∆
min

1
4

DEF
ABC

∆ ∴ = ∆ 
 

 

2. 四邊形： 

對任意四邊形的邊長作相同的分割比m ，而: n 1m n+ =  

令 1AB = ，BC a= ，CD ，b= AD c= ，分割點 、F、G、H連成一四邊形  E EFGH














−+=

−+=

−+=

−+=

AmnccnmEH

DmnbccmanGH

CmnabbmanFG

BmnaamnEF

cos2

cos2

cos2

cos2

2222

22222

22222

2222
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2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

1 2 cos

1 2 cos

2 cos

BD a b ab C

BD c c

AC a a B

AC b c bc D

 = + −

 = + −

 = + −


= + −

A
   

( )
( )
( )

( )

2 22 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

1

1

EF n m a mn a AC

FG n a m b mn a b BD

GH n b m c mn b c AC

EH m n c mn c BD

 = + − + −


= + − + −⇒ 
 = + − + −

 = + − + −

 

 

(1)若 不是正方形，但ABCD 1
2

m n= =  

  則
2 21

4
EF AC= ，

2 21
4

FG BD= ，
2 21

4
GH AC= ，

2 21
4

EH BD=  

     四邊形 為平行四邊形，與原四邊形 不會相似。 EFGH ABCD

 

(2)若 是正方形，即 ，儘管ABCD 1a b c= = = m n≠ 所分割出來的四邊形  

會與原四邊形 相似，這可以由下面的算式看出來。 

EFGH

ABCD

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 22 2

2 2 22 2

2 2 22 2

2 2 22 2

2

2

2

2

EF n m mn AC n m mnAC

FG n m mn BD n m mnBD

GH n m mn AC n m mnAC

EH n m mn BD n m mnBD

 = + − − = − +


= + − − = − +

 = + − − = − +

 = + − − = − +

2

2

2

2

 

ABCDQ 是正方形 AC BD∴ =  

因此， EHGHFGEF ===    BEF AHE∆ ≅ ∆Q  

       1 4, 3 2∠ = ∠ ∠ = ∠

      Q   1 3 90∠ +∠ = o 1 2 90∴∠ +∠ = o     90FEH∴∠ = o  

   ∴四邊形 為正方形，與原四邊形 相似 EFGH ABCD

    ( )
22 2

22 2 1 11 2 2 1 2
1 2

EFGH m n m m m m m
ABCD

+  = = + − = − + = − 
 

四邊形 面積

四邊形 面積 2
+  

 4



 ∴ 當 1
2

= =m n 時，
min

1 1
2 4

EFGH
ABCD

  = >
 

四邊形 面積

四邊形 面積   

 

3. 正五邊形： 

   108A B C D E∠ = ∠ = ∠ = ∠ = ∠ = o

  皆相等 , , , ,APT BQP CRQ DSR ETS∆ ∆ ∆ ∆ ∆

  , ,  1 2∠ = ∠ 1 3 180A∠ +∠ +∠ = o 2 3 180TPQ∠ +∠ +∠ = o

  , 同理108A TPQ∠ = ∠ = o °=∠=∠ 108PQRB ,  L

∴五邊形 為正五邊形，與五邊形 相似 PQRST ABCDE

1 sin108
2

a APT mn∆ = o  

      1 cos18
2

mn= o  

∴五邊形 面積 = 五邊形PQRST ABCDE 5 APT− ×∆ 面積 

                   1 1 15 1 cot 36 5 cos18
2 2 2

mn= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅o o  

2 cos181
cot 36

PQRST mn
ABCDE

= −
o

o

面積

面積
 

1 2 cos18 tan 36mn= − o o  

          2sin18 cos181 2 cos18
cos36

mn= − ⋅
o o

o

o
 

          
24 cos 18 sin181

cos36
mn

= −
o o

o
 

          

10 2 5 5 14
16 41
5 1
4

mn + −
⋅ ⋅

= −
+

 

          ( )5 51 1
2

m m−
= − −  

          ( )25 51
2

m m−
= + −  

    
25 5 1 1 5 5 3 51 1

2 2 4 8 8
m

 − − − − ≥ − = >  
   

1
2

+
= +  
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4. 正六邊形： 

  為正六邊形，∠ =  ABCDEF 120A B C D E F∠ = ∠ = ∠ = ∠ = ∠ = o

  ∆ ∆ 皆全等 , , , , ,APU BQP CRQ DSR ETS FUT∆ ∆ ∆ ∆

  PU PQ QR RS ST TU∴ = = = = =  

  ∠ = ,  2 4∠ 1 2 1 4 120 180PUT∠ +∠ +∠ = ∠ +∠ + =o o 120PUT∴∠ = o  

  同理，∠ =  120 ,UPQ o LL

∴正六邊形 與正六邊形 相似 PQRSTU ABCDEF

1 sin120
2

a APU mn∆ = o  

      3
4

mn=  

正六邊形 面積 = 正六邊形PQRSTU ABCDEF 6 APU− ×∆ 面積 

                    3 36 6
4 4

mn− ×= ×  

                    ( )3 3 1
2

mn= −  

1 mn
ABCDEF

∴ = −
正六邊形PQRSTU面積

正六邊形 面積
 

                    ( )1 1m m−= −  

                      = −  2 1m m +

                      
21 3

2 4
m  + 
 

= −  

1
2

m∴ = 時，
3 3 5
4 8ABCDEF

+
= >

六邊形PQRSTU

六邊形
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5.正 k邊形 

設 為正 k邊形 kAAA   21 K

kAAA   21 K 面積 
k

k πcot
2
11

2
1

⋅⋅⋅⋅=  

k
k πcot
4
⋅=  

kBBB   21 K 面積 





 −⋅−⋅=

k
mnk

k
k πππ 2sin

2
1cot

4
 

k
mnk

k
k ππ 2sin

2
cot

4
−⋅=  

k
k

k
mnk

AAA
BBB

k

k

π

π

cot
4

2sin
21

  
面積  

21

21

⋅
−=∴

K

K  

( )

1sin1
cos2

cossin2
1

cot2

2sin
1

4
1

2
1

cot

2sin
21

cot

2sin
21

)1(
cot

2sin
21

cot

2sin
21

2

2

2
2

→−=−=−≥











−






 −⋅+=−⋅+=

−⋅−=⋅−=

k
k

kk

k

k

m

k

kmm

k

k

mm

k

kmn

k

k

π
π

ππ

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

 

結論： 

1.正多邊形每邊作相同的分割比，所構成的多邊形也是正多邊形。 

2.所有這些內接正多邊形在 1:1: =nm 時面積最小，且邊數增大，此內接多邊

形的最小面積會增大，會越來越接近原正多邊形的面積。 
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B：第二型態正多邊形 

 

1. 正三角形： 

ABC∆ 的每邊做相同的分割比m ，分割點為 D、E、F，連接n: AD、BE、CF，

則 AD、 BE、CF各交於 、'A 'B 、 '。 C

CAFBCEABD ∆≅∆≅∆  

ECCDBBFAA ''' ∆≅∆≅∆ 3 2 1 ∠=∠=∠⇒  

''' CBA∆∴ 為正三角形 

當
2
1

== nm 時， '∆ 面積= 0 '' CBA ( )重合', ', ' CBAQ ，面積最小。 

當m 時，面積又變大。 n>

當m 時， '1→ '' CBA∆ 面積 ABC∆ 面積。 

 

2. 正四邊形： 

DECCHBBGAAFD ∆≅∆≅∆≅∆  

4 3 2 1 ∠=∠=∠=∠ ， 8 7 6 5 ∠=∠=∠=∠  

' ' ' ' DCBA ∠=∠=∠=∠∴  

'' GBFA = ， '' AADD =  

'''''''' DCBADABA ⇒=∴ 為正方形 

當m 時， 趨近於一個點（1→ '''' DCBA AC與BD的交點） 

此時，四邊形 面積 = 0最小。 '''' DCBA

我們也可以這樣來看： 

令 θ=BAG∠ ， θcos'' nBA =  

 8



∴四邊形 面積'''' DCBA
θθ

θ 2

2

2

2
22

tan1sec
cos

+
===

nnn  

( ) 0
1
1

1

2

2

2

2

≥
+
−

=

+
=

m
m

ABCD
m

n
面積四邊形 

 

∴當 時，四邊形 面積 = 0最小。 1→m '''' DCBA

 

3. 正五邊形： 

EAGDEFCDJBCIABH ∆≅∆≅∆≅∆≅∆  

5 4 3 2 1 ∠=∠=∠=∠=∠ ， 10 9 8 7 6 ∠=∠=∠=∠=∠  

因此 ''''' EDCBA ∠=∠=∠=∠=∠ ， ''''' EDCBA∴ 為正五邊形 

∴五邊形 '＝五邊形 ''''' EDCBA 55 AGAABHABCDE ∆×+∆×−  

EGAAGA ∆∆ ~'Q  

AG
GA

GE
AG

AE
AA ''

== ，
m

GA
mm

mAA '
72cos211

'
2

=
++

=
o

 

o72cos21
'

2 mm
mAA
++

=∴ ，
o72cos21

'
2

2

mm
m
++

=GA  

°⋅⋅=∆ 108sin''
2
1' GAAAAGA  

o

o

o

o

72sin
72cos212

1

108sin
72cos212

1

2

3

2

3

⋅
++

⋅=

⋅
++

⋅=

mm
m

mm
m

 

o108sin1
2
1

⋅⋅⋅=∆ mABH  

o72sin
2
1

⋅⋅= m  

∴五邊形 





×××= o54tan

2
11

2
15ABCDE  
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o

o

o

oo

o

o

o

36sin2
72sin

4
5

36sin2
36cos36sin2

4
5

36sin
36cos

4
5

36cot
4
5

2

2

⋅=

⋅=

⋅=

⋅=

 

∴五邊形 '面積'''' EDCBA

o

o
o

72cos21
72sin

2
572sin

sin2
sin

4
5

2

3

mm
m

o

o

2
5

36
72
2 m

++
⋅

⋅+⋅⋅ ⋅−=  









++
⋅⋅

+⋅−⋅=
o

o
o

o

o

72cos21
36sin436sin41

36sin2
72sin

4
5

2

23
2

2 mm
mm

 

令2 即a=o72cos ( ) a=− o36sin212 2  

a−=∴ 236sin4 2 o  

2

3

1
)2()2(1)(

mam
mamamf
++

−
+−+=∴  

2
2

2

2
2

2

22

2

322

1
)2)(1)(1()2()1(

1
)2()2)(1()1(

1
)1()1(21

1
)2()1()2(1

mam
maaaaaa

mam
aamaaa

mam
mama

mam
mamammamam

++
−−+−−

+−=

++
−+−−−

+−=

++
−+−+

=

++
−+++−+++

=

 

0)72cos1(272cos222 >−=−=− ooQ a  

072cos211 >+=+ oa  

0
2
12160cos2172cos211 =×−=−>−=− ooa  

∴當 m由0 時，1→ maaaaa )2)(1)(1()2( −−+−− 愈來愈小，而1 愈

來愈大 

2mam ++

 10



)(mf∴ 就愈來愈小，當 時，1=m
a

a
a

aaaaf
+

=
+

−+−
+−=

22
)1)(2()1()1(

22
2 為

最小，其中a 。 o72cos2=

 

4. 正六邊形： 

FAGKFLDEKCDJBCIABH ∆≅∆≅∆≅∆≅∆≅∆  

6 5 4 3 2 1 ∠=∠=∠=∠=∠=∠ ， 21 11 10 9 8 7 ∠=∠=∠=∠=∠=∠  

' ''''' FEDCBA ∠=∠=∠=∠=∠=∠∴ ， '''''' FEDCBA∴ 為正六邊形 

六邊形 '＝六邊形''''' FEDCBA '66 BHBABHABCDEF ∆×+∆×−  

ABHHBB ∆∆ ~'  

BH
HB

AH
BH

AB
BB ''

==∴ ，
m
HB

mm
mBB '

11
'

2
=

++
=  

mm
mBB

++
=∴

1
'

2
，

mm
mHB

++
=

1
'

2

2

 

14
3120sin''

2
1' 2

3

++
⋅=⋅⋅=∆

mm
mHBBBBHB o  

∴六邊形 '面積''''' FEDCBA
14

36
2
31

2
16

4
36 2

3

++
⋅×+⋅⋅⋅×−⋅=

mm
mm  

)(
1

1
1

1
1

1''''''
22

3322

2

3

mf
mmmm

mmmmmm
mm

mm
ABCDEF

FEDCBA
=

++
=

++
+−−−++

=
++

+−=
六邊形

六邊形

1→ 2 )(mf當m由0 時，m愈大，m 愈大， 就愈小。 

當m 時，1=
3
1)( =mf 為最小值。 
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5 正 k邊形 

  面積=kAAAA L321 k
k πcot

2
11

2
1

⋅⋅⋅  

  ∆ 面積221 PAA
k

m π2sin1
2
1

⋅⋅⋅=  

  ∆  221111 ~ PAAPBA ∆

  
22

11

21

11

21

11

PA
PB

PA
PA

AA
BA

==  

  1 1 1 1

21 21 2 cos( )

A B m B P
m

m m
k
ππ

= =
+ − −

， 1 1
2 21 2 cos

mA B
m m

k
π

=
+ +

 

 

k
mm

mPB
π2cos21 2

2

11

++
=  

  
k

PBBAPBA π2sin
2
1

1111111 ⋅⋅⋅=∆  

         
k

k
mm

m π
π

2sin
)2cos21(2 2

3

++
=  

 

  kBBB L21∴ 面積 面積-nAAA L21= 221 PAAk ∆⋅ 面積+ 111 PBAk ∆⋅ 面積 

                
k

k
mm

km
k

km
k

k π
π

ππ 2sin
)2cos21(2

2sin
2

cot
4 2

3

⋅
++

+−⋅=  

  

kk
mm

k
m

k

km
AAA
BBB

k

k

ππ

π

π

π

cot)2cos21(

2sin2

cot

2sin
21

2

3

21

21

++
+−=

面積

面積

L

L
 

               

k
mm

k
m

k
m

π

π
π

2cos21

sin4
sin41

2

23

2

++
+−=   
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k
mm

k
m

k
m

π

π
π

2cos21

)2cos1(2
)2cos1(21

2

3

++

−
+−−=  

               
mam
amam

21
)1(2)1(21 2

3

++
−

+−−=        （令 a＝cos
k
π2
） 

               
mam

aamaaaamaam
21

)1(4)1)(28()1(4)1(2)1(21 2

2

++
−+−−

+−−−+−−=  

               )(
21

2)14()1(2)12( 2

2
2 mf

mma
maaa =
++
+−

⋅−+−=  

  當 m從 0 1時， 就越小 → )(mf

  當 m＝1時，最小值
a

aaaf
22

14)1(2)12()1(
2

2

+
+

⋅−+−=  

                        
a
aaa

+
+−

+−=
1

)14)(1()12(
2

2  

                        
a

aaaa
+

+−++−
=

1
)14)(1()1()12( 22

 

                        
a
aa

+
+−

=
1

244 2

→1 

（
k

a πcos=Q  當 k→ ∞  時，a→1） 

 

結論：1.第二型態所圍出來的多邊形與原多邊形相似。 

      2.所圍出來的正多邊形，其最小面積隨邊數之增大而變大，其極限值趨近 

        於原正多邊形面積，而正三角形及正方形的面積最小值＝0。 
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C：正多邊形頂點的軌跡 

正多邊形分割比例變化時，原多邊形頂點與次一邊上的分割點相連所圍出來

正多邊形的頂點也隨之變化。我們現在要看看這些點的軌跡為何？ 

 

1. 正三角形： 

  BC的參數式為：   
0

21
=

+−=
y

tx
 ]1,0[∈t  

  AB的參數式為：   
ty

tx

33

0

−=

−=
 ]1,0[∈t  

  AD∴ ： )0(
21
33 −

−
=− x

t
y ，即 )12(3)12(3 −=−+ tytx  

  CF： )1(
1

)1(30 −
+
−

=− x
t

ty ，即 )1(3)1()1(3 −=+−− tytxt   

  設 AD與CF的交點為  'A

     )12(3)12(3 −=−+ tytx  

    )1(3)1()1(3 −=+−− tytxt  

  

)(1-     )1(3

1-2              3
)(1-     )1(3

1-2    )12(3

tt

t
tt

tt

x

+−

+−

−

=∴ ＝
[ ]

[ ])12)(1()1(3
)12)(1()12)(1(3

−−−+−
−−−−+−

ttt
tttt
＝

1
2
2

2

+−
−
tt

tt  

  

)(1-     )1(3

1-2                3

)1(3  )1(3

)12(3          3

tt

t

tt

t

y

+−

−−

−

=∴ ＝
[ ]

[ ])12)(1()1(3
13213 2

−−−+−
−+−−

ttt
ttt
＝

1
)12(3

2

2

+−
+−

tt
tt

 

  當 t 時，0= )3,0('A 即 點 A

  當 t 時， 即 點 1= )0  ,1('A C

  當
2
1

=m 時，即
2
1

=t 時， )
3

1,0('A 也就是 ABC∆ 的重心位置 
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  由於對稱， 'B , 也在'C )
3

1,0(  

  的軌跡為何？ 'A

      

1
33

1
123

1
22

1
2

22

2

22

2

+−
−=

+−
+−

⋅=

+−
−

+=
+−
−

=

tt
t

tt
tty

tt
t

tt
ttx

⇒   
)2(   

1
33

)1(         
1

22

2

2

LLLL

LLLL

+−
−=−

+−
−

=−

tt
ty

tt
tx

 

 

  ( 得22 )2()1 +
1

4
)1(
344)3()2 222

22
22

+−
=

+−
++−

=−+−
tttt

tttyx(  

  

  由(1)  (3)  
1

22 2 LLLL
+−

−
=−

tt
tx  

  

  由(2)  (4)  
13

3
2 LLLL

+−
−

=
−

tt
ty  

  (3)+(4)得
1

2
3

32 2 +−
−

=
−

+−
tt

yx  

  )3(
3

2)2(2)3()2( 22 −−−−=−+−∴ yxyx  

  [ ]
3
4

3
11)

3
1()3(

3
2)3(1)2(2)2( 222 =+=




 +−+−++−+− yyxx⇒  

  222 )
3

2()
3

32()1( =−+−∴ yx  

  'A∴ 的軌跡為一圓的部分圖形，圓心在 )
3

2,1( ，半徑為
3

2
，且此圓通過重心

)
3

1,0(  

 

2. 正方形： 

  AB的參數式為：    
ty
tx

−=
−=

1
0

]1,0[∈t  

  BC的參數式為：   
ty
tx

−=
+−=

0
1

 ]1,0[∈t  

 15



  DE： )1(
1
10 −

+
−

=− x
t
ty ，即 1)1()1( −=+−− tytxt  

  AF： )0(
1
11 −
−
+

=− x
t
ty ，即 1)1()1( −=−++ tytxt   

  設DE與 AF的交點為  'A

     ( 1)1()1 −=+−− tytxt  

     ( 1)1()1 −=−++ tytxt  

  ∴   

1)-(t             1  
1)(-           1-  
)1(t            1  

1)(-          1  

+
+
−−
+−

=

t
tt

t
tt

x ＝ 22

2

1
11

1 t
t

t
tt

+
+

−=
+
−  

       

1)-(t             1  
1)(-           1-  
)1(t            1  

1             1  

+
+
−+
−−

=

t
tt

t
tt

y ＝
1

1
2 +
−

t
t  

 

⇒   
)2(                

1
1

)1(         
1

11

2

2

LLLL

LLLL

+
−

=

+
+

−=−

t
ty

t
tx

 

 

  當 t 時， 即 點 0= )1  ,0('A A

  當 t 時， 即原點 O 1= )0  ,0('A

當
2
1

=t 時， )
5
2  ,

5
1(' −A  

 

      得 22 )2()1( + ( ) ( )1
21 2

22

+
=+−

t
yx  

     得 )1()2( − ( )
1

21 2 +
=−−

t
xy  
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( ) ( )

( ) ( )

( )

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

4
1

4
111

11

22

22

22

22

=





 −+






 −

=



 −+



 +−

=



 +−+



 +−+−

−−=+−∴

yx

yx

yyxx

xyyx

 

          之軌跡為一圓的部份圖形.圓心在 'A 







2
1,

2
1  

     同理可得 'B , ,  的軌跡方程式 'C 'D

     'B ： 
2
1

2
1

2
1 22

=





 −+






 + yx  

     ： 'C
2
1

2
1

2
1 22

=





 ++






 + yx  

     ： 'D
2
1

2
1

2
1 22

=





 ++






 − yx  

     都通過   ( )0,0 ∴ ( 0,0 ) 為 ,'A 'B , ,  之軌跡的交點. 'C 'D

 

3 : 正五邊形 

     

4
1536cos,

4
521036sin

4
521018cos,

4
1518sin

00

00

+
=

−
=

+
=

−
=

 

設  γ=+
==

4
521018cos72sin 00  

      α=−
+

+
=+

4
5210

4
521036sin72sin 00  

      β==
+

=
−

+=+ 00 36cos
4

15
4

15
2
172cos

2
1  
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    AB  的參數式為  
( ) [ ]

0
         0,1

x t
t

y t
β

α γ α
= −

∈ = + −

    BC  的參數式為 [ ]
1

      0,12
x t

t
y t

β β

γ γ

  = − + −   ∈ 
 = −

 

AG： ( ) ( )0

2
1

−






 −−

−−
=− x

t

ty
ββ

γγαα   

即 ( ) tytxt 





 −+−=














 −+−+−

2
1

2
1 βααβββγγα  

EF： ( ) ( )t
y x

t
γ α α γ

γ β
β β

− + −
− = −

+
  

即 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )αγβββγγαβββγααγ −++−−=+−−+− ttytxt  

AG： [ ]( ) ( ) ttytxt ααβββγα
2
11

2
11 −−−=














 −+−−−  

EF： ( )( ) ( ) ( ) ttytxt βγαββαγ 2111 −−−=+−−−  

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( )tt

tt

ttt

ttt

x

+−−−















 −+−−−

+−−−−















 −+−−−−

=∴

11
2
11

121
2
1

2
11

βαγ

ββγα

ββγαβ

ββααβ

 

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) tttt

tttttttt







 −−+−−+−++−







 −−−−






 −−−−++−

=
βαγαγββγαβ

ββγγββαβαβαβαβ

2
1111

2
1221

2
111

2
11

2

2222

 

   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2  2
1 1 2 2
2 2

t t

t t

β γ α β α γ β α γ

α γ αβ αβ γ α βγ β γ α

 − + − + − =
   − − + + − − + −      

 

 

 18



( ) ( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )tt

tt

ttt

ttt

y

+−−−















 −+−−−

−−−−−

−−−−−

=

11
2
11

211
2
111

βαγ

ββγα

βγαβαγ

ααβγα

 

   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) (

( ) ( ) ( )( ) ( )

)

tttt

tttttttt







 −−+−−+−++−

−−+−−+−+−+−−−
=

βαγαγββγαβ

αγααγαββγαβγαβγβα

2
1111

1
2
1112121

2

2222

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )αγββγαγαβαβγα

αγαββγαγααβγβαβαβγγαααβγ

−+



 −−++



 −−

−+



 +−+−+



 −−−+

=
22

2
1

2
1

22
2
1632

2
12

2

22222

tt

tt

 

 

當  時  0=t ( )α,0A′ 即 點 A

當  時   1=t

( )










=
−
−

=

−
=

−
−−

=

γ
αβ
αβγ

α
αγ

αβ
αγβ

2
2

22

y

x
    






 −′ γ

α
αγ ,

2
A  即為 AC  與 BE  之

交點 

 

x 把 寫成 

  
cbtat

etdtx
++

+
= 2

2

 

其中 ( ) αβγα −−=
2
1a  

       ( ) βγγααβ 2
2
1

−−−=b  

       ( ) ( )γαβγβ −−=−= 222c  

       ( )( 12 − )−−= βγαβd  

 19



        ( )γαβ −= 22e

        βγα 272sin36cos218cos54sin236sin72sin 000000 ===+=

       ( ) ααββγαββγαγ −=−=−=== 22236cos36sin272sin 000  

          γααβ +=∴2  

       ( ) ( ) 072sin
2
1

2
1

−=−=+−−= γγαγαa  

       

( )

( ) ( )

4
521036sin

2
2
1

2
1

2
2
1

0 −
−=−=−=

−−−+=

−−−=

αγ

βγγαγα

βγγααβb

 

       ( ) ac =−=−=−=−−= γγαβ 000 72sin36sin36cos22  

       

( )( ) ( )

( )( )

2
36sin

2
1

8
5210

16
5840

16
5265210

4
15

4
5210

2
1

4
15

4
5210

2
136cos72sin

2
112

2
112

0

00

b

ccd

=−=
−

−=
−

−=

−+
−=

−
⋅

+
−=








−

++
−=





 −−=






 −=−=−−−= βββγαβ

 

       ( ) ( )
4

52536cos72sin36cos22 0002 +
==⋅−=−=−= cβγαβγαβe  

 

也就是：  γβ −==−=−= ba 236cos36sin272sin 000

         b  036sin−=

          βbc 236cos36sin272sin 000 =−=−=

         
2

36sin
2
1 0 bd =−=  

          202000 236cos36sin236cos72sin βbe −===

 

 20



同理：把  寫成 y
cbtat
hgtfty

++
++

= 2

2

 

其中 

      

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
4
5

16
20100

4
5210

4
521036sin72sin

2
12

2
12

2
2
12

00

2

22

−=
−

−=
−

⋅
+

−=−=−=

−=

+−=





 −−+−=





 −−+−=

−−−+=

αγγ

αγγ

αγ

αβγααγγαβ

αβγααγαβγ

βαβγγαααβγ

ac

f

 

      
( )

f

g

−−=

+−−−=

αβγβα

βγγαααβγβα

42

2
2
163

2

22

 

而 

( ) ( )
( )

( )

8
55

4
15

2
5

4
15

16
5210

16
52102

36cos72sin36sin2
36cos72sin236cos36sin2

72sin36cos36sin436cos72sin436cos36sin36sin72sin272sin2
72sin36cos36sin72sin436cos36sin72sin242

00202

002002

0000020020002

000002002

+
−=

+
×−=

+
⋅






 +
−

−
=

⋅−=

⋅−⋅=

−⋅−+⋅+=

+−+=− αβγβα

     

     018sin2
2

15
4
5

8
55

8
55

4
5

8
55

⋅=
−

×−=
−

−=
+−

=







−−

+
−=∴ fg  
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( ) ( )
( )

8
535

16
5610

16
80

16
5210

4
5210

4
5210

16
5210

36sin72sin72sin
72sin36sin72sin

22

0002

000

+
−=

+
−=−

+
−=

−
×

+
−

+
−=

⋅−−=

⋅+−=

−=−⋅−=−−= αγγαβαγααβh

 

 

      










++
+++

=

++
+

=
∴

cbtat
hgtfty

cbtat
etdtx

2

2

2

2

         

8
535,

8
55,

,
4

52536cos72sin,36sin

,72sin,36sin,72

000

000

+
−=

−
−=−=

+
==−=

−=−=−=

hgf

ed

cba

4
5

2
1

sin
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( )
( )cbtata

cdtbdae
a
dx

++
−−

+= 2  

其中
4

15
15

1
36cos4

1
0

−
=

+
==

a
d  

 ( )
16

535
4

15
16

521036cos72sin72sin 000 +
−=

+
⋅

+
−=⋅−=ae  

 
16

55
16

5210
2
136sin

2
136sin

2
136sin 0200 −

=
−

⋅==





−−=bd  

 202

2

72sin
4

5210
16

5210 abdae −=−=












 +
−=

+
−=−  

 
8
5

32
80

4
5210

4
5210

2
136sin

2
172sin 00 ==

−
⋅

+
⋅=






−−=cd  

   aa
8

5210
4

5210
2
1 −

−=
−

⋅⋅−=  

cbtat

at
x

++

−
+−

=
−

− 2
8

5210

4
15  

( )22

222

64
5210

8
52102

4
15

cbtat

tata
x

++

−
+

−
⋅−

=






 −
−  

   
( )22

22

32
55

8
5210

4
52102

cbtat

tta

++

−
+

−
⋅

+
⋅+

=  

   
( )22

22

32
55

4
5

cbtat

tta

++

−
++

=  

同理
( ) (

( )
)

cbtata
fcahtbfag

a
fy

++
−+−

+= 2  

其中 036sin
4

5210
80

52105

4
5210

4
5

=
−

=
−

=
+

−

−
=

a
f  

 
32

510305210
8

55
4

5210
8

5572sin 0 −⋅+
=

−
⋅

+
=







 −
−−=ag  
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16

51050
32

540200 −
=

−
=  

 
16

51050
4
5

4
5210

4
536sin 0 −

=⋅
−

=







−−=bf  

  0ag bf∴ − =

 






 +
−⋅

+
−=

8
535

4
5210ah  

 












 +
−−=

4
5210

4
5fc  

 
8

55
8

55
4

5210
4
5

8
535

4
5210 +

⋅−=
+

⋅
+

=







−

++
=−∴ afcah  

( ) cbtatcbtata

a
y

++

+
−

=
++

+
⋅−

=
−

− 22
8

55
8

55

4
5210

 

( ) ( )2222

2

32
5515

64
51030

4
5210

cbtatcbtat
y

++

+

=
++

+

=












 −
−  

 ( )22

2222

32
5420

4
5

4
5210

4
15

cbtat

tta
yx

++

+
++

=












 −
−+







 −
−∴  

 
32

5420
4

5210
4

5210 +
=





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4
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4
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4
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4
5210

4
15

aa
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a
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


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
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
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




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


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4
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


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



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−
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





 −x −  

此
4

521072sin 0 +
−=−=a  

A′∴  的軌跡是一個圓的部分圖形 

圓心在









 −
+

−−
10

51050
4

5210,
4

15

 , 

半徑
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51050 −
=  

 

4.正六邊形 

  AB的參數式為   

2
3

2
1










=
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y

tx
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 BC的參數式為
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 −−

−
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2
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2
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



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
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
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
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t
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y
AH  

   ( ) ( 2
2
32

2
33 +−+=− tytttx )  即 ( ) 323 −=+− yttx  

設FG與 AH的交點為 A′  
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( )





−=+−

=++

323
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yttx
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3        3
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+

=
−−−
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=
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+

−
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t
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t

t

t
=y   

 當 t 時，0= 







′

2
3,

2
1A 即 點 A

 當 t 時，1= 






′
3

1,0A  
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++

+
=

1
1

3
2

2 tt
ty ( )2  

( ) ( )21 + 得 ( )3
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tyx  
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txy   
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1

222

2
22 +=

++
=

++

++
=+   
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
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



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
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3
1
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2
1









=








−+






 − yx  

 A′∴ 的軌跡為一圓的部分圖形，圓心 







32

1,
2
1
，半徑

3
1

=  

 

5.正 K邊形 

32 AA 的參數式為 [ ]1,0  
2sin4sin2sin

2cos4cos2cos
∈
















 −+=







 −+=

t

kk
t

k
y

kk
t

k
x

πππ

πππ

 

43 AA 的參數式為 [ ]1,0  
4sin6sin4sin

4cos6cos4cos
∈
















 −+=







 −+=

t
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t

k
y
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t

k
x

πππ

πππ
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( )1
2cos4cos2cos1

2sin4sin2sin
0:11 −







 −++−







 −+

=−∴ x

kk
t

k

kk
t

kyPA
πππ

πππ

 







 −







 −+






 −







 −+






 −

=−
k

x

kk
t

kk

kk
t

kk
k

yPA π
ππππ

ππππ
π 2cos

4cos6cos2cos4cos

4sin6sin2sin4sin
2sin:22  

設 11PA 與 22PA 的交點為  1B

當 t 時  0= 





=

kk
B ππ 2sin,2cos1 即  2A

當 t 時  即為1= 1B 31AA 與 42 AA 的交點 

而 的軌跡為一圓的部分圖形 1B

 

從如此的討論，我們可以得到這樣的結論： 

  1. 對正多邊形其第二型態分割點與頂點所圍出來的正多邊形的頂點的軌跡是

一圓的部分圖形。 

2.當 k→∞，此正多邊形的圖形會趨近一個圓形，而分割點與頂點所圍出來的正

多邊形的頂點的軌跡是一個小圓弧，而此圓弧長趨近於 0。 
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 D：第三型態正多邊形頂點軌跡  

    正多邊型的分割比例變化時，原多邊型的頂點與再次一邊上的分割點相連，

所圍出來正多邊形頂點也隨之變化，我們現在要看看這些點的軌跡為何？ 

    順便要研究第四型、第五型，……等正多邊形頂點軌跡之延續性。 
 

1. 正方形： 

     

  BC的參數式為   t




−=
+−=
t0y

t1x
∈ [ ]1,0  

CD的參數式為   t




+−=
+=

t1y
t0x

∈ [ ]1,0     

 

DE： y－0 = 
2t
t

−
− ( 1x − )    即tx+( )y2t − = t 

AF： y－1 = ( 02
−

− x
t

t )    即( ) ttyx2t −=−−    

 

設DE與AF的交點為A' 
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

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∴當t = 0時，A 即原點O ( 0,0' )
)  當t = 1時，A 即D點 ( 0,1'

當t = 
2
1
時， 








5
1,

5
2A'     

 

      ( )   得( )22 21 + ( )
2t2t

21yx 2
22

+−
=−+  

      ( )     得( )21 − ( )
2t2t

21y 2x
+−

=−−  

∴  ( ) ( 1yx1y 22 −−=−+ )x  

( ) ( )
2
1

4
11y1y

4
1xx 22 =



 +−+−+



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2
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




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



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∴A 的軌跡為一圓的部分圖形，圓心在' 







2
1,

2
1
，此與第二型態的軌跡都在

同一圓
2
1

2
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2
1x

22

=





 −+





 − 上 

同理，可得B 的軌跡方程式 'D,C, ''

'B ：
2
1

2
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2
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



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




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2
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2
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




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

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




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




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都通過正方形的中心 ，∴( 0,0 ) ( )0,0 為 ， ， ， '軌跡之交點。 'A 'B 'C D
 

2. 正五邊形： 

設正五邊形的頂點如右圖（與前面C部分相同） 
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BC的參數式為
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CD的參數式為






=

+−=

0
2
1

y

tx
    t[ ]1,0∈   

EF ： ( β
ββ

)γγ −






 −−

=− x
t

ty

2
12

     

即    tyttx 





 −+−=














 −−−

2
122

2
12 βγβγββγ  

AG： ( 0

2
1

−
−

=− x
t

y )αα    即 





 −−=






 −− tytx

2
12

2
1α  

∴







 −−















 −−−







 −−






 −−















 −−−






 −+−

=

t

tt

tt

tt

x

2
1

2
12

2
1

2
1

2
12

2
122

α

ββγ

α

βββγβγ

 

   















 −−+






 −−







 −





 −+






 −−






 −





 −−






 −

ttt

tttttt

2
12

2
1

2
1

2
1

2
12

2
12

2
1

2
12

ββαγ

βααββγβγ
=  

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) αβαβγαγ

αγβαγβγαγαγβ

2
2
1

4
13

2
5

2
122

2

2

+



 −−+

−+







−+






 −+



 −+−

tt

tt
=  

y=







 −−















 −−−







 −−







 −+−

t

tt

t

trt

2
1

2
12

2
1

2
122

α

ββγ

αα

βγβγ

 

 31



=
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=
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當t=0時， 





 − γ

α
αγ ,

2
'A 即 AC與 

當t=1時,A
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2' 即 AD與EC的交點 

消去參數t,其計算過程同前面C部分 
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∴ 的軌跡是一個圓的部分圖形，圓心在'A
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３.正六邊形： 

BC的參數式為
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CD的參數式為
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FG:y-0= ( 1
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   設FG與 AH的交點為A'  
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∴ 的軌跡為一圓的部分圖形，圓心'A 







32

1,
2
1
，半徑

3
1

= ，與第二型的軌跡

在同一圓上 

 

4.正k邊形： 

43 AA 的參數式為
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54 AA 的參數式為
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∴ 11PA ： ( )1
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  22PA ： 

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設 11PA 與 22PA 的交點為B1 

當t=0時， 即為1B 31AA 與 42 AA 的交點 

當t=1時， 即為1B 41AA 與 52 AA 的交點 

而 的軌跡為一圓的部分圖形 1B
 

從上面的討論，我們可以得到結論 
1. 對正多邊形其第三型態分割點與頂點所圍出來的正多邊形的頂點的軌跡是一
圓的部分圖形,且與第二型態相同都在同一個圓上，其軌跡是第二型軌跡的延
伸。 

2. 已正十五邊形為例，說明第二型、第三型，……，第十三型頂點軌跡之間之
延續性。 

3. 當 k→ 時，正 k邊型的圖形會趨近於一圓，而其頂點的軌跡是由無數多個
通過正多邊形中心的圓所形成，而佈滿在原正多邊形的內部。 

∞
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E：結論與討論 

從以上之討論，我們可以歸納出下面的結論： 

1. 我們發現任意多邊形的邊作m 的分割，連接各邊的分割點所得到的多邊形

與原多邊形不見得相似。但正多邊形的邊作 的分割，連接各分割點所得

到的多邊形與原正多邊形相似；且當

n:

nm :

2
1

== nm 時所得的正多邊形面積最小，

此最小面積隨著多邊形的邊數增加而變大。 

2. 我們對正多邊形的邊作m 的分割，將各頂點與次一邊的分割點相連仍可圍

成一正多邊形，此一多邊形與原正多邊形相似。我們稱這一種形式圍出來的

正多邊形為第二型態，而這圍出來的正多邊形的最小面積隨著邊數的增加而

增大（但正三角形與正方形的最小面積皆為 0） 

n:

3. 第二型態的正多邊形的頂點隨m 的比值的變化而變動，其軌跡是圓的一部

份，由原正多邊形的頂點開始到圍成最小面積時而結束。但正三角形例外，

正三角形時最小面積為 0，

n:

CBA ′′′ ,, 都落在重心上，此時
2
1

== nm ，當m增

加時面積又變大，一直到 1=m 時， ABCmCBAm ∆=′′′∆  

4. 雖然我們只討論到原正多邊形的頂點與次相鄰邊的分割點相連所圍出來的正

多邊形，即第二型態正多邊形。還有正多邊形的頂點與再次一相鄰邊的分割

點相連，它們仍可圍出一正多邊形。我們可以稱此多邊形為第三型態正多邊

形。但我們仍可考慮第四型態正多邊形，這些正多邊形的頂點的軌跡是第二、

三型態正多邊形頂點軌跡的延伸，我們以此類推，結論可以再推到第五型態、

第六型態，……。 

 

三、參考資料與書籍： 

1. 三民版數學課本第二冊 

2. 三民版數學課本第三冊 
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評語 
優點：作品的主題頗具創意。若能應用如 GSP之類的動態幾何軟體，本作
品將可增添活生生的視覺表現。 

改進：作品裡所呈現的代數式子若缺乏有義意義的應用，似乎只代表一番苦

工的記錄 
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