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摘要 
本文所探討的是給定一個 n×n的棋盤及 n2個兩面棋(一面為黑色，一面為白色)，若
規定其中一個棋子翻面時，則與此棋相鄰的所有棋子亦須跟著翻面，而我們想探討在此

規定下的所有棋局是否皆可被翻成同一面。因此我們將每一個 n×n的棋局對應到一個矩
陣，且翻棋的過程則對應到矩陣二進位的加法。利用此思考模式我們可以將此遊戲問題

轉換成是解聯立方程組與判別矩陣是否可逆的問題，最後並借助數學軟體Mathematics 4
求其解。 

 

壹、研究動機 
一年級的時候，曾經看過「A Beautiful Mind」這部影片，對這部片很有興趣，進而
尋找它的相關網站，並在網站中發現了一個數學遊戲：給定一個 3×3的棋盤並在上面任
意擺滿了兩面棋(一面為黑色，一面為白色)，規定若其中一個棋子翻面時，與此棋相鄰
的所有棋子亦必須跟著翻面，試問對於任意的棋局是否皆可被翻成同一面？因為覺得很

有趣，所以就開始嘗試研究。 

 

貳、研究目的 
給定一個 n×n的棋盤及 n2個兩面棋(一面為黑色，一面為白色)，規定若其中一個棋
子翻面時，與此棋相鄰的所有棋子亦必須跟著翻面。在此規定下，我們想探討對於所有

的棋局是否皆可被翻成同一面。若是可以，要如何翻才能是最簡潔的並且有何規則。 
ex：n=3 

 
 ● ○ ● 
○ ○ ○ 
○ ● ○ 

           

 

 
 

參、研究設備與器材 
電腦、紙、筆、尺、方格紙

 

肆、研究過程 

將每一個 n×n的棋局皆

在我們只討論將任何 n×n的

 

可翻成
 

○ ○ ○

○ ○ ○

○ ○ ○

 

視為以{0,1}組成的 n×n矩陣，其中 0表白棋，1表黑棋，現

棋局全翻為白棋的情形，至於全翻為黑棋的情形，只需將 0
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改為表黑棋，而 1表白棋即可。在正式討論之前，我們先介紹一個定理； 

【定理一】：A是一 n×n的矩陣[aij]，X是一 n×1的矩陣[xij]，其中 aij、xij∈{ 。若對所有

的 n×1矩陣 B＝[b

}10,

ij]，其中 bij∈{ }，方程式 AX＝B恆有解 A矩陣為可逆。 10, ⇔

一、先觀察 2×2棋盤的情形： 
我們不難發現其任意棋局的翻法如下 

 
 
 

 

 
 
 
 

  

一

三顆

二、3×3棋盤
（一）將棋

例如

A=

 

 

 
 

因為

的加

 

：即要翻的地方
 

● ○

○ ○

 
 
 
 
 

 
● ● 
○ ○ 

● ○

○ ●

 
● ●

● ○

 
 

● ● 
● ● 

顆黑棋時 二顆黑棋時

黑棋時 四顆黑棋時

的情形 
盤遊戲，直接對應到矩陣上，並試著翻翻看：   
：  

翻第一列第一行（即 的位置）→  
















000
000
001

11a
















000
001
010

















000
000
001
翻第一列第二行（即 的位置）→  

12a
















000
010
110

















000
000
001
翻第一列第三行（即 的位置）→  

13a
















000
100
111

翻棋之後矩陣中的部分元素須由0→1或1→0，所以我們考慮利用二進位

法及乘法運算來計算矩陣， 
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即 

1 + 1 = 0 , 1 + 0 = 1 ,  0 + 1 = 1 ,  0 + 0 = 0（二進位加法） 
1．1 = 1 , 1．0 = 0 , 0．1 = 0 （二進位乘法） 
由上面的嘗試，我們不難發現： 

             翻 的動作，即是將矩陣 A加上
11a

















000
001
011

≡  
11A ,   

翻 的動作，即是將矩陣 A加上 12a
















000
010
111

≡
12A , 

翻 的動作，即是將矩陣 A加上 13a
















000
100
110

≡
13A ,   

 

 

 

相同的試驗我們知道翻 、 、 、 、 、 的動作等於將矩陣 A 
21 22 23 31 32 33




a a a a a a

個別加上矩陣 

21

1 0 0
1 1 0
1 0 0

A
 
= 
  

       
22

0 1 0
1 1 1
0 1 0

A
 
 =  
  

           
23

0 0 1
0 1 1
0 0 1

A
 
 =  
  

31

0 0 0
1 0 0
1 1 0

A
 
 =  
  

      
32

0 0 0
0 1 0
1 1 1

A
 
 =  
  

          
33

0 0 0
0 0 1
0 1 1

A
 
 =  
  

因矩陣 Aij並不隨矩陣 A改變而有所改變，所以我們將上述這 9個矩陣 Aij稱為

3×3 棋盤所對應到的翻棋規則矩陣。在上述討論中我們發現要將任意棋局

全翻為白棋，等於去尋找九個數 x
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 

  

 ij }1,0{∈ , 使得 }3,2,1{, ∈∀ ji
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               + ＝ （x
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 

  

 ∑
=

3

1, ji
ijij Ax

















000
000
000

ij即翻 aij的次數，xij∈{0,1}） 

左右同加上 ，則∑
=

3

1, ji
ijij Ax

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

＝     （∵採二進位加法） ∑
=

3

1, ji
ijij Ax

將矩陣 Aij代入上式中並合併整理得 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

＝
11 12 21 11 12 13 22 12 13 23

11 21 22 31 12 21 22 23 32 13 22 23 33

21 31 32 22 31 32 33 23 32 33

x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

+ + + + + + + 
 + + + + + + + + + + 
 + + + + + + + 

 

寫成矩陣形式，即 

44444 344444 21
A 33 22

110100000
111010000
011001000
100110100
010111010
001011001
000100110
000010111
000001011

×



































{

11

12

13

21

22

23

31

32

33

X

x
x
x
x
x
x
x
x
x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

＝

{

11

12

13

21

22

23

31

32

33

C

a
a
a
a
a
a
a
a
a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

……（I） 

由【定理一】我們知道（I）式中的 X對所有的 C將有唯一解⇔（I）式中

的係數矩陣 為可逆矩陣。所以探討所有 3×3的棋局是否能全翻為白棋，

等於研究 3×3棋盤所對應到聯立方程組（即（I）式）的係數矩陣 是否可

逆。由電腦運算結果得知 

2 23 3
A

×

2 23 3
A

×

det( )≠0且(2 23 3
A

× 2 23 3
A

×
)-1= ， 



































101001110
000010111
101100011
001011001
010111010
100110100
110001101
111010000
011100101
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∴所有 3×3的棋局
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

皆能全翻為白棋。 

 

（二）知道 可以成功翻成 後，我們想進一步探討翻的方法，

在此我們只考慮 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 

  



3 3×

















000
000
000

















000
000
001

















001
000
000

、 、 、 、 、 、

、 、 此 9個基本矩陣的翻法，因為其餘 3×

3棋局的翻法，皆可以由此 9個基本矩陣的翻法線性組合而來。 

















000
000
010

















010
000
000

















000
000
100

















100
000
000

















000
001
000

















000
010
000

















000
100
000

1、 的翻法 
















000
000
001

→
















000
000
000

 

由（I）⇒  ．X＝2 2A [ ]t000000001 ， 

其中 t 表轉置矩陣 
 ∴X=  ( )2 2A

3 3×
-1． [ ]t000000001  

= [ ]t011100101  

 

（為( )2 23 3
A

×
-1的第一行；即要翻 、 、 、 、 五處） 

11 13 23 31 32a a a a a

2、同理可算 
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















000
000
010

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 四處 

22a 31a 32a 33a

















000
000
100

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 、 五處 

11a 13a 21a 32a 33a

















000
001
000

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 四處 

13a 22a 23a 33a

















000
010
000

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 、 五處 

12a 21a 22a 23a 32a

















000
100
000

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 四處  

11a 21a 22a 31a

















001
000
000

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 、 五處 

11a 12a 23a 31a 33a

















010
000
000

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 四處 

11a 12a 13a 22a

















100
000
000

→
















000
000
000
，要翻 、 、 、 、 五處 

12a 13a 21a 31a 33a

 

以上的解分別為矩陣( 2 23 3
A

×
)-1中第二行到第九行的元素。 

以圖示表之： 
因為棋盤具有對稱性，所以我們只列出下面三種情形，其餘的六種棋局只 
需將此三棋局之一轉動一下即可。 
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三、一般 n×n棋盤

之前討論任

陣。有，則能翻

相同的想法我們

其所對應到的聯

 

其中 Bn＝















0

10
11
11

L

M

M

OM

 
On為 n×n的零

2 2A
×n n
的一個分

例如：當 n＝4
 

 

 

：即要翻的地方 
●    ●     
       ●  
   

  

   

  

   

的情形： 

意 3×3的棋局能不能全翻為白棋時，我們是探討矩陣 有無反矩

，且反矩陣即為 3×3基本矩陣的翻法；反之則否【定理一】。 

2 2A
×3 3

n n

想將它推廣到一般 n×n的棋盤上，同時我們也不難發現一 n×n棋盤，

立方程組之係數矩陣 2 2A
×
必為下列的形式： 

2 2n n
A

×
＝ ……（★） 























nnnn

nn

nn

nn

nnnn

BIOO
IB
OO

BI
OOIB

L

OOM

OOO

MOO

L

，I















110
111
0111

11
1

00

LL

O

O

MOOOO

MO

MO

LLL

n為 n×n的單位矩陣， 

矩陣。在數學上，並將（★）式右邊這個 n2×n2的矩陣稱為矩陣 

塊矩陣。 

 

B4＝ ，I



















1100
1110
0111
0011

4＝   



















1000
0100
0010
0001
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則 所對應到的分塊矩陣為 2 24 4
A

×

2 24 4

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1
1 1 1

A ×

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

=

1

1
1

 

 
由【定理一】我們知道，解決 n×n 棋盤問題，最主要的關鍵在於探討矩陣 

2 2n n
A

×
的可逆性。利用電腦的運算我們得知 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 3 3 6 6 7 7 8 8

A A A A A
× × × ×
、 、 、 、

×
皆有反矩

陣，但是 卻沒有反矩陣。於是我們便試著尋找其中

的共通性，並且歸納出兩大類必不可逆的矩陣類型。 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 5 5 9 9 11 11 14 14
A A A A A

× × × × ×
、 、 、 、

第一類：（5n-1）×（5n-1）的棋盤，n∈N 
（一）當 n＝1，即 4×4棋盤 

此時將 第 2,3,5,8,9,12,14列（即上面2 24 4
A

× 2 24 4
A

×
矩陣中顏色較淡的列），全部

相加至第 15列，則第 15列的元素全變為 0。故 det ＝0，所以2 24 4
A

× 2 24 4
A

×
的

反矩陣不存在。 
 

（二）研究（5n-1）2 ×（5n-1）2矩陣的可逆性，其中 n∈N。 
此時 

B5n-1＝

( 5 1)(5 1)

1 1
1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 nn × −−

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
   

O O O

O O O

O O O

 
  ， 

I5n-1為（5n-1）×（5n-1）之單位矩陣 
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定義： 

（1）列運算 R1：將（5n-1）2 ×（5n-1）2矩陣中第 5k-3、5k-2列，k＝1,2,⋯,n-1 

以及第 5n-3列共 2n-1列全部加至第 5n-2列。 

 

（2）列運算 R2：將（5n-1）2 ×（5n-1）2矩陣中第 5k-4、5k-1列，k＝1,2,⋯,n-1 

以及第 5n-4列共 2n-1列全部加至第 5n-1列。 

 

∴B5n-1 →R1 第 5n-2列變成V ＝（1 1,0,0,1,0,1,0,0,1,0,……,0,1,0,0,1） 

→R2 第 5n-2列變成V ＝（3 1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,……,0,1,1,1,1） 

I5n-1 →R1 第 5n-2列變成V ＝（2 0,1,1,0,0,0,1,1,0,0,……,0,0,1,1,0） 

→R2 第 5n-2列變成V  1

此時，V ＋1 V ＋2 V ＝（ ） 3

44 844 76
r

LL
r

個15

0,,0

−n

現在分別對 中 ，其中 k∈ ； 2 2(5 1) (5 1)n n
A

− × −











−

−

−

−

Rk
Rk
Rk
Rk

1

2

2

1

15
25
35
45

大列作列運算第

大列作列運算第

大列作列運算第

大列作列運算第

{ }n,......,2,1

2 2(5 1) (5 1)n n
A

− × −
=

2 2

5 1 5 1

5 1 5 1 5 1

5 1 5 1 5 1

5 1 5 1

5 1

5 1 5 1 5 1

5 15 1 5 1

5 15 1 (5 1) (5 1)

n n

n n n

n n n

n n

n

n n n

nn n

nn n n

B I
I B I

I B I
I B

I
I B I

BI I
BI

− −

− − −

− − −

− −

−

− − −

−− −

−− ×− −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

O

O O O

O O
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則第 1大列 （→R1 V ,1 V , 02
r , 0
r , 0

r , ） 
444 8444 76

r
LL

rr
個65

0,,0,0

−n

第 2大列 （→R1 V ,1 V ,3 V , 01
r , 0

r , 0 0,,0, r
LL

rr
） 

 



第 3大列 （0 ,→R1 r
V ,1 V ,3 V ,1 0

r , 0 0,,0, r
LL

rr
） 

第 4大列 （0 , ,→R1 r
0
r

V ,2 V ,1 V , 02 0,,0, r
LL

rr
） 

 

第 5k-4大列 （ ,→R1

44 844 76
r

LL
r

個1)1(5

0,,0

−−k

V ,2 V ,1 V , 02
r , 0
r , 0
r , ） 

44 844 76
r

LL
r

個1)(5

0,,0

−−kn

第 5k-3大列 （→R1 0,,0
r

LL
r , 0

r ,V ,1 V ,3 V ,1 0
r , 0
r , 0,,0

r
LL

r
） 

第 5k-2大列 （→R1 0,,0
r

LL
r , 0

r , 0
r ,V ,1 V ,3 V , 01

r , 0,,0
r

LL
r

） 

第 5k-1大列 （→R1 0,,0
r

LL
r , 0

r , 0
r , 0
r ,V ,2 V ,1 V ,2 0,,0

r
LL

r
） 

 

第 5n-4大列 （ ,→R1

44 844 76
r

LL
r

個65

0,,0

−n

V ,2 V ,1 V , 02
r , 0
r
） 

第 5n-3大列 （→R1 0,,0
r

LL
r , 0

r ,V ,1 V ,3 V ,1 0
r
） 

第 5n-2大列 （→R1 0,,0
r

LL
r , 0

r , 0
r ,V ,1 V ,3 V ） 1

第 5n-1大列 （→R1 0,,0
r

LL
r , 0

r , 0
r , 0
r ,V ,2 V ） 1

將此 4n列的元素相加，即得到一列全為 0元素 

故 det ＝0，即 的反矩陣不存在。所以得到以下的結論： 2(5 1) (5 1)n n
A

− × − 2 22(5 1) (5 1)n n
A

− × −

 
（5n-1）×（5n-1）棋盤的任意棋局未必能全翻成同一色。 

 
第二類：（6n-1）×（6n-1）的棋盤 
（一）當 n＝1，即 5×5棋盤 
考慮此增廣矩陣 

[ 55 IB ] ＝ 

1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  
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,4,5

1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

 
 
 
 →
 
 
  

將1 列
加至第2列

令 [ '
5

'
5 IB ] 

 

∴ 2 25 5
A

×
＝ 必可經過有限的列運算，轉換成 























55

555

555

555

55

BI
IBI

IBI
IBI

IB

 

⇒  























'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

'
5

BI
IBI

IBI
IBI

IB

' 55 22A ×≡  

將 分塊矩陣中第 1、3大列加至第 5大列，則第 5大列中的第 2

列元素全為 0。故

2 2
'
5 5

A
×

2 25 5
A

×
＝0，所以 2 25 5

A
×
的反矩陣不存在。 

在將之推廣到 的情形時我們需要用到下面的附註 2(6 1) (6 1)n n
A

− × − 2

【附註一】對於所有的正整數 n，detB2+3n＝0 

證明： 
（1）當 n＝1時， 

detB5＝

11
111

111
111

11
，將 1、4、5列全部加至第 2列⇒第 2列 

元素全為 0。∴det B5＝0 
（2）設當 n＝k時，detB2+3k＝0，則 B2+3k必可經有限的列運算得到某一

列全為 0 
（3）則當 n＝k+1時， 
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 detB2+3(k+1)＝

11
111

111

111
111

111
111

111
11

OOO

OOO

 

1 1
1 1 1

1 1 1
0 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1

→
O O O

O O O

第1,2列
加至第4列

  

∵B2+3(k+1)右下角的子矩陣=B2+3k        ∴detB2+3(k+1)=0 
由數學歸納法得證，對於所有的正整數 n，detB2+3n＝0 

 

（二）仿 5×5的做法，將之推廣到： 的情形。 2(6 1) (6 1)n n
A

− × − 2

由【附註一】我們知道 B6n-1不可逆，故增廣矩陣 [ ]1616 −− nn IB 經有限列運算（＊

＊）後，可將其第一列的元素變成（0,......,0
647486n-1個

,a1,……,a6n-1），現在 

將 ＝ 中的第 1,3,5,7,……,6n-1 大列，

個別做（＊＊）列運算，並將之全部加至第 1大列，則矩陣 的第

一列元素會全為 0。故 det ＝0，即 

2 2(6 1) (6 1)n n
A

− × −



















−−

−

−

−−

1616

16

16

1616

nn

n

n

nn

BI
I

I
IB

OO

OO

2 2(6 1) (6 1)n n
A

− × −

2(6 1) (6 1)n n
A

− × − 2

22(6 1) (6 1)n n
A

− × −
之反矩陣不存在，所以我們得到以下的結論： 

（6n-1）×（6n-1）棋盤的任意棋局未必能全翻成同一色。 
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借助電腦的運算我們可以很容易地判別一個矩陣的可逆性，但當矩陣愈大時，其困難度也愈

大，尤其是在輸入矩陣的過程。例如：一個 10×10的棋盤所對應到聯立方程組的係數矩陣

為一 100×100的矩陣，若直接輸入電腦判別可逆性是相當費時費力的。因此我們考慮利用分

塊矩陣的乘法，來簡化 可逆性的討論；(以下的運算皆採二進位) 

2 210 10
A

×

2 2n n
A

×

以 n=3為例 

設 ，當 detA≠0 ( 即 a















=

a
a

a
A

10
11
01

3+2a＝ a3≠0 ) 時⇔A具有反矩陣 A-1且 

2

1 2

2

1 1
1

det
1 1

a a
a a a

A
a a

A
−

 − −
 = − − 
 − − 

。 

 

此時若我們令 a=B3，1=I3，則 A= 2 23 3
A

×
。假使 det (B3

3)≠0，即 B3
3的反矩

陣 B3
-3存在。我們考慮矩陣 

C＝
















+⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅+

−−−

−−−

−
−

−−

BIBBBBI
BBBBBB
BIBBBIB

3
33

2
3

3
33

3
33

3
33

3
3

2
3

3
33

3
33

3
33

3
33

2
3

)(

)(
 

(即將 A-1中的
1

det A

A

用 B3
-3代替，1,-1 用 I3代替，a,-a 用 B3代替)，由分塊矩陣

的乘法，我們得知 ．C=C．2 23 3× 2 23 3
A

×
 = I9，所以 C為 的反矩陣，即2 23 3

A
× 2 23 3

A
×

為可逆。反之，若 為可逆，則(2 23 3×
A 2 23 3

A
×

)-1=C，所以 det (B3
3)≠0。因此我們判

斷 這個 9×9 矩陣是否可逆時，只須判別 3×3 矩陣 B2 23 3
A

× 3
3 是否可逆。同理 

∵  ∴判別 16×16 矩陣2

1 0 0
1 1 0

det 1
0 1 1
0 0 1

a
a

a a
a

a

 
 
  = + +
 
 
 

4
2 24 4

A
×
是否為可逆=判別 4×4

矩陣 I4+B4
2+B4

4（用 I4代替 1，B4代替 a）是否可逆。所以藉由分塊矩陣的乘法

我們可以將判別一 n2×n2矩陣 2 2n n
A

×
的可逆性約簡到只判別一個 n×n 矩陣的可逆
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性。利用此想法再藉由矩陣 C 行列式值的遞迴公式；即

detC



















=

a

a

n

10
1

1
01

OO

OO

2 2n n
A

n=a．detCn-1 － detCn-2，我們可以較快速地利用電腦的運算得知 n=3~30中，
除了第一類型的矩陣（即 n = 4 , 9 , 1 4 , 1 9 , 2 4 , 2 9）、第二類型的矩陣（即

n = 5 , 11 , 1 7 , 2 3 , 2 9）還有 n = 3 0 的
×
不可逆外，其餘的皆為可逆。 

 
四、立體三度空間的情形： 

現在我們考慮將此棋盤遊戲中 n=2及 n=3的情況推廣至三度空間 

先考慮下面這個 2×2×2的立體棋盤 

所

 (一

 

 
 
 

 

● ○

○  
○ ○

●  
○ ●

● ○  

○
                        第一層 第二層 第三層 

○                ↔  A= 



0
1  

●○
○○

○○
○○





01100
10000





0
0

A
1





0
0

A
2





1
0

A
2





1
0

A
3

 因為棋盤只有上下兩層且翻動時彼此會互相牽制，所以當我們設

法讓第一層全為白棋時，相對的一定會使得第二層的某些棋子變為黑

棋，所以 2×2×2的立體棋盤對於任意棋局未必能全翻為白棋。 

以我們直接探討 
)2×2×3立體棋盤的情形：將每一個 2×2×3的棋局用 2×6的矩陣表示 
ex:                  

 

則 2×2×3棋盤所對應的翻棋規則矩陣為下列 12個 2×6矩陣 









000001
000111

= ，A
1

11




00010
01011

= ，
12









000111
000001

= , A
1

21









001011
000010

= ，A
1

22




00100
11101

= ，
11









001000
101110

= , A
2

12









011101
000100

= ，A
2

21




01110
01000

= ，
22









010000
110100

= ,  A
3

11









100000
111000

= ，A
3

12




10100
10000

= ，
21









111000
100000

=  A
3

22
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且 2×2×3棋盤所對應聯立方程組的係數矩陣 

 

A 22
3

33×
=  













































111010000000
110101000000
101100100000
011100010000
100011101000
010011010100
001010110010
000101110001
000010001110
000001001101
000000101011
000000010111

由電腦運算得知 )(
22

3
33A ×
-1  存在，而且 

)(
22

3
33A ×
-1=  













































000010001110
000001001101
000000101011
000000010111
100011101000
010011010100
001010110010
000101110001
111010000000
110101000000
101100100000
011100010000

 

∴對於任意2×2×3的棋局皆可被翻成白棋。  

 
與平面上一樣，我們只討論 2×2×3的立體棋盤中，只有一個黑棋，其餘皆為
白棋的翻法(共 12種情形）。但棋盤具有對稱性，所以我們只列出下面二種情形，
其餘的十種棋局只需將此二棋局之一轉動一下或將第一、三層角色對調即可。

（由左到右分別表立體棋盤的第一、第二、第三層） 
 
                

  

●○
○○

 
 
 
 
 
 

 

：即要翻的地方

     

○○ ○○
○○ ○○  

 ○○ ●○ ○○

○○ ○○ ○○  
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(二)現在我們再推廣至 3×3×3情形：將每一個 3×3×3的立體棋局以 3×9的矩陣 
表示； 
 
ex: 

 
 
                

                

 
 
 
 

仿照

矩陣

 

3
3( 3A

 

 

●○○
 

○○●

●○○

○

○●○

○

○●○

○○○

○○○  

○○                          第一層    第二層     第三層 

○○                    ↔  A=












000000001
000010100
010000001


  

2×2×3的情形討論並藉由電腦的運算，3×3×3棋盤所對應聯立方程組的係數

3 為可逆且 A 33 33×



























































































=−
×

011101110101000100110100000
111000111000000010111010000
110101011101000001011001000
101101101000001000100110100
000000000000010000010111010
101101101000100000001011001
110101011100000101000100110
111000111010000000000010111
011101110001000101000001011
101000100101001110101000100
000000010000010111000000010
101000001101100011101000001
000001000001011001000001000
000010000010111010000010000
000100000100110100000100000
100000101110001101100000101
010000000111010000010000000
001000101011100101001000101
110100000101000100011101110
111010000000000010111000111
011001000101000001110101011
100110100000001000101101101
010111010000010000000000000
001011001000100000101101101
000100110100000101110101011
000010111010000000111000111
000001011001000101011101110

1
3

)3

 

16



 

∴對於任意3×3×3的棋局皆可被翻成白棋。現在，我們要討論 3×3×3的立體棋
盤中，只有一個黑棋，其餘皆為白棋的翻法(共 27種)，與 2×2×3的理由一樣我
們只列出下列六種情形。（由左到右分別表立體棋盤的第一、第二、第三層） 

 
 

 

● ○

○ ○

○ ○

 
○ ○

○ ●

○ ○

 
○ ○

○ ○

○ ○

 

伍、研究結果 

一、對於所有正

二、對於所有正

三、對於n {

型的矩陣（

30的

∈

n
A 2×

之外，其

四、2×2×3及

 

 

 

 

：即要翻的地方 
○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○  

○ ● ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○  

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○  

○ ○ ○ ● ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○  

○ ○ ● ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○  

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ● ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○  

整數 n，（5n-1）×（5n-1）棋盤的任意棋局未必能全翻成同一色。 

整數 n，（6n-1）×（6n-1）棋盤的任意棋局未必能全翻成同一色。 

2,3,⋯,30}，n×n 棋盤所對應到聯立方程組的係數矩陣 ，除了第一類

即 n=4,9,14,19,24,29）、第二類型 的矩陣（即 n=5,11,17,23,29）還有 n=16、

不可逆外，其餘的皆為可逆。換言之，在

2 2n n
A

×

2n
∈n {2,3,⋯,30}中除了上述的 n

餘 16個棋盤的任意棋局皆能全翻成同一色。 

3×3×3立體棋盤的任意棋局皆可全翻成同一色。 
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陸、討論 

一、在研究這個棋盤遊戲過程中，我們其實也解決了網路上的開燈遊戲： 

有一天，小建回到家發現燈都被關了。 

可是他家的燈有一個特性，那就是： 

當一盞燈被按下開關以後，他周圍的燈 

原本亮的，就會變暗，原本暗的，就會變亮。 

現在就請聰明的你幫他把所有燈打開吧！ 

p.s.其燈的佈局形成一個 n×n棋盤的形式。 

說明：開燈遊戲就如同將全黑的棋局翻至為全白的情形。所以仿我們在平面棋盤上

的討論得知： 

（一）若矩陣 為可逆，則 n×n的開燈遊戲解就是將( )2 2n n
A

× 2 2n n
A

×
-1的每一行相

加，此時 1表開燈、0表關燈。 

（二）若矩陣 為不可逆，則此時我們將 1表關燈、0表開燈而其解即為

方程組 X=0的非零解。 

2 2n n
A

×

2 2n n
A

×

註：4×4~15×15開燈遊戲的解請見【附件】 

二、在研究此棋盤遊戲的過程中，我們發現並不是每一個 n×n棋盤的任意棋局皆可被全

翻成同一面。為了讓任意棋局皆可被全翻成同一面，所以我們想試著去改變遊戲規

則，其中我們發現若將棋子四周的四個方位（上、下、左、右）任取一個來重新定

義遊戲規則，便可達到我們的目的。這是因為若我們規定除了棋子本身外，其右邊

棋子也要跟著翻面，則此時所對應的係數矩陣 2 2n n
A

×
為一個上三角形矩陣且主對角線

上的元素皆為 1，因此 為可逆。同理將右邊改為其餘三個方位的任何一個也會

使得這個結果成立。若考慮在四個方位中任取兩個來定義，則情形可分為以下三類： 

2 2n n
A

×

（一）若是規定右、上（右、下）也要跟著翻面，則此時所對應的係數矩陣 

2 2n n
A

×
＝ （























nn

n

n

BI

I
B

0

0

OO

OO

O

2 2n n
A

×
＝ ） 























n

n

nn

B
I

IB

0

0

O

OO

OO
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其中 Bn＝ ，I























10
11

11
011

OO
n為 n×n的單位矩陣。因為 2 2n n

A
×
為分塊下（上）三角

形矩陣且 Bn為上三角形矩陣，所以 det 2 2n n
A

×
＝（detBn）

n＝1 0，即 為可逆。

同理若是規定左、上（左、下）要跟著翻面只需將上述中的 B

≠ 2 2n n
A

×

n改為矩陣

即可且此時












11
1

0












0

11
1

O

OO
2 2n n

A
×
亦為可逆。 

（二）若是規定右、左也要跟著翻面，則此時所對應的係數矩陣 

2 2n n
A

×
＝  

















n

n

B

B

0

0
O

其中 Bn＝ 。因為 det 























110
111

111
011

OOO

2 2n n
A

×
＝（detBn）

n，所以我們現在只要探討

Bn的可逆性即可。仿【附註一】（即矩陣 B3k+2不可逆）的證明，我們不難推論

出矩陣 B3k、B3k+1皆為可逆， Nk ∈∀ 。因此在此規定下，除了(3k+2)×(3k+2)的

棋盤外，其餘棋盤的任意棋局皆可被全翻成同一面。 

 

（三）若是規定上、下也要跟著翻面，則此時所對應的係數矩陣 

2 2n n
A

×
＝  























nn

nnn

nnn

nn

II
III

III
II

0

0

OOO

其中 In為 n×n的單位矩陣。而這時矩陣 2 2n n
A

×
可逆性的探討與（ii）中的矩陣 Bn

是一樣地，所以在此規定下，除了(3k+2)×(3k+2)的棋盤外；∀ ，其餘棋盤

的任意棋局皆可被全翻成同一面。 

Nk ∈
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三、可將程式改為二進位，在計算的時候可以不必再轉換，減少人為的疏失。 

柒、參考書籍 
1.初等線性代數第二冊：矩陣，林義雄著，九章出版社 
2.高中數學第三冊、數（甲）上冊，龍騰文化事業公司 
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【附件】開燈遊戲的解法 

●●● ○●○                                                                                      

●●●                                                     ∵ 是暗的 
12

22

( 1)m na

a

●●●
●●●                                                     ∴接下來就要翻a  

也就是說，若 是暗的，其下一排的
m na ×

就要翻動，使得
m na ×
能變亮。 

在求解的過程中，我們發現只需找出第一列的翻法，從第二列開始，若是上一列的燈為

暗的，同一行的下一列就要把燈打開，如此一直往下，便可成功。 
Ex:  

○●○ → aa 1311
翻動

 

+ ×

 
 

  
 
 
4×4    

     

     

6×6    

     

     

8×8    

     

    

10×10   

     

     

12×12   

     

     

 

 

 

：即要翻的地方
          5×5              

                         

                         

          7×7              

                         

                         

          9×9              

                         

                         

          11×11             

                         

                         

          13×13             

                         

                         

21



14×14             15×15             

                              

                              

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 22



評語 
優點：本科展經驗使得參賽者學習到許多矩陣理論的原理與方法，作品所呈現的數學成熟度

遠超過中學教學內容。 
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