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摘要 
本文主要探討的問題是「以多種不同錢幣來支付 n元的方法數」。研究方式多半先以觀察

與考察特例為主，再思考、証明並推廣至一般的情況。主要所涉及的數學概念與技巧是數列

遞迴的概念與消去法，在化簡的過程中亦常會遭預到高斯函數與相關性質。 
 

壹、研究動機 
在某天中午我們一群朋友去 7-11買便當，那時大家口袋裡剛好都有很多硬幣，於是決定

湊錢買幾個『國民便當』，以解決午餐問題。為了支付每個 39元的便當，大家湊的錢數和方
法都有所不同，這令我們覺得很好奇，到底有多少種方法可以湊成 39元呢？ 
這是一個蠻生活化的問題，如果使用錢幣的種類更多，那支付的方法鐵定更多。因此我

們大膽的推論：『使用 m種不同的錢幣支付 n元時，會不會有通式，能輕易算出付款的方法
數？』感覺上這似乎是一個龐大的工程。於是我們找了些志同道合的朋友，一段神秘的發現

之旅就此展開。 
 

貳、研究目的 
為了求出以 m種不同錢幣支付 n元的方法數，我們先分幾種可能性做探討。 
一、當 m＝2時，表用 2種不同貨幣，支付 n元的方法數，如： 

(一) 以 1元及 p元付款，p∈N且 p,k>1 
(二) 以 p元及 q元付款，p,q∈N且(p , q)＝1 
(三) 以 p元及 q元付款，p,q∈N且(p , q)＝d , d ≠ 1 
 
二、m＝3時，以 3種不同貨幣，支付 n元的方法數，如： 

(一) 以 1元、p元及 kp元付款，p,k∈N且 p,k>1 
(二) 以 1元、p元及 q元付款，p,q∈N , p,k>1且(p , q)＝1 

 

參、研究方法 
一、預備知識  

(一) 排列組合的基本概念 
(二) 數列的遞迴定義與對消法 
(三) 高斯符號及相關性質 
(四) a,b,c∈Z , ax+by=c有整數解的充要條件為(a,b)c。 

 
 
二、前提： 

(一) 本文中提及之付款方式，與付款之先後順序無關。例如：”先付一個 3元再付兩個 5 
元”與”先付兩個 5元再付一個 3元”，視為同一種付款方式。 
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(二) 為了配合理論的完整性及作為遞迴定義的起始條件，約定 0元的付款方式為 1種， 
即支付 0元的方法數 。 0 1a =

(三) 所供應之錢幣個數是沒有限制的。 
 

三、方法：本文的研究方式多半先以觀察與考察特例為主，再思考、証明並推廣至一般的

情況。 

肆、研究過程 

一、m=2  (有 2種不同貨幣時) 

(一) 以 1元及 p元(p∈N且 p>1)兩種貨幣支付 n元的方法數之探討： 

我們先以特例來思考，試試看以 1元及 3元來支付 n元的方法數有何規律性，進而推廣
至更具一般性的付款方式(1元及 p元)。我們將部份結果摘錄於下表： 

 
n元 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
方法數 1 2 3 4 5 6 
 
發現與啟示：觀察上表，得知支付 n元的方法數 an為每隔 3元跳一次，所以我們可以以高斯

符號，將其規律性的變化表示出來， na [ ]
3
n 1= + 。 

因此推論：利用 1元及 p元來支付 n元的方法數 na [ ]n
p

1= + 。 

【證明】設使用 1元 x個、p元 y個來支付 n元(x,y為非負整數)，則 x,y要滿足：x+py=n 

        顯然 x=n-kp (y=k)滿足上式方程式，因此 n-kp≥0 ⇒ n≥kp ⇒ 
p
n

≥k 

⇒ 
p
n

≥[
p
n ]≥k≥0 ⇒k有[

p
n ]+1個可能，因此有[

p
n ]+1組解，即 na [ ]n

p
= +1。 

(二) p,q為互質正整數，以 p元及 q元兩種貨幣支付 n元的方法數之探討： 

 
問題 1.  p,q為兩互質正整數（且 q＞p），以 p元、q元等面額的錢幣來支付 n元物品，有幾

種支付方法？ 
 
(1) 從 p=3，q=5時的特例開始： 

發現將正整數適度的分類(以除以 3之後的餘數來分類)，發現 3之倍數這一類的數一定
可以用 3的倍數的面額來支付，而被 3除餘 1這類的數，在(含)10元之後，是沒有問題的，
可以用兩張 5元的錢幣來支付，而 10元以前的三個數字 1,4,7就有困難了，因為它既無法用
3元的面額來支付，也無法用 5元的面額來支付；同理，被 3除餘 2這類的數，在(含)5元之
後，是沒有問題的，可以用一張 5元的錢幣來支付，而 5元以前的數字 2就有困難了。因此
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發現，1、2、4、7這四種錢數，不能以 3元及 5元的錢幣來支付，因此方法數皆為 0種。 
 

n=3k+1 1 4 7 10 13
n=3k+2 2 5 8 11 14

n=3k 3 6 9 12 15
 
我們從觀察中發現：15是 3和 5的最小公倍數，在本題中扮演關鍵角色。每隔 15個數，

方法數便會出現較大的週期變化，而前 14個數字(如果包括 0，就是 15個數字)，大約可以分
成兩個類(集合)，一個稱之為是可行的集合 P，表示可以用 3元及 5元來湊成的集合； 

 
P={a∣∃ m’, n’∈N∪{0}，使得 3m’+5n’=a，a<15} 
 

另一類稱之為不可行的集合 NP，表示不可以用 3元及 5元來湊成的集合。方法數 an和 n屬
於 P或 NP有關，若 n∈P，則 an=1，若 n∈NP，則 an=0。也就是：  

ai =0，i∈ NP={1,2,4,7} 
aj =1，j∈P={0,3,5,6,8,9,10,11,12,13,14} 

 
N元 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
方法數 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 

N元 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
方法數 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 

 
由上面表格中我們觀察到：n除以 15所得的餘數 r，不管是屬於可行集合 P或是不可行

集合 NP，其方法數 an和 an+15都有下列關係： 

 15

15

1
1

i i

j j

a a
a a

+

+

= +
= +

  

 n=15t時, t∈Z 
方法數 an=t+1，以重複組合的觀點來看是很容易的，可視為從「5元 3個」及「3

元 5個」這兩物件中重複取 t次，則方法數為H =t+1。 12t
t

2
t C −+=

 若 n被 15除的餘數為 r (ie. n=15t+r, t∈Z, 0<r<15)，則方法數 an和 r屬於可行集 P或不
可行集 NP有關： 

(a)  r∈P，an =ar×（湊成 15t的方法數）=1×(t+1)= (t+1) 
(b)  r∈NP，an =ar+15×（湊成 15(t-1)的方法數）=1×(t-1+1)= (t) 

因此可歸納出方法數
[ ]
15

[ ] 1
15

n

n

a
n


= 
 +


  
Pr

NPr
∈

∈
 (r是 n除以 15的餘數) 
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(2) 推廣至更一般的情況時，方法數
[ ]

[ ]
n

n

1

pq
a

n
pq


= 
 +


  
Pr

NPr
∈

∈
 (r是 n除以 pq的餘數) 

 
(3)如何快速找到可行集合 P與不可行集合 NP？ 

 
發現這一類的問題中，n除以 pq的餘數 r屬於那一個集合(P或 NP)中會影響方法數 an，

因此在給定 p,q時（p,q為實數，且 p<q），要如何迅速找出 r究竟屬於那一個集合(P或 NP)
是一件重要的事。 

 
(甲)、可行集合P的幾何描述與求法 

(如下圖)我們將純粹以 p元來付款的方法想成 x軸上的點，如：(n’p,0)表示僅用 n’個 p 
元來付款的動作(n’為非負整數且 0 ≤ n’ ≤ q)，同理，將純粹以 q元錢幣來付款的方法想成 y
軸上的點，如：(0, m’q)表示僅用 m’個 q元來付款的動作（0 ≤ m’ ≤ p）。現考慮位於 x+y ≤ pq
且為 y=m’q及 x=n’p兩線交點 X，則該點表示以 m’個 q元及 n’個 p元來付款 m’q+n’p元的
一種方式(m’q+n’p ≤ pq)，按照定義，m’q+n’p是可行集合 P的成員之一，X稱之為可行點。
透過一連串的動作，可以將全部的可行點找出來，再透過轉換後(將其 x,y坐標相加)，即可
以求出可行集合。 

 (0,pq) 
 

            
y=m’q       X 

 
x=n’p       (pq,0) 

x+y=pq  
 
可行集合 N求出之後，則不可行集合 NP即為{1,2,3,…pq}與 N的差集。                 

 
(乙)、可行集合 P的幾何特性： 

 點座標與付款方式相對應：在 x軸上的可行點坐標為(n’p,0), n’=0,1,2,…q，表示僅用 n’
個 p元付款的方式；在 y軸上的可行點坐標為(0,m’q), m’=0,1,2,…p，表示僅用 m’個 q元
付款的方式。同一個直行的可行點表示 p元個數固定，q元個數改變的付款方式；同理，
同一個橫列的可行點表示 q元個數固定，p元個數改變的付款方式。 

 由下至上，第 k列有[
p

q)k1p( −+ ]+1個可行點(k=1,2,3,4,…p+1)。 

 共有：p+1+∑
=

p

1k
]

p
kq[ 個可行點。 

我們將在以下的篇幅中，仔細討論可行點的個數及不可行點的個數問題(丁部份)，同時，
可估算出『不可行集合中之最大數字』(戊部份)。 
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(丙)、和不可行集合 NP有一對一對應的點集： 

 
               II 

y=m’q               Y 
I 

x=n’p         x+y=pq 
 

(如圖)考慮由 x+y>pq, x<pq及 y<pq所圍成的區域(我們稱之為第Ⅱ區，在 x+y=pq下方
相對的區塊稱為第Ⅰ區，第Ⅰ區中含邊界點，第Ⅱ區中不考慮其邊界點)及該區域中的內部
點 Y(n’p, m’q)，m’,n’為非負整數且 0 ≤ n’ < q，0 ≤ m’ < p。很顯然，m’q+n’p>pq。 
令 r = m’q+n’p-pq則 0<r<pq 

r = (m’-p)q+n’p=m’q+(n’-q)p，但顯然 r不能以 q元及 p元來支付。因此 r∈NP。 
負的          負的 

                  
透過這個觀點，我們可以重新來界定「可行集合 P」及「不可行集合 NP」： 

 幾何動作 代數動作 

步驟一 在平面上標示出{(n’p,m’q)∣0≤ n’ < q，0 ≤ m’ < p }  
步驟二 畫出直線 x+y=pq  
步驟三 判斷點(n’p,m’q)在直線 x+y=pq的左邊(含線上)或右邊 計算 n’p+m’q並判斷值是否大於 pq 

步驟四 決定屬於 P或 NP，若 
(a) 點(n’p, m’q)在 x+y=pq的左邊(含線上)，則

n’p+m’q∈P 
(b) 點(n’p, m’q)在 x+y=pq的右邊，則 n’p+m’q-pq∈NP

決定屬於 P或 NP，若 

(a) n’p+m’q≤pq，則 n’p+m’q∈P 
(b) n’p+m’q>pq，則 n’p+m’q-pq∈NP 

例：以 3元及 5元付款時，其可行集合與不行解集合與幾何位置的關係圖。 
15 

(0,15) 
            10  13    1    4    7   

(0,10)     (3,10) (6,10) (9,10) (12,10) 
            5    8    11   14   2 

(0,5)   (3,5)  (6,5) (9,5) (12,5) 
                 3    6     9   12   15 
               (3,0)  (6,0) (9,0)  (12,0) (15,0) 
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(丁)、對於可行集合 P中的可行點個數的探討 

在 p.5(乙)部份中，我們已經知道共有：p+1+∑ 個可行點，這些可行點包含下圖中

的 A,B兩點(邊界點)。 
=

p

1k
]

p
kq[

A 
            

y=m’q         X 
 

x=n’p         x+y=pq 
B 

從(丙)部份中的討論中，可以知道：在第Ⅱ區域中的點集 {(n’p,m’q)}和不可行集合 NP
中的元素有一對一的對應關係。兩區域中的點集 {(n’p,m’q)}個數共有 pq個，因此可知 NP

元素個數為
2

)1qp(pq −+− =
2

)1q)(1p( −−
，因此可推出 P元素個數為 1

2
)1q)(1p(

−
++

個。 

 
                Ⅱ 

y=m’q               Y 
Ⅰ 

x=n’p      x+y=pq 
 
我們除了得到 NP及 P集合的元素個數之外，還意外得到了一個等式： 

也就是 p-1+∑
=

p

1k
]

p
kq[ = 1

2
)1q)(1p(

−
++  

經化簡後可得：∑
=

p

1k
]

p
kq[ = 1

2
)1q)(1p(

+
−+  

這個式子的幾何解釋就是第Ⅰ區域中的可行點個數(扣除邊界 A,B兩點)等於 P集合元
素個數。透過幾何關係，避免在代數式上處理高斯符號的化簡，可以清楚知道 P及
NP集合的元素個數。這應該是一個不錯的小發現。 

 
(戊)、探討 NP集合中之最大數字： 
 p元、q元支付 n元，其中最大不能付的數字為 pq-p-q。 

例如：以 3元及 5元付款的狀況下，最大不能支付的錢數為：15-3-5=7。 
【證明】 

(承以上的分析，如左圖所示) 
                         NP集合中之最大數應該位於為 x=(q-1)p及 y=(p-1)q的交會處 
(p-1)q                     因此其數值 =pq-p+pq-q-pq 
                                     =pq-p-q  
                                     =(pq-p-q+1)-1 
          (q-1)p                      =(p-1)(q-1)-1 

(已) 當給定一個數 n時，如何判斷 n除以 pq後的餘數 r是否屬於 P或 NP？ 
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 幾何意義 代數動作 
步驟一 將 r再除以 p，求得餘數 t’  
步驟二 

找出餘數 r位於那一個同餘類中，
並在 y軸上找出對應的列。 

在{ }, 2 ,3 , 4 ,......,q q q q pq 中，找出被 p除餘 t’者，

設其為  'm q
步驟三 以該列上最小的可行點做為比較

的指標，並比較之。 
若 ，則'r m q≥ r P∈  
若 'r m q< ，則 r NP∈  

 
例：試求以 13元及 7元支付 987654321元的方法數？ 

 
解：由上述理論可知，第一要務應判斷 987654321除以 91的餘數是屬於 P或是 NP。 

987654321=91×10853344+17 
因此要判斷 17屬於 P或是 NP？ 
步驟 1：17除以 7餘 3 

步驟 2：從集合{ } { }, 2 ,......, 13, 26,39,52,65,78,91q q pq = 中找出除以 7後餘數為 3的數。 

發現：52除以 7後，餘數=3 
步驟 3：因為 17<52，可知17 。因此 aNP∈ 987654321=10853344 
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(三)、以不互質的 p元及 q元等兩種貨幣支付 n元的方法數之探討： 

(p,q) = d ≠1，且 p= p1d，q=q1d，(p1, q1)=1 
 
我們知道 px+qy=n有整數解的充要條件為 p,q的最大公因數為 n的因數。因此 n必須

為 d的倍數才可以。若 n不為 d之倍數，則方法數 an＝0。       
      

接下來，我們引入可行集合 P的概念來解決這個問題，定義：P(p,q)表示可以以 p元及
q元支付的可行集合。則 P(p,q)={a∣∃ s, t∈N∪{0}，使得 sp+tq = a，0 a<[p,q]}, [p,q] 表示
p,q的最小公倍數。 

≤

 
我們發現：P(p,q)＝{dxx∈P(p1, q1)} 

 
【証明】x∈P(p1, q1) → dx∈P(p,q) 
若 x∈P(p1, q1)，表示存在 s, t∈N∪{0}使得 sp1+t q1=x，x<p1q1 

⇒  d (sp1+ tq1)=s (dp1)+ t (dq1)=dx 
⇒  s (p)+ t (q)= dx 
⇒ 因此 dx∈P(p,q) 
⇒  

x∈P(p, q) →
d
x

∈P(p1,q1) 

若 x∈P(p, q)，表示存在 s, t∈N∪{0}使得 sp+tq=x，x<[p,q] 
⇒  s(p1d) +t (q1d) = x 

⇒  s (p1)+ t(q1)= 
d
x  

⇒  因為 s,t, p1,q1均為正整數，所以 d
x
亦為正整數且

d
x < p1×q1 

因此
d
x

∈P(p1,q1) 

同理：NP(p,q)＝{dxx∈NP(p1, q1)} 
 

這就是說以 p,q支付 n=dk元(n要為 d的倍數)的方法數 an即為以互質的 p1,q1元支付 k
元的方法數 ak。 

令 k除以 p1q1的餘數為 r若 r∈P(p1,q1)則 an=[
11qp

k ]+1 

r∈NP(p1,q1)則 an=[
11qp

k ] 

 

二、m=3  (有 3種不同貨幣) 
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（一）以 1元、p元及 kp元等三種貨幣支付 n元的方法數之探討：(p,k≠1,p,k∈N) 

第一次研究這個問題時，我們是以 1元、5元及 10元三種貨幣，支付坊間所賣 39元的
國民便當，就是先從 p=5, k=2的特例下手，試解這個問題，希望能從解決特例的過程中，獲
得更多經驗與啟示。 
 
問題（1）用 1元、5元及 10元硬幣支付 39元的國民便當，請問有幾種付款的方式？ 
 
設需要以 10元 x個，5元 y個，1元 z個來支付 39元的便當，則：  
10x＋5y＋z＝39，我們從控制 10元個數著手，列出可能的付款方式。 
 

10元 
個數（x） 

3 2 1 0 

5元 
個數（y） 

1 0 3 2 1 0 5 4 3 2 1 0 7 6 5 4 3 2 1 0

1元 
個數（z） 

4 9 4 9 14 19 4 9 14 19 24 29 4 9 14 19 24 29 34 39

∴共有 20種付款方式。 
 
發現與啟示：  1元的功能是補足以 5元及 10元支付後所不足的餘額，支付的方式主要還是

掌控在 5元及 10元等大面額的幣值上，因此只要找出 5元及 10元間的變化
規則，問題大致上可以被解決。 

             5元的個數隨著 10元個數減少而增加。每少一個 10元，以 5元的付款方式
則會多兩種，以下表顯示此規則。 

10元個數 3 2 1 0 
5元個數 0 

1 
0 
1 

  2┐ 
  3┘ 

0 
1 
2 
3 

  4┐ 
  5┘ 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

  6┐ 
  7┘ 

1元個數 略 
問題（2）用 1元、5元及 10元硬幣支付 n元的國民便當，請問有幾種付款的方式？ 
我們是以人海戰術的方式，每人分配一部份的例子，先把 n=1~40的例子一個一個做出

來，希望從中發現規律性，並進行一般性的討論，很快地，我們從下表中，發現了某些規律

性。 
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〈表一〉 
N
元 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

方

法

數 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 6 6 6 6 6

 
N
元 

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

方

法

數 

9 9 9 9 9 12 12 12 12 12 16 16 16 16 16 20 20 20 20 20

 
發現與啟示：觀察表格後得知，10 ~10 t +4及 10 +5~10 t +9 ( ∈N∪{0})這 5個錢數的付款方

式，只在於 1元的個數不同，使用 5元及 10元的方法數及個數上均無不同。方
法數的改變是每隔 5元改變一次。其原因是第二低的幣值為 5元之故，1元的
功用在於補足差額，而每超過 5元，即增加數種付款的可能。 

t t t

 
於是，我們取每五個數為一單位，並列出詳細的排列狀況，觀察數字的規則後，決定將

表格一變化之規律性，分成灰色與白色區塊，重新製作成〈表二〉；在這兩個區塊中，發現下

列規則： 
 方法數的規律：灰色區塊部份，付款的方法數為完全平方數；白色區塊部份，付款的 

   方法數為相鄰灰色區塊方法數的幾何平均。 
 方法數呈規律增加： 

(a) 如：（請參考〈表二〉）比較 0~4元的付款方式與 10~14元的付款方式，則 A部 
   分是增加的部份，其他的部份可以透過等量變換的方式得到；而 20~24元的付款 
   方式又比 10~14元的付款方式多出 B部分，其他的部份亦可以透過等量變換的 
   方式得到。  
(b) 多出來的 A,B兩部份的共同意義，即是純粹以 5元支付 n元的方法數。以 n 

   來表示為 。 1
5
n  +  

(c) 無論灰色或白色之區塊，皆有其相同之變化規則。變化關係，和區塊的顏色無關。 
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〈表二〉 
N元 0~4 5~9 10~14 15~19 20~24 25~29 30~34 35~39 40~44

10元→個數 →0 →0 →0 →0 →0 →0 →0 →0 →0
5元→個數 →0 →0 

→1 
→0
→1
→2
 
 
 

A 

→0
→1
→2
→3

→0
→1
→2
→3
→4
 

B 

→0
→1
→2
→3
→4
→5

→0 
→1 
→2 
→3 
→4 
→5 
→6 

→0 
→1 
→2 
→3 
→4 
→5 
→6 
→7 

→0
→1
→2
→3
→4
→5
→6
→7
→8

→1 →1 →1 →1 →1 →1 →1
→0 →0

→1
→0
→1
→2

→0
→1
→2
→3

→0 
→1 
→2 
→3 
→4 
 

→0 
→1 
→2 
→3 
→4 
→5 

→0
→1
→2
→3
→4
→5
→6

→2 →2 →2 →2 →2

→0 →0
→1

→0 
→1 
→2 
 

→0 
→1 
→2 
→3 

→0
→1
→2
→3
→4

→3 →3 →3
→0 →0 

→1 
→0
→1
→2
→4

   

  

  

  
→0

方法數 1 2 4 6 9 12 16 20 25 
依〈表二〉的變化，我們可以將其寫成遞迴的形式，並推出一般項 ： na

令
10
n t  =  

 ，  Nt ∈

(a) 2 2
10 ( 1) (

10n t
na a t = = + = +  

1)  
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 (b) 10 5 ( 1)( 2) ( 1)( 2)
10 10n t
n n t t+

   = = + + = + +      
a a   

 
 
【證明】 
(a) 令a 為支付 n元的方法數：            (b) 令a 為支付 n元的方法數： n n

10 0

20 10

10 10( 1)

10 0

2

3
5

) (
(3 2 1)

2
1 ( 2)
( 1)

t t

t

a a
a a

a a t
t ta a

t t
t

−

= +
= +

+ = +
+ +

= +

= + +

= +

M

2 1)+     

15 5

25 15

10 5 10( 1) 5

10 5 5

4
6

)
(4 2 2)

2
2 ( 3)
( 1)( 2)

t t

t

a a
a a

a a t
t ta a

t t
t t

+ − +

+

(2 2)

= +
= +

+ = + +
+ +

= +

= + +
= + +

M

     

10元用 5元去湊

所得之方法數 

15元用 5元去湊

所得之方法數 

小結論： 
以 1元、5元及 10元來支付 n元的方法數和 t有關，可分成兩大類： 

  (1).10 ~10 t +4元時 ( t ∈N∪{0})，t 2 2
10 ( 1) (

10n t
na a t  1)= = + = +  

。 

  (2).10 +5~10 +9元時 ( t ∈N∪{0})，t t 10 5 ( 1)( 2) ( 1)( 2)
10 10n t
n na a t t+

   = = + + = + +      
。 

 
結論 
經過整理後，我們可以歸納出「使用幣值為 1元、p元、kp元，支付 n元的方法數 an」的通

式： 
在看通式之前，要先定義符號： 

令
nt
kp

 
=  

 
，表 n除以 kp後之商數，t有兩層意義上，一是以最大幣值 kp元來支付 n元

時，最大貨幣 kp元所能使用之最多個數，二是遞迴的次數。 
        
令為 n除以 kp之後的餘數，則 r n kpt= − ，  

令
rb
p

 
=  

 
為表餘數 r除以 p之商數 (0≤b<k)，         

則定義  on tkp b= + p

0n

on 為小於 n且最接近 n之 p的倍數，顯然地，支付 元時的方法數等於支付 元時的方

法數，即 。因為這兩群的方法僅在 1元的個數上有所差別，因為它們均尚未達到下一

個進位單位。 

n 0n

na a=

而支付 元時的方法數 an n會有 k類，每一類都可以用 t, k, p, b及 abp表之： 
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( 1) ( 1)
2n tkp bp bp

t ka a a t b+

+ = = + + +  
且 a ( 1bp b )= +  

進一步化簡可得 )()(
2

11 tkbtan ++×+=  

【證明】 

2

3 2

( 1)

( ) 1

(2 ) 1

(3 ) 1

( )) 1

[( ) 1] [(2 ) 1] ... [( ) 1]

( 1) ( 1)
2

kp bp bp

kp bp kp bp

kp bp kp bp

tkp bp t kp bp

tkp bp bp

bp

kp bpa a
p
kp bpa a

p
kp bpa a

p

tkp bpa a
p

a a k b k b tk b

t ka t b

+

+ +

+ +

+ − +

+

+
= + +

+
= + +

+
= + +

+
+ = + +

= + + + + + + + + + +

+ = + + +  

 

M

（二）以 1元、p元及 q元(p,q為互質整數)等三種貨幣支付 n元的方法數之探討： 
有了以上的經驗與遞迴的概念，我們利用遞迴關係及對消法來化簡以1元、p元及q元(q>p)

來支付 n元的方法數 an： 
令 n除以 q的商數為 t, 餘數為 r，則 n=qt+r 

1+







+= − p

naa qnn  

12 +






 −
+= −− p

qnaa qnqn  

+) 1
p

aa rq)1t(n +





+=−−  q)1t(n  −−

 

an== ar + 






 −−
++







 −
+








p

qtn
p

qn
p
n )1(... +t = ar+ t +∑

−

=

−1t

0k
]

p
kqn[  

化簡式子：∑
−

=

−1t

0k
]

p
kqn[ = 







 −−
++







 −
+








p

qtn
p

qn
p
n )1(...  

我們進一步處理高斯符號，發現有以下的性質： 
 

(甲). n, n-q, n-2q, n-3q,⋯, n-(p-1)q等除以 p後的餘數皆不同。 
證明： 設 n-iq與 n-jq (0≦i , j ≦p-1)除以 p後有相同的餘數，則(n-iq)-(n-jq)為 p的倍數。則 

p ，又 p,q互質且 0≦i , j ≦p-1 ( ijq − )
        ij =∴ （矛盾）故其沒有相同餘數。 

(kp bp)+ 元只用

p元支付方法數 
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則從(甲)的結果中可知： 
(乙). n, n-q, n-2q, n-3q,⋯, n-(p-1)q等除以 p後的餘數為 ( ){ }1...2.1.0 −p 的一種互換。 

(丙). 






 −−
++







 −
+








p

q)1p(n...
p

qn
p
n =n-

2
)1q)(1p( +−  

 
證明：(1).當 p為奇數時，由(乙)可知，n, n-q, n-2q, n-3q,⋯, n-(p-1)q等除以 p後的餘數為{0, 1, 

2, 3,⋯,p-1}的一種互換，因此扣除餘數為 0以外，剩下的數可以”湊”成
2

1p −
對，使得餘數的

和為 p. 

因此 






 −−
++







 −
+








p

q)1p(n...
p

qn
p
n =

p
q)1p(n

p
qn

p
n −−

++
−

+ L -
2

1p − = n-
2

)1q)(1p( +−  

 
(2).當 p為偶數時，可設 p=2k，由(乙)可知，n, n-q, n-2q, n-3q,⋯, n-(p-1)q等除以 p後的餘數

為{0, 1, 2, 3,⋯,p-1}的一種互換，因此扣除餘數為 0, k以外，剩下的數可以”湊”成
2

2p −
對，使

得餘數的和為 p。因此： 






 −−
++







 −
+








p

q)1p(n...
p

qn
p
n  

=
p

q)1p(n
p

qn
p
n −−

++
−

+ L -
2

2p − -
2
1  = n-

2
q)1p( − -

2
)1p( − == n-

2
)1q)(1p( +−  

(餘 k的那一個，除以 p後加高斯符號與不加高斯符號會差
2
1
，餘 0的那一個，除以 p後加高

斯符號與不加高斯符號並不會有差別) 
 
這個式子對我們來說是很重要的，因為它可以幫助我們化簡部份這堆帶有高斯符號的式

子，每 p個可以分別化簡開來，因此只要處理剩下的少數項即可。 
 
例題：求以 1元、3元及 5元，支付 1000元的方法數。 
 
解：令 an 為以 1元、3元及 5元，來支付 n元的方法數且 a0=1。 

依照上述的方析方式，可以先求出 t=[
5

1000 ] (疊代次數)及 r =0， 

因此 a1000=a0+200+∑  
=

−199

0
][

k p
kqn

而∑ =[
=

−199

0
][

k p
kqn

3
1000 ]+[

3
995 ]+[

3
990 ]+[

3
985 ]+⋯+[

3
10 ]+[

3
5 ]+[

3
0 ]   (200項，分成 67組) 

=
3

1000 +
3

995 +
3

990 +
3

985 +⋯+
3

10 +
3
5 +

3
0 -67 =33433 

 (沒有高斯符號的運算比有高斯符號的運算，每組會多算 1，因此減去 67) 

因此 a1000=1+200+33433=33634 
註：本題的數字雖然大，但運用以上的觀點來處理問題，結果並不會太難。
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伍、研究結果與結論 

本研究的主要結果有：  

(1).利用 1元及 p元來支付 n元的方法數 an=[ 。 1]
p
n

+
 
(2).p,q為兩個互質整數，利用 p元及 q元來支付 n元的方法數 an 和 n除以 pq的餘數 r有關，

若 r∈P(可行集合)，則 an＝[ +1； ]
pq
n

若 r∈NP(不可行集合)，則 an＝[ 。 (可行集合的求法，請參考本文 p.3-7的討論) ]
pq
n

 
(3). p,q的最大公因數為 d(≠1)，且 p= p1d，q=q1d，(p1, q1)=1，則利用 p元及 q元來支付 n元
時，n必須為 d的倍數。若 n為 d的 k倍時(k為整數)，則方法數 an 和 k除以 p1q1的餘數 r

有關，若 r∈可行集合 P(p1,q1)則 an=[ ]+1，若 r∈NP(p1,q1)則 an=[ ]+1 
11qp

k

11qp
k

n

 (可行集合 P(p1,q1)的定義，請參考本文 p.8。) 
 
(4).以 1元、p元及 kp元(k,p為正整數)，支付 n元的方法數 an=an0 (an0為小於 n且最接近 n之
p的倍數)。若 n0除以 kp得商為 t，餘數為 r，r再除以 p得商為 b，則以 1元、p元及 kp元而
支付 元時的方法數 an和 t, k, p, b及 abp有關： 

an＝an0＝atkp+bp＝abp+t ( )=  )
2

1()1( tkbt ++×+))1b(k
2

1t( ++×
+

∑
−

=

−1t

0k
]

p
kqn[  (5).以 1元、p元及 q元(p,q為互質正整數)，支付 n元的方法數 an為：ar+ t +

其中 n除以 q的商數為 t, 餘數為 r。 
 

 

陸、討論 

一、重新思考遞迴的意義與樹形圖的關係 
在本研究中，我們以遞迴關係來處理組合方法數的問題。例如在之前，我們討論以 1,p

及 q元支付 n元的方法數問題中，常看到這類的遞迴關係式： 

an= an-q+[ ]+1 
p
n

這個式子中有兩個部份，一個是 an-q，這部份的意義是「至少有一個 q元的方法數」，因

為只要再提供一個 q 元銅板，就可以把每一種「以 1,p 及 q 元支付 n-q 元的方式」挪到「以

1,p及 q元支付 n元的方法數」中，而另一個是[ ]+1，這部份的意義是「僅利用 p元來支付

n 元的方法數」，也就是「完全不用 q 元來支付 n 元的方法數」，很顯然地，這兩部份是互斥

的集合。在樹形圖的表達上，相當於求出兩個獨立分支的方法數。 

p
n

繼續將遞迴關係推導下來，我們看到以下式子，發現其每一組括號中，均對應每一個分
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支的方法數，因此本題應該可以畫出[ +1=t +1個獨立分支，也就是下式中以括號所標示的

t+1個組。 

]
q
n

 
 

僅用(t-1)個 q元支付
 

an=  )1
p

q)1t(n( +






 −−...)1
p

qn()1
p
n( +++







 −
++








+ar 

只用p元支付

用最大量的 q元支付
僅用一個 q元支付

 
 

二、幾個方法上的比較 
這幾天老師突然丟了一個問題給大家：「希望能求出以台灣現行的五種銅幣－1元、5元、

10元、20元及 50元支付 100元的方法數。」這個問題，讓我們順便統整一下，目前所知道
的方法，目前我們知道的方法，大致有三個：一、利用樹形圖或表格的方式將可能一一列出；

二、用生成函數來處理；三、利用本研究所介紹之遞迴關係來處理。 
 
利用樹形圖或表格來討論，是以窮舉的方式，有系統地列出所有可能，需要花費許多篇

幅與時間，有時候分類的系統沒有弄好，可能會造成遺漏或重複的情況發生。 
 
而利用生成函數來求方法數，必需考慮 f(x)=(1+x+x2+… x100+…)(1+x5+x10… x100+…) 

(1+x10+ x20… x100+…)(1+x20+x40+… x100+…)(1+x50+x100+…)展開之後 x100的係數。 

而 f(x)可以繼續化簡成：f(x)= 







−








−








−




− 5020105 1
1

1
1

1
1

1
1

xxxx

)( )









 −1
1

x

  

=
( )( )( )( 50x−20105 11111

1
xxxx −−−−

 

而這個式子的分有 32項，我們不禁害怕起來，真的要這樣做下去嗎?? 
 
後來我們利用本研究中所提到的遞迴關係式來處理本題，發現效果不錯： 

 
令 an為以 1,5,10,20及 50元支付 n元的方法數。則： 

 
              ( )元支付的方法數元以 20.10.51.10050100 += aa

這樣就可以化減為

4種錢幣支付 n元

+) ( )元支付的方法數元以 20.10.5.150050 += aa  
( ) ( )元支付的方法數元以元支付的方法數元以 20.10.51.5020.10.51.1000100 ++= aa   

 
如此可以把此題換成 2個小題目：以 1,5,10,20元來求支付 50元及 100元的方法數。而

且我們也可以從中了解，透過一次遞迴的運作，可以將錢幣的種類減少一個。 
 
接著，我們會如法泡製，再透過一次遞迴的運作，將錢幣的種類再減少一個。 
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令 bn為以 1,5,10及 20元支付 n元的方法數。則： 

 ( )支付的方法數元以 10.51.10080100 += bb  
                 ( )支付的方法數元以 10.51.806080 += bb  
          M

                +) ( )支付的方法數元以 10.51.20020 += bb  
        ( ) )1.5.10(20...10.51.1000100 支付的方法數元以支付的方法數元以 +++= bb  
 

 
( )支付的方法數元以 10.51.503050 += bb  

+) ( )支付的方法數元以 10.51.301030 += bb  
            ( )支付的方法數元以 10.51.501050 += bb ( )支付的方法數元以 10.51.30+  

 
令 cn為以 1,5及 10元支付 n元的方法數。再配合本研究的結果，可以上兩式化簡成：  

a100= a0+ b0+ b10+c100+c80+c60+c40+c20+c50+c30 
=1+1+4+121+81+49+25+9+36+16=343                (p.13的結果) 

 
這樣做，並沒有特別困難。從這個例子可以看出來本研究的一點小小的優點，就是透

過數次遞迴關係的運算，將錢幣的種類逐步減少。再者，透過遞迴關係的運算，可將”數
字大”的方法數化約成幾個數字很小的方法數(起始條件)，如上例中的a0, b0, b10, c 0等值。因

此以遞迴的方式解決這類問題，應該是比較容易理解且具效率的方法。 

 
三、對尚未完成部份的簡報 

本研究在最近才有明顯的突破，自覺得還有很多要改進的地方，以下是三個可以努力的

方向： 
(a).以 1元、p元及 q元付款，p,q∈N且 (p , q)＝d , d ≠ 1 
(b).以 p元、q元及 r元付款，p,q, r是兩兩互質的質數。 
(c).嘗試增加付款貨幣的樣式，讓問題變得更精彩。 

 
在增加付款貨幣樣式方面的努力上，我們已經嘗試了許多例子，掌握了一些規則與可能

的猜測，不過在一般式的化簡與証明上，尚待突破。以下提供兩個我們正在思考與嘗試的特

例，希望讓評審先生能了解我們正在努力的過程。 

 
例題：求以 3元、5元及 7元，來支付 105元的方法數。(兩兩互質的情況) 

解：令 an為以 3元、5元及 7元支付 n元的方法數；bn為以 3元及 5元支付 n元的方法數。 

則 a105= b105+ b98+b91+b84+b77+⋯+b21+b14+ b7+b0 (共有 16項) 

    於是我們將問題簡化：將三種貨幣化簡成兩種貨幣，新的問題在於如何整理這些問題的
答案，讓答案的呈現更有系統或具規律性。透過表格，能夠更清楚 bn中每一項如何求得： 
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n 被 15除餘數 r r∈P(3,5)或 NP(3,5) bn 說明 

105 0 P [ 15
105 ]+1

98     8 P [ 15
98 ]+1 

91 1 NP [ 15
91 ] 

84 9 P [ 15
84 ]+1 

77 2 NP [ 15
77 ] 

70 10 P [ 15
70 ]+1 

63 3 P [ 15
63 ]+1 

56 11 P [ 15
56 ]+1 

49 4 NP [ 15
49 ] 

42 12 P [ 15
42 ]+1 

35 5 P [ 15
35 ]+1 

28 13 P [ 15
28 ]+1 

21 6 P [ 15
21 ]+1 

14 14 P [ 15
14 ]+1 

7 7 NP [ 15
7 ] 

(1).一共加上 11 個 1，而 11 正

好是 P(3,5)的元素個數。 

(2).這 15個餘數皆不同，可以找

出 7 對，使得和為 15。而

[ 15
K ]+[ 15

K-15 ]= 15
K + 15

K-15 -1，因此每

一對都會少算 1。15 個數相加

會少算 7。而去掉高斯符號之

後，計算比較方便。 

(3).n 呈等差，和可以用「中間

項」×「項數」來處理結果會更

方便。 

 

a105= b105+ b98+b91+b84+b77+⋯+b21+b14+ b7+b0 

=[ 15
105 ]+[ 15

98 ]+[ 15
91 ]+[ 15

84 ]+[ 15
77 ]+[ 15

70 ]+[ 15
63 ]+[ 15

56 ]+[ 15
49 ]+[ 15

42 ]+[ 15
35 ]+[ 15

28 ]+[ 15
21 ]+[ 15

14 ]+[ 15
7 ]+11+b0 

= 15
105 + 15

98 + 15
91 + 15

84 + 15
77 + 15

70 + 15
63 + 15

56 + 15
49 + 15

42 + 15
35 + 15

28 + 15
21 + 15

14 + 15
7 -7+11+b0 

=56-7+11+1=61 (56是 105和 7的中間項) 

故以 3元、5元及 7元，來支付 105元有 61種不同的方法。 

 
例題：求以 1元、5元、15元及 50元支付 n=150p元的方法數。 

(將付款貨弊的種類增加，為化簡方便，僅限於特殊的 n值) 

解：令 an為以 1元、5元、15元及 50元支付 n元的方法數；bn為以 1元、5元及 15元支付

n元的方法數；而本題的 k=
5

15 =3。 

則  a150k=b0+ b50+ b100+ b150+… +b150k   (共有 3p+1項) 

發現每隔三項的”關係”較具規律性，因此，每隔三項一起處理，結果會比較簡單。 

=b0+ (b50+ b200+…+b150k-100) + (b100+ b250+… +b150k-50) + (b150+ b300+ b450+… +b150k) 
     第一群                      第二群                 第三群 

而每一群的第 m個數都能以通式表示(m=1,2,3,4,…p)，僅在參數 t,b的選擇上有所不同，

這三群的通式為：(10(m-1)+t+1)×(b+1+
2

))1(10( ktm +− ) 

參數 t,b的選擇如下表所示： 
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 第一群 第二群 第三群 

t [ 15
50 ]=3 [ 15

100 ]=6 [ 15
150 ]=10 

b [ 5
5 ]=1 [ 5

10 ]=2 [ 15
0 ]=0 

而每一群的和為： 

∑
−

=

+
++++

1

0 2
101110

p ktmbtm ))()((  
m
 

= )))(())((( ttptpppk
++−++

−−
⋅ 21125

6
121100

2
+p(b+1)(t+5p-4) 

 

以若 n=600元為例，此時的 p=4 (即 150元的 4倍)，將 p=4與 b,t,k等參數代入上式中，

可得第一群的和為 2954，第二群的和為 3786，第三群的和為 4754，因此，以 1元、5元、15

元及 50元支付 600元的方法數共有 1+2954+3786+4754=11495種之多。 

 
四、與文獻之比較 

在研究過程中，我們曾進行文獻探討，發現第二十三屆的科展由新竹中學許曉凱、馬健

湘、鍾明峻等人的作品－『自然係數不等式 ax+by+cz ≤ n 的非負整數解』（高中組第一名），

與我們討論的問題極為類似，但該作品所使用的工具，對於我們來說，卻是很陌生的，經詢

問老師後發現該作品所使用的概念與技巧和『生成函數』(generating function)有關，但這卻是

高中教材所未提及的部分，因此我們打算以現有高中所學的知識，來進行探討。 

 

該科展討論的主題，和我們所討論的問題的確有大部份是相同，可以視為本研究中，四

種相異貨幣付款方式的推廣，就我們所知：『求滿足 ax+by+cz ≤ n 非負整數解(a,b,c)個數』和

求『k+ax+by+cz=n』的非負整數解(a,b,c,k)個數是等價的問題，而用我們的觀點來說，

『k+ax+by+cz=n 的非負整數解個數』即等於『使用 1 元、a 元、b 元及 c 元等四種相異錢幣

支付 n元的方法數』(a,b,c均不為 1)。 

 

但如果當 a,b,c有一個為 1時，如「x+2y+3z≦10」，該研究的結論，便無法直接應用至本

問題的推廣上。因為將「x+2y+3z≦10」轉換成「x+2y+3z+k=0」時，會得到 x與 k之係數皆

為 1 的現象，這使得在應用上，我們無法自圓其說何以出現「兩個不同的一元」這件事，因

此無法將此結果直接應用於三種錢幣的支付問題上。再者，如果錢幣種類再增加，則該研究

中所述及的解法便無法繼續使用及推廣。這兩個小小的缺憾，反而讓本研究有稍微伸展的空

間，我們有更進一步拓展與延伸的必要。 

 

隨著時空的變遷，教材上也有所差異。二十年前，這件作品所探討的範圍可能是屬於教

科書上的習題部分，但二十年後，相同的東西，或許已經改編在補充教材裡了，不得不令我

們強迫自己去接觸更多更廣的資料，希望從中獲得教科書上不足的缺憾。因此，當看到這個

科展作品時，我們內心實是一則以喜，一則以憂。喜的是發覺我們的研究問題頗有深度(不然
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不會得到全國第一)，似乎是該作品再加以推廣，感覺十分具有挑戰性，真是英雄所見略同啊！

而憂的是該件科展作品獲得如此高的評價，如何超越或是補齊缺漏部分是個令人頭痛的問

題。我們是在這種複雜的心情下逐步前行的，而我們也希望能夠站在巨人的肩膀上，看得更

遠，完成前人之未完成的部份並且開創新的思考觀點。 
 

柒、參考資料 

 
1.高中數學課本南一版第一冊第三章數學歸納法。 
2.高中數學課本南一版第四冊第二章排列組合。 
3.第二十三屆科展高中組數學科第一名作品《自然係數不等式 ax+by+cz ≤ n的非負整數
解》，新竹中學許曉凱、馬健湘、鍾明峻。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 20



評語 
優點：標題取得好！頗具鄉土特色。 
改進：1.NP-符號很容易誤導其他不相關的概念，應該改正。 

2.語氣可更活潑，呈現出學生固有的新鮮好奇感。 
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