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摘要 
參考書上的一題：「質量 M 之光滑半球碗以等速度在光滑水平面上運動，今將一質

量 m 的小球輕放於碗底，試求小球第一次滑回碗底時，碗與小球之速度各為何？」其

解答過程，視球在碗內為純滑動（因無摩擦力）。今把問題複雜化，設球與碗面間有靜

摩擦力，致使球作純滾動時，則所求答案應如何改變？我們先引用高二物理課程中所學

過的：靜摩擦、相對運動、力學能守恆、動量守恆、迎面彈性碰撞、圓弧面的純滾動及

轉動力學等原理來推演公式，再設計實驗以驗證所推得的公式，最後並試做實驗誤差的

分析與討論。 

 

壹、研究動機 
曾經做過一變相彈性碰撞 (見附件一)的講義題型，為了方便實驗操作起見，將原題

改成如下：「一質量 M 的碗，內壁為光滑，原靜止於光滑無摩擦水平面上。今有一質量

為 m 的小球，以V 之速度，由碗底開始向上滑行，則小球再滑回碗底時之球速與碗速各

為何？」。其解法為： 

0

  

(a)

圖一所示

的速度向右運

故水平方向動

況下又假設小

     ，則可列出下

 

(b) 
 
(c)
                                                    

圖一 球與碗完成一次迎面彈性碰撞的過程 

 

為球與碗之系統完成一次迎面彈性碰撞的過程，途中系統質心恆以 0mV
M m+

動，h 則為球在碗內可達到的最大高度。由於系統受外界水平淨力為零，

量守恆，且由於所有接觸面為光滑無摩擦，故此系統力學能守恆，在此情

球為純滑動（不考慮球的轉動）  

式 

0 1 1 2mV mV MU mV MU2= + = +                        （1） 
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   可解得        2 0
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比較（3）與迎面彈性碰撞(Elastic Collision)的公式解  
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由(6)之結果，與(3)式相互比較，發現此為迎面彈性碰撞的一個特例！一般的經驗

上，我們並不容易將此狀況與迎面彈性碰撞聯想在一起，由於彈性碰撞最常見的模型是

利用彈力或電磁力作為碰撞期間物體之交互作用力，使碰撞期間系統減少的總動能，以

彈力或電磁力位能的型式儲存，而上題則以重力位能的型式儲存所減少的總動能。這引

起我們高度的好奇心。 

在真實的環境中，如果要研究這個問題，則需檢討上題所設定的兩個狀況： 

一、 碗與水平面間可能會有摩擦力。（使用氣墊軌道即可解決） 

二、 小球與碗間必有摩擦，使小球在碗內運動是滾動而非滑動。 

於是，我們想引入靜摩擦、相對運動、力學能守恆、動量守恆、迎面彈性碰撞、

圓弧面的純滾動及轉動力學等觀念，來重新深入探討這個變相的彈性碰撞問題。學以致

用，我們樂於做個小嘗試。 

 

貳、研究目的 
一、 圓弧面與水平面上的純滾動公式是否相同？ 

二、 小圓柱與在移動中的碗面上做純滾動的條件為何？ 

三、 如何測量小圓柱與碗面間的最大靜摩擦力 fs 與靜摩擦係數 sµ ？ 

四、 由相關理論，推演小圓柱與碗完成一次迎面彈性碰撞的公式。 

五、 設計實驗來測量相關數值，以驗證所推演公式的正確性。 

六、 探討影響實驗誤差的因素。 
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參、理論探討 

一、 圓弧面上的純滾動公式： 

如圖二，假設半徑為 r 之小圓柱在半徑為 R 之球殼

內純滾動，在一段極短之時間內，小圓柱之質心位置由

O 到 O’，其對大球殼球心 C 的角位移為θ，

P

而小圓柱上

與大球殼的接觸點 P 已轉到 P”的位置，圓柱與球殼的

接觸點對小圓柱圓心所轉的角度 a OS ′′′∠= ，而實際上

在此過程中，P 點對小圓柱僅自轉 f PP O ′′′′∠= 。由圖二

可知：  

θα −=′′′′∠ POP圖二 

 

           (7) θαφ −=

□ ( )'oo R r q= -Q       (8) 

則   
□( ) ( )0'd doo V R r

dt dt
q

= = -                          (9) 

由於小圓柱在球殼上純滾動，所以 

□PS R rq a= =                           (10) 

由(10)可解得
R
r

a = q ，將其代回(7)則 

( )R r
r

f
-

= q                            (11) 

由於小圓柱的轉動角速度  
d
dt
f

w =                                      (12) 

由(11)、(12)可得  
( )R r d
r dt

q
w

-
=  或 

( )
d r
dt R r
q

w=
-

                      (13) 

由(9)、(13)可導證出小圓柱之質心速度 0V rω=                            (14) 

 

二、小圓柱在移動的碗面上做純滾動條件的推演過程： 

以下假設 

M：碗質量  

N：小圓柱與碗間的正向力 

A：碗對地的加速度，由圖四可知，其方向為向右 

I：小圓柱對軸心的轉動慣量，其值等於 21
2
mr  
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圖三 小圓柱的受力圖



m：小圓柱質量  

f：小圓柱與碗間的靜摩擦力 

fs：小圓柱與碗間的最大靜摩擦力 

a：小圓柱對碗的加速度 

θ：小圓柱所在碗上接觸點的切平面斜角 

  

見圖三，以碗為參考座標系，小圓柱應受到向左的假力 mA 的作用。小圓柱在垂直

碗面方向受合力為 0 ，即 

0cossin =−+ θθ mgNmA                      （15）  

由運動定律，小圓柱在平行碗面方向有加速度 

mafmgmA =−+ θθ sincos   （16） 

小圓柱純滾動的條件 

αra =               (17） 

由轉動定律，小圓柱有角加速度 

ατ 2

2
1 mrfr ==          （18） 

圖四 碗的受力圖
上式中 21

2
mr 為小圓柱的轉動慣量 I 

見圖四，由運動定律，碗在平行地面方向有加速度 

MAfN =− θθ cossin                             （19) 

將（17）代入（18）得         maf
2
1

=                                   （20) 

由（15）得                θθ sincos mAmgN −=                         （21) 

將（20）、（21）分別代入（16）、（19）可得到下列二式 

3 cos sin
2
ma mA mgθ θ= +                       （22) 

( ) MAmamAmg =−− θθθθ cos
2
1sinsincos                （23) 

由（23）可得      ( )AMmmgma +−= θθθθ 2sinsincoscos
2
1

             （24） 

由（22）除以（24）可得 

( )AMmmg
mgmA

+−
+

=
θθθ
θθ

θ 2sinsincos
sincos

cos
3

                （25) 

由（25）可得 

mmM
mgA

++
=

θ
θθ

2sin23
cossin2

                      （26) 

將（26）代入（22） 

( )
mmM

gmMa
++

+
=

θ
θ

2sin23
sin2

                      （27) 

將（26）代入（15） 
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2

2 sin cosN cos sin
3 2 sin
mgmg m

M m m
θ θθ θ

θ
= −

+ +
 

 
2 2

2

3 2 sin 2 sincos
3 2 sin

M m m mmg
M m m

θ θθ
θ

+ + −
=

+ +
 

2

3 cos
3 2 sin

M mN m
M m m

g θ
θ

+ ∴ =  + + 
                       （28) 

將（27）代入（20） 

2 2

1 (2 sin )( ) ( ) sin
2 3 2 sin 3 2 sin

M m M mf m g mg
M m m M m m

θ θ
θ θ

+ +
= =

+ + + +
    （29) 

為滿足純滾動的條件，f 須為靜摩擦（接觸點瞬時相對速度為 0）故 Nff ss µ=< ，

將(28)、(29)式代入上式可得 

2 2

3sin cos
3 2sin 3 2 sins

M m M mmg mg
M m M m m

θ µ θ
θ θ

+ +  <  + + + +  




 

tan
3s
M m
M m

µ θ+ >  + 
                         （30) 

 

1 3tan s
M m
M m

θ µ− + <  + 
                         （31) 

 

三、最大靜摩擦 fs 與靜摩擦係數 sµ 的測量原理：  

見圖五，有兩片壓克力板 A 與 B，其內側貼

上砂紙（120K）。此二片中央的水平方向有兩個小

孔，其間距離為 2.8cm。先將較大的 A 片用滴定夾

固定之，再以細線穿過兩個小孔，把此二片壓克力

板夾住，細線另端則接一彈簧秤。然後進行以下步

驟： 

（一） 把重量為 m 的小圓柱塞入上述二板中間，

並拉緊彈簧秤，小圓柱被夾住而不能動。 

（二） 緩慢放鬆彈簧秤，直至小圓柱開始下滑，

記錄此時彈簧秤的讀數 N，而此時小圓柱與兩

板面間的摩擦力為最大靜摩擦 sf 。 

 

 見圖六，由靜力平衡的原理可知 

                 （32） 2 sf m=
又                  （33） 

sµ圖五 測量 的裝置

s sf Nµ=
由(32)、(33)式可得 

                  （34） 
2s
m
N

µ = 圖六 小圓柱的受力圖
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四、碰撞公式的推演 

(一) 滾下的小圓柱獲得初速V ： 0

圖七 滾下的小圓柱獲得初速V0

     如圖七，假設以小圓柱取代小球，

並使其在碗內的滾動方式為純滾動，且整

個系統係置放在氣墊軌道上。設m表示

小圓柱質量、V 表示小圓柱質心速度、I
表示小圓柱轉動慣量、ω 表示小圓柱角速

度、M 表示碗的質量、U 表示碗的速度，

公式推導如下： 

如圖七，在系統左端置一擋板，使小圓柱在落下的過程中，碗保持靜止。

當小圓柱第一次滾到最低點時獲得初速V ，小圓柱所滾落的高度為 h，由力

學能守恆列出下式：   

0

2
0

2
0 2

1
2
1 ωImVmgh +=                      （35) 

由純滾動之公式 

00 ωrV =                            （36) 

由於小圓柱之轉動慣量 I 可表為 

2

2
1 mrI =                         （37) 

綜合(35)到(37)式之結果可得 

0 2
3
ghV =                        （38) 

詳細過程可參考拾壹、附錄一。 

     

(二)小圓柱與碗完成一次迎面彈性碰撞的速度公式： 

自小圓柱第一次滾到最低點起，碗就開始向右運動，也就是碰撞作用的

開始，見圖一所示。今以V 與U 分別表示小圓柱與碗在小圓柱第二次通過

最低點時之速度，也就是碰撞作用的結束。則根據力學能守恆、相對運動、

圓弧面的純滾動及動量守恆可列出下面幾個式子： 

2 2

2
2

2
2

2
2 2

1
2
1

2
1 ωIMUmVmgh ++=                    （39) 

 

2 2V U r 2ω− =                           （40) 

 

  mV0 2mV MU2= +                         （41) 

  綜合（39）到（41）式及（37）式，可以解出小圓柱與碗經過一次迎面彈

性碰撞後的碗之速度U 及小圓柱之速度V 如下： 2 2

  2
2m
m M

=
+ 0VU        式中 0 2

3
gh

=V          （44) 
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  2
m M
m M 0VV −

=
+

                              （45) 

詳細過程可參考拾壹、附錄二。 

 

    

肆、實驗設計 
為了符合上面公式推導中所假設之狀況，以及顧及實驗的準確性，圖八所示為我們所

設計之實驗裝置圖，以下分別就裝置圖中各部份進行細項的探討： 

 

一、使碗與接觸面間無摩擦－在排除由碗與接觸面間摩擦力的問題，將採用氣墊軌

道。但由於氣墊軌道有載重的問題，故小圓柱與碗之總重不可超過氣墊軌道送

風機之負荷。 

二、“球“的選擇—一開始曾經想用小正立方體使其純滑動，但如此一來摩擦力必

會做功，而使系統之力學能損失。後來考慮使用球體進行實驗，由於球體無法

避免滾動，只要球對碗之運動形式為純滾動，其接觸點對碗之瞬時相對速度即

為零，故摩擦力不做功。但由於球體滾動時方向不甚固定，所以最後決定採用

小圓柱以達到較理想的效果。 

三、碗底與碗的形狀－因欲使用光電計時器測量碗的速度，而計時器中二光電管間

的距離約為 6.6cm，故須將碗設計成寬度為 2.4cm 的圓弧形軌道，使碗能順利通

過二光電管間的空隙。為了使小圓柱能作純滾動，須在圓軌道上貼上砂紙，以

增大靜摩擦係數 sµ 。小圓柱在軌道上任何位置時，都須滿足肆、理論探討二、

中純滾動的條件，才不會發生滑動現象。其條件如下式： 

 

θµ tan
3 mM

mM
s +

+
>       (其中θ 為軌道上該點的切平面斜角) （30） 

 

四、使小圓柱由靜止而穩定滾下－為使小圓柱由一特定高度靜止而滾下且使其盡可

能不受人為因素影響，故採用電磁鐵當作小圓柱滾落的開關，當其通電時，會

使小圓柱被吸住且停留在欲滾下之位置，當切斷電源時小圓柱即開始自由滾下。 
五、碗速在小球第一次落下期間為零—欲使小圓柱第一次滾到最低點前，阻止碗向

左運動，僅需以擋板緊靠在碗的左邊即可。 

六、圓柱第一次滾至最低點時速度V 之測定—以一組光電計時器 A 置於碗底的側邊

且對準小圓柱質心即可測得，如圖八所示。 

0

七、碗對地速度之測定—使用 V8 記錄小圓柱第二次滾到最低點時碗上標記板的位

置，將光電閘擺在其處。光電閘由三組光電計時器 B 綁在一起，當小圓柱第二

次滾到最低位置時的碗速 是碗運動全程中的最大速度，所以碗上標記板通

過光電閘的時間應最小，調整光電閘組的位置，當中央光電閘記錄到的時間小

於兩側光電閘所記錄到的時間，則採用中央光電閘的數據，可算得U 。 

2u

2
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圖八 實驗裝置圖 

 伍、實驗過程  

一、實驗器材： 

（一）氣墊軌道含送風機(風速可變)  

（二）電磁鐵(包含直流電源供應器、軟鐵心、漆包線及鱷魚夾連接線) 

（三）鐵製圓柱體，規格如下： 

表一 各種小圓柱的質量 

半徑 r(cm) 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 

質量 m(g) 49.3 59.2 70.2 82.6 96.1 

 

（四）圓弧面軌道(碗)：透明壓克力板製成。其質量 M=137.2g 

（五）光電計時器四架（分成 A 與 B 組，分別用於測小圓柱與碗的速度） 

（六）滴定夾(4 組) 

（七）砂紙(120k) 

（八）擋板 

（九）標記板(寬 x=1.42cm) 

（十）V8 

（十一）彈簧秤、壓克力板 A（12×10cm）、壓克力板 B（5×3cm） 

二、實驗步驟： 

（一）前置實驗： 

利用圖五之裝置，測量小圓柱與碗面間之最大靜摩擦力 sf ，再利用(34)

式計算靜摩擦係數 sµ ；最後利用(31)式計算小圓柱在碗面間做純滾動時，碗
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面之最大斜角 1 3tanm s
M m
M m

θ µ− + =  + 
。 

（二）主要實驗： 

1.首先確認氣墊軌道是否水平？送風機之風速足夠把系統浮起嗎？  

(1)固定待測小圓柱於碗中央，給系統一初速，觀察其是否保持等速。 

(2)如果不能等速，可試著調整風速或軌道之傾斜度，直到系統運動保持等

速為止。 

2. 用電磁鐵吸住小圓柱，用滴定夾調整高度將小圓柱固定於預定高度的碗面

上，並令碗之一側接觸擋板，使其保持穩定平衡。 

3. 切斷電源供應器開關，小圓柱即開始滾下，此時應注意運動中的小圓柱不

可碰觸到軌道上的兩側。當第一次滾到最低點系統開始向右走，且系統質

心恆以 0mV
M m+

的速度向右運動。 

4. 重複試驗三次，看系統是否如預期中走到軌道盡頭，若無則須再重複步驟

1 及 2，並注意風速是否適當，剛開始時碗與擋板的接觸是否緊密，且注

意小圓柱滾下時不可碰觸到兩側，務使達到預期效果。 

5. 調整光電計時器(A)之高度，使二光電管連線對在小圓柱中心線上，以確定

所測得的是小圓柱質心通過計時器 A 的時間 。 At

6. 設小圓柱的直徑為 2r，則  
At
rV 2

0 = 。                             （46) 

7. 先試驗數次，以 V8 拍攝運動的過程， 以估計當小圓柱第二次滾到碗底時，

碗上標記板在氣墊軌道上的位置，將光電計時器組 B 擺放此位置。試驗數

次並調整光電計時器組 B 的位置，直到中央光電閘測到最短時間 tB 為止。 

8. 設標記板寬 x，即得  
Bt
xU =2 。  （x=1.42cm）                      （47） 

 

 

陸、實驗數據 

一、 摩擦係數 sµ 與碗面最大斜角 mθ 之測量及計算結果： 

表二  sµ 與 mθ 的演算結果 

m(gw) N(gw) 
2s
m
N

µ =  1 3tanm s
M m
M m

θ µ− + =  + 
 

49.3 29.9 0.825 64o 

96.1 57.9 0.833 61o 

M=137.2g           sµ 之平均值﹦0.83 

 

例如：         
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1 13 137.2 49.3tan 0.83 tan 2.05 64
137.2 49.3mθ

− −× + = × = + 
= °  

       1 13 137.2 96.1tan 0.83 tan 1.81 61
137.2 96.1

− −× +  = + 
mθ = × = °

0 2

 

 

二、V 、U 之理論值演算： 

由（38）式，小圓柱第一次到最低點時速度之理論值可利用下式計算之。 

0 2
3
ghV =  

由（44）式，小圓柱第二次到最低點時碗速之理論值可利用下式計算之。 

02
2 V
Mm
mU
+

=  

 

計算結果如表三所示 

表三  與U 的理論值 0V 2

r=1.00(cm) r=1.10(cm) r=1.20(cm) r=1.30(cm) r=1.40(cm) h 

(cm) 
0V  2U  0V  2U  0V  2U  0V  2U  0V  2U  

5.75 85.66 45.22 85.56 51.50 85.46 57.77 85.36 64.07 85.25 70.14

5.42 83.11 43.87 83.00 49.96 82.90 56.04 82.79 62.14 82.69 68.03

5.20 81.36 42.95 81.25 48.91 81.15 54.85 81.04 60.82 80.93 66.59

4.99 79.66 42.05 79.55 47.88 79.44 53.70 79.33 59.54 79.22 65.18

4.67 76.99 40.64 76.87 46.27 76.76 51.89 76.65 57.53 76.53 62.97

4.40 74.66 39.41 74.54 44.87 74.43 50.31 74.31 55.77 74.19 61.04

4.08 71.81 37.90 71.68 43.15 71.56 48.37 71.44 53.62 71.32 58.68

三、V 、U 之測量值與誤差百分率之演算： 0 2

（一）由(46)式與(47)式相關的測量值可利用下式計算之  0
2

A

rV
t

= ， 2
B

xU
t

= 。 

（二）V 表示V 的誤差百分率即  %0 0
0 0

0
0

( (%
(

V VV
V

=
測量值）— 理論值）

理論值）
 

%2U 表示U 的誤差百分率即 2
2 2

2
2

( (%
(

U UU
U

=
測量值）— 理論值）

理論值）
 

  計算結果如表四所示 
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表四  、U 之測量值與誤差百分率 0V 2

r(cm) h(cm) At (s) 0V ( cm )/ s Bt (s) 2U ( cm )/ s %0V  %2U  

5.75 0.023 86.3 0.032 44.4 0.7 -1.8 

5.20 0.024 81.8 0.034 42.3 0.5 -1.6 

 

1.00 

   

＊ 4.67 0.026 77.3 0.035 40.5 0.4 -0.4 

5.75 0.025 86.4 0.028 50.4 1.0 -2.2 

5.20 0.027 82.1 0.030 48.0 1.0 -1.9 1.10 

4.67 0.029 77.1 0.031 46.0 0.4 -0.6 

5.75 0.028 86.7 0.025 56.4 1.4 -2.4 

5.20 0.029 82.2 0.027 53.6 1.3 -2.3 1.20 

4.67 0.031 77.2 0.028 51.1 0.5 -1.5 

5.75 0.030 87.0 0.023 61.9 1.9 -3.4 

5.20 0.032 82.3 0.024 59.2 1.6 -2.6 1.30 

4.67 0.034 77.2 0.025 56.2 0.7 -2.3 

5.75 0.032 87.5 0.021 67.6 2.7 -3.6 

5.20 0.034 82.3 0.022 64.9 1.8 -2.6 1.40 

4.67 0.036 77.6 0.023 61.5 1.4 -2.4 

平均百分誤差 1.2 -2.1 

 

 

四、測量值的誤差百分率與高度 h 及小圓柱質量 m 的關係圖： 

     由表四的數據，可製成圖九至圖十二之關係圖： 
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圖九 V0之百分誤差與高度關係圖

  

圖十一 V0之百分誤差與小圓柱

質量關係圖 
 

 

柒、誤差分析及結論 

一、 誤差分析： 

(一) 由表四，知 的平均百分誤差僅為

但測量值為何都稍大於理論值？

下：這是因為光電計時器的光束沒有

質心的運動直線上，如圖十三所示，

測得的時間 t ，實為 s 的距離通過光

們以

0V

A

0
2

A

r
t

=V ，當然就會偏大。 

(二)在圖九、十中可見得V 與U 對同一0 2

越高百分誤差越大的趨勢；在圖十一

 12
圖十 U2之絕對百分誤差與高度關係圖

     圖

 

圖十二 U2之絕對百分誤差與小圓柱

質量關係圖 

1.2%，甚為理想。

其原因可說明如

正確對在小圓柱

故光電計時器所

束的時間，而我

質量的小圓柱，有高度  

、十二中可見得 與   0V

圖十三  光電計時

器Ａ的高度偏低了

圖十四  系統的 

 微小傾斜效應



2U 對同一高度的小圓柱，也有質量越大百分誤差越大的趨勢。這是因為小圓柱

滾到碗的右側時，系統重量與浮力造成的力偶矩，會使系統順時針方向傾斜，

見圖十四所示，致造成系統運動的微小不穩定。小圓柱的質量 m 愈大，在愈大

的高度 h 滾下時，會有較大的傾斜效應，致 

使測量值的百分誤差趨大。 

(三)小圓柱在碗中滾動時，有時會與軌道兩側輕微擦撞，  

而造 成力學能的損失。見圖十五所示，測量 時小圓柱    2U
在軌道中的路程(A-B-C-B)，大約是測量V 時小圓柱路程   0

(A-B)的三倍，小圓柱與碗壁擦撞的機率較高，故U 的誤   2

圖十五  小圓柱在

碗中滾動的路程 

差百分率(-2.1％)稍大於V 的誤差百分率(1.2％)，且由於能 0

量的損失，故U 之誤差百分率為負值。 2

二、結論： 

(一)由肆、理論探討一 知，小圓柱在圓弧面上或在水平面上作純滾動時，兩者的運

動公式完全是一樣的，即 

0V rω=                            (14) 

     其中V 為球心對地之速度， 為小圓柱之半徑，0 r ω 為小圓柱自轉的角速度。 

(二)由表二知，小圓柱與碗軌道間的靜摩擦係數 0.83sµ = ，小圓柱在軌道上作純滾動

時的最大斜角 °= 61mθ ，而我們所設計的碗軌道其最大斜角僅為 30°，故本實驗中的

小圓柱確作純滾動而絕不會發生滑動現象。 

(三)使用傳統的方法無法測量小圓柱與碗面間的最大靜摩擦力，因對小圓柱施力時，

它就滾動了。今使用圖五的裝置，即可順利測得 與sf sµ 了。 

(四)表四實驗數據中，打有＊記號者為最佳數據， 與U 的百分誤差絕對值皆為

，而其所有數據的平均誤差亦僅為1.2% 與

0V
2.1%

2

0.4% − ，可見公式(38)與(44)的理論值

與測量值極為吻合。 

(五)承(四)之結論，一方面表示，我們把問題深入化（把純滑動改為純滾動）後，所

推得的公式(38)與(44)為正確，另一方面表示，碗與小圓柱的運動關係可視為一種迎

面彈性碰撞。 

(六)影響本實驗測量值準確度的因素有： 

1. 置放光電計時器的位置正確否？ 

2. 小圓柱的質量不可太大，且小圓柱的運動範圍不可離碗底較遠（即 h 較大），

這會造成系統的不穩定。 

3. 小圓柱在碗中滾動時不可碰撞到碗壁，致造成能量的損失。 

 

捌、展望 
在伍、實驗設計七中，雖然將三個光電計時器緊密並列，但它們之間仍有約 1cm

的間隔，所以測量U 的位置能可能有些誤差。若能在碗上裝一調頻器，使發出單一頻

率的聲波，在碗運動延線方向置一測頻器，並記下全程的頻率變化。則可由都卜勒效應

2
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公式計算出全程的碗速。其中碗速的最大值即為U 。 2
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拾、附錄—理論公式的詳細推演過程 
一、 滾下的小圓柱獲得之初速V ： 0

  2
0

1 1
2 2
mV I 2

0mgh ω= +                                      （35) 

  00 ωr=V                                                （36) 

  2

2
1 mrI =                                               （37) 

由（36）、（37）代入（35）得 

2

2
022

0 2
1

2
1

2
1

r
VmrmVmgh 





+=  







 +=

2
11

2
1 2

0mV    

2
04

3Vgh =
 

     ⇒
3

20
ghV =                                           （38) 

二、小圓柱與碗完成一次迎面彈性碰撞的速度公式： 

  2
2

2
2

2
2 2

1
2
1

2
1 ωIMUmVmgh ++=                               （39) 

  222 ωrU =−V                                             （40) 

                                          （41) 220 MUmVmV +=

由(41)式得 

  202 U
m
MV −=V

   
                                          （42） 

將(42)代入(40)得 

  
r

U
m
mMV 20

2

+
−

=ω
   

                                    （43) 
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由（37）、（42）、（43）代入（39）得 

2

2 0 2
2 2

0 2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

M mV UM mmgh m V U MU mr
m r

+ −    = − + +     
     

 

 

( ) ( )2
2 2

2 0 0 2 2
2 2 2 2

0 0 2 2 22 2

2
1 2 1 1
2 2 4

M m M m
V VUM M m mm V VU U MU mr

m m r

2U
 + +

− +    = − + + +    
 
 

 

( ) ( )
42

1
2422

1 2
02

0
0

02

22
2
2

mVmVVmMMVU
m
mM

m
MMU ++



 +

−−+






 +
++=

     

 

將上式中之 mgh 移到等號右邊，並利用(38)式消去 h 可得 

( ) ( )




 +

−−+






 +
++=

2422
10 0

02

22
2
2

VMmMVU
m
Mm

m
MMU  

      在第一次碰撞期間，碗皆被加速行進，故 02 ≠U ， 

所以，       
( ) ( )





 +

−−+






 +
++=

2422
10 0

0

22

2
VMmMV

m
Mm

m
MMU  

  

 

       

( )

( )
( )
( )22

00
22

0
0

2 22
24

422
1

2
MmmMmM
VMmmmMV

m
Mm

m
MM

VMmMV
U

+++
++

=
+

++

+
+

=∴  

( )[ ]
( ) ( )

( )[ ]
( ) ( )[ ]MmMMm

MmMmV
MmMmM
MmMmV

+++
++

=
+++
++

=
2

22
2

22 0
2

0

 

       
Mm

mV
+

02
=

  
                                           （44) 

將(44)代入(42)可得 

Mm
MMmV

Mm
MV

Mm
mV

m
MVV

+
−+

=





+
−=

+
×−=

221
2

00
0

02
 

      0VMm
Mm

+
−

=
   

                                        （45） 
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評語 
    彈性碰撞牽涉動量、能量守恆，是物理重要基本概念的應用，作者以重力位能和動能的

交換，取代一般以彈力位能和動能間交換的彈性碰撞問題使學生能以不同的角度看類似的問

題，頗具創意。利用純滾動不耗散能量的原理來構思問題，顯示作者對相關問題有深入的了

解。另驗證實驗的實驗設計亦相當生動，並可獲得甚佳的實驗數據，是件好作品，少部份的

理論分析，似超出學生的能力範圍。 
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