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摘要 

一個有 3 個旋鈕，每個位置的號碼數分別是 a、b、c的密碼鎖，如果有兩個位置的數字

正確就能打開，最少需要猜多少次才能保證打開這個鎖。我們的研究，依照鎖三個位置的號

碼數分成：a＝b＝c＝n、a＝b＜c，a＝b＞c和 a＞b＞c四個部份。前兩部份的研究已經找到

最少次數開鎖的方法 ，後兩部份則是給了一個演算法可求出開鎖次數的上界。 

 

壹、研究動機 

有一次出國時，由於忘記行李箱上鎖的密碼，只好一個一個慢慢試，試了近一千次後終於打

開了。那時突發奇想：如果只要兩個位置對了就可打開的話，那就只要試一百次。回到學校

問老師有沒有更快的方法。老師說其實只要五十次就可以了。而且跟國中數學第四冊第一章，

二次函數的最大值和最小值有關。我們覺得很好奇，就決定對此問題作進一步研究。 

 

貳、研究目的 

一個有 3個旋鈕的密碼鎖各位置的號碼數分別是 a、b、c，如果有兩個位置的數字正

確就能打開，研究下面的問題  

 

一、 ＝b＝c＝10，如何 50次就能打開。 

二、 a＝b＝c＝n時，最少嘗試次數是多少，及如何在最少次可以打開。 

三、 a＝b＜c時，最少嘗試次數是多少，如何在最少次可以打開。 

四、 a＝b＞c時，最少嘗試次數是多少，如何在最少次可以打開。 

五、 a＞b＞c時，最少嘗試次數是多少，如何在最少次可以打開。 
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參、文獻探討 

1988年國際奧林匹克數學競賽，東德提供了一題預選題題目如下：一個保險櫃上的鎖由

三個旋鈕組成，每個旋鈕有 8 種不同的位置(號碼)。由於保險櫃構造上的缺點，三個旋鈕中

只要有兩個在正確位置時，櫃門即被打開。問至少嘗試多少次組合，才能保證門一定被打開(假

定不知道“正確的組合”)。一種試 32次可以打開的解為 (1,1,1), (1,2,4), (1,3,3), (1,4,2), (2,1,2), 

(2,2,1), (2,3,4), (2,4,3), (3,1,3), (3,2,2), (3,3,1), (3,4,4), (4,1,4), (4,2,3), (4,3,2), (4,4,1); (5,5,5), 

(5,6,8), (5,7,7), (5,8,6), (6,5,6), (6,6,5), (6,7,8), (6,8,7), (7,5,7), (7,6,6), (7,7,5), (7,8,8), (8,5,8), 

(8,6,7), (8,7,6), (8,8,5)。文章中並且證明如果只試 31次，無法保證必能打開。 

 

肆、研究器材 

正方體積木、方格紙、C++語言 

 

伍、符號定義 

一、 若有一個密碼鎖，所有三個旋鈕，每個位置的號碼分別為 1~a、1~b、1~c，a, b, 

c為正整數。我們用 a×b×c代表這一個鎖，則這個鎖所有可能號碼組合 L＝{ (x, y, z) | 

≦x≦a, 1≦y≦b, 1≦z≦c；x, y, z∈N }。也因為如此，這個鎖也可看成一個邊長分別

a, b, c之長方體被切割成 a b× × c個單位正方體，每一個單位正方體的座標為(x, y z)，

恰對應了一種密碼鎖可能的號碼，其中 1≦x≦a, 1≦y≦b, 1≦z≦c; x, y, z∈N，則

a×b×c也用來代表 L這個集合。 

二、 

三、 

當我們試了某個號碼，不失一般性的假設試的號碼為(1,1,1)，若原先的密碼為

(1,1,t)、(1, t,1) 或 (t,1,1)，都是可被打開的。從 L的幾何圖形來看，當成先把座標(1,1,1)

的正方體塗成黑格，再從(1,1,1)這個黑格往 X、Y、Z 三個方向各延伸出一條線段，

這三條線所覆蓋的正方體的座標恰是猜(1,1,1)可以打的開號碼。我們的目標就是找出

放若干個黑格，使得這些黑格及及延伸的直線可完全覆蓋大長方體。 

S是一個 a×b×c的子集合，S中每個元素所對應的正方體及其延伸的直線可完全

覆蓋 a×b×c的長方體，則說 S是我們要找的解。而我們只要試完 S裡面所有的號碼組
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合，也就是是試 | 次，就保證可開 a×b×c這個鎖。要求 a×b×c的最快開鎖，亦即求

最小的解集合。我們定義函數 f (a, b, c)＝min{ } 

|S

|| S

四、 除了用積木幫忙找解之外，我們也利用方格紙幫我們研究。找 a×b×c 的解是畫

出 c個 a×b的長方形共有 c層。此時的原則如下：若 a＝b，則畫 c個邊長 a的正方形；

若 a、b、c三數皆不相同，則取三者最小的為 c。此時的黑格改用「○」標記，「×」

則用來標記該格已經被某個黑格(「○」)所延伸的直線所覆蓋。但一個格子若是與某

一「○」同一層，而被水平的縱向或橫向延伸的直線覆蓋時，為了板面乾淨可讀，我

們通常不加以標記。 

 

陸、研究過程及結果 

我們的研究共分四個部份，第一個部份是先解決三個位置都相同，即 a＝b＝c＝n 的情

況；再研究 a＝b＜c的情況和 a＝b＞c的情況；最後探討三個位置數量皆不同的情況。 

一、 密碼鎖三個位置數字一樣的情況 (a＝b＝c＝n) 

定理 1. 
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(一) 解的構造 

1. 三叉體 

圖 1

在文獻中所給定的解可以分成兩部份，一部份的數字都是介於 1 到

4 之間，另一部份的數字都是介於 5 到 8 之間，把這兩部份的解及

其所覆蓋的部份來看，分別都是一個邊長為 4的三叉體。這裡所謂

邊長為 a的三叉體是指一個由四個邊長 a的正方體所組成的的立體

物件，如圖 1，三個方向上的截面積都是 a2，也就是每一個方向各

有 a2條直線。而陰影的部份是一個邊長為 a的正方體。 

再把兩個邊長為 a的三叉體如圖 2所示那樣拼起來，就可以得到一

個邊長為 2a正方體。因此只要對每一個三叉體求解，也就可以對正方體求解。 

圖 2
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圖 3

1. 三叉體的解

欲覆蓋如圖 1 的三叉體的所有的小正方體，我們先證明至少放 2a 個黑格，才能達到，

再給一種方法，使得只放 a2 個黑格就可以達成目的。

因為每個黑格可在三個方向各有一條延伸線，截面為 a2 的三叉體需要 23a 條延伸線來

覆蓋，故至少需 2
2

3
3 aa = 個黑格。

因為要覆蓋邊長 a 的三叉體，故在三個方向投影均要有 2a 個。考慮陰影部份的正方

體，它的邊長為a，若有 2a 個黑格，則每層恰可有a個。如此可用如圖 3 的方式構造

解。第一層黑格放在對角線，每往上一層，黑格子的位置就往右移一格；若原本已在

最右邊，則移到最左邊，如此， 2a 個黑格確實可覆蓋截面積為 a2 的三叉體。對應的

號碼為：{(1,1,1)、(2,2,1)、(3,3,1)、……、(a,a,1)；；；； (2,1,2)、(3,2,2)、(4,3,2)、……、

(a, a-1, 2)、(1, a, 2)；；；；….(a,1,a)、(1,2,a)、(2,3,a)、……、(a-2, a-1, a)、(a-1, a, a)}。如

此就能在三個方向都有 a2 條延伸線，也就能覆蓋邊長 a的三叉體。

2. 正方體的解

從圖 2 知道，邊長為 n的正方體的解，可以是兩個邊長分別為 a和 b的三叉體的解

的聯集，其中 a＋b＝n。此時解的元素個數為 22 ba + 。要注意的是第二個三叉體的

解的編排，可以從仿照第一個三叉體的編排方式。但因為第一個三叉體是位於右下

角，第二個三叉體是位於左上角，第二個三叉體的號碼需經過轉換，(i, j, k)會對應

到(n＋1－i, n＋1－j, n＋1－k)。

若要求正方體解集合的元素個數最少，等於是在 nba =+ 的條件下，求 22 ba + 之最

小值，此時可應用國中課程第四冊所介紹的二次函數配方法求得。

已知 anbnba −=⇒=+ ，
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1. 50次開 10×10×10的鎖 

回到最一開始的問題，現在我們知道要開 10×10×10 的鎖，試 52＋52＝50 次是可以

成功的，其中一組可行的號碼如下： 

(1,1,1)、(2,2,1)、(3,3,1)、(4,4,1)、(5,5,1)、(1,2,2)、(2,3,2)、(3,4,2)、(4,5,2)、(5,1,2)、

(1,3,3)、(2,4,3)、(3,5,3)、(4,1,3)、(5,2,3)、(1,4,4)、(2,5,4)、(3,1,4)、(4,2,4)、(5,3,4)、

(1,5,5)、(2,1,5)、(3,2,5)、(4,3,5)、(5,4,5)；和 

(10,10,10)、(9,9,10)、(8,8,10)、(7,7,10)、(6,6,10)、(10,9,9)、(9,8,9)、(8,7,9)、(7,6,9)、

(6,10,9)、(10,8,8)、(9,7,8)、(8,6,8)、(7,10,8)、(6,9,8)、(10,7,7)、(9,6,7)、(8,10,7)、(7,9,7)、

(6,8,7)、(10,6,6)、(9,10,6)、(8,9,6)、(7,8,6)、(6,7,6)。 

 

(二) 證明解是最佳化 

依照 n的奇偶數，我們分別證明解元素的個數不可能更少。 

1. n是偶數的情況 

設 n＝2k，要證明 f (n, n, n) ＝
2

2n = 2k2，等於要說明如果只用 121
2

2
2

−=− kn
個黑

格，不可能覆蓋邊長 n的正方體。 

 

(1) 任一大小為 2k2－1 之 L 的子集合 S，考慮 S 中元素的分佈： 






 −
k

k
2

12 2

( +k

＝k

－1，黑格數最少的那一層，最多只有 k－1個黑格，且該層至少會剩下

個正方體需別層上下覆蓋。 

2)1

圖 4

 

 5



(1) 設黑格數最少的是第一層。這一層和邊長 n的正方體就被分成：A、B、C、

D四區，如圖 4和圖 5 所示。A區是邊長(k－1)× (k－1)×2k的長方體，它的

第一層擺了(k－1)個「○」，D區是(k+1)× (k+1)×2k的長方體，這區在某些層

共有 個黑格，去上下覆蓋第一層的 D 區；而不管

這( )

2)1( +k

1+k 2個黑格怎樣分佈，D區都完全被覆蓋了。這時還

剩下 k2－3k－1個黑格。 

 

圖 5(2) 若在D區的(k＋1)2黑格能覆蓋B區和C區的 k＋1層時，

所以 B區還有(k－1)(k－2)個直排、C區至少還有(k－1)(k－2)個橫排尚未被覆

蓋。 

 

(3) 能在 B區蓋住一排直排、也在 C區蓋住一排橫排；如果在 B區放一個黑格，

則能蓋住 B區的
1
12

+
−

k
k
個直排，但完全蓋不到 C區；對稱的來說，黑格放在

C區的效果跟放在 B區是一樣的。因此，不管在哪邊放一個黑格最多在 B區

和 C區共蓋到 2排，只剩 k2－3k－1個黑格是沒法蓋完 B區和 C區的。 

 

2. n是奇數的情況 

設 n = 2k＋1。要證明 f (n, n, n)=
2

12 +n = 2k2＋2k＋1，等於需要證明如果只有

1
2

12

−
+n
＝ 個黑格，不可能覆蓋邊長 n的正方體。 kk 22 2 +

(1) 任一大小為 2k2＋2k之 L的子集合 S，考慮 S的分佈： 







+
+

12
22 2

k
kk
＝k，最少

的一層最多只有 k個黑格，該層至少會剩下 (k＋1)2個正方體需要別層上下覆

蓋。 

 

(2) 這一層和邊長 n的正方體就被分成：A、B、C、D四區，
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圖 6
圖 7



如圖 6和圖 7所示。其中 A區是邊長 k × k × (2k＋1)的長方體，它的第一層擺

了 k個「○」，D區是一個 (k＋1) × (k＋1) × (2k＋1)的長方體，在這區某些層

有某些層共有 (k＋1)2個黑格，去上下覆蓋第一層的 D 區；而不管這(k＋1)2

個黑格怎樣分佈，D區都完全被覆蓋了。這時還剩下 k2－k－1個黑格。 

 

(3) 若在 D區的(k＋1)2黑格有效覆蓋 B區和 C區時，B區仍至少還有 

 k × (k－1)個直排、C區也至少還有 k × (k－1)個橫排尚未被覆蓋。 

 

(4) 這時在 A區放一個黑格能在 B區蓋住一排直排、也在 C區蓋住一排橫排；

如果在 B區放一個黑格，則能蓋住 B區的
1

2
+k
k
個直排，但完全蓋不到 C區；

對稱的來說，黑格放在 C區的效果跟放在 B區是一樣的。因此，不管在哪邊

放一個黑格最多在 B 區和 C 區共蓋到 2排，只剩下 k2－k－1個黑格是沒法

蓋完 B區和 C區的。 

 

二、密碼鎖三個位置數字為a＝b＜c的情況 

對於這個部份的研究，我們是先對(3,3,4)~(3,3,8)及(4,4,5)~(4,4,8)幾個例子去找解，對結果

有了一些猜想，最後也證明了猜想是對的。設 a＝b＝n，c＝n＋k；n、k 皆為正整數，則

這個結果是這樣的： 

定理 2  f (n, n, n＋k)＝min {s2+t2+sk | s＋t＝n; t ≥s≥0; s, t ∈Z, k∈N}。 

當 k≧2n－2，也就是當 c≧3a－2時，f (a, a, c)＝a2。 

我們先用 n=6的例子來說明這個定理。 
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 n=6 

 (s, t)=(3,3) (s, t)=(2,4) (s, t)=(1,5)

k=0 32+32=18 22+42=20 12+52=26

k=1 18+3=21 20+2=22 26+1=27 

k=2 21+3=24 22+2=24 27+1=28 

k=3 24+3=27 24+2=26 28+1=29 

k=4  26+2=28 29+1=30 

k=5  28+2=30 30+1=31 

k=6  30+2=32 31+1=32 

k=7  32+2=34 32+1=33 

k=8   33+1=34 

k=9   34+1=35 

k=10   35+1=36 

k=11   36 

表 1 

一個邊長 6的正方體，是由兩個邊長分別為 s、

t的三叉體所組成，則數對(s, t)的可能有 3種：

(3,3)、(2,4)、(1,5)。表 1 就是對這三種可能，

隨著 k的增加，把 的值算出來。有

底色的部份就是三種可能中較小的，也就是我

們所定義的 f (n, n, n＋k)。廣義來說(0,6)也可以

看成第 4種，只是(0,6)的這一組，不管 k的值

是多少， 的值都是 36。也就是當 k

大於等於 10時，我們只要試完前兩碼的 36種

可能就好。 

skts ++ 22

skts ++ 22

 

這個例子，可以約略的看出

我們如何構造解。因此我們

先說明如何構造解 S，再說

圖 8

明解 S 的大小不可再減少，

理 2是對的。 也就是證明定

 

(一) 構造解 

從定理 1 我們知道，當 nts =+ ，一個 nnn ×× 的正方體，可由兩個邊長分別為 s、t 的三

叉體組合而成 (這邊我們假設 s≦t )。 而這個正方體往某一方向多了 k層變成 )( knnn +××

的長方體。原先兩個三叉體的黑格的延伸線也會延長。如圖 8所展現的是兩個邊長分別為

3 的三叉體的組合，往 Z 方向延伸一層後，可以看到共有 18 條線也跟著延伸而一層。留

下尚未覆蓋的部分，每一層只需再放 3個黑格，就可以覆蓋因為延伸而剩下的空格。一般

情況就是一層只需 s個黑格，故 k層只需 s×k個黑格，即可覆蓋 n×n× (n＋k)之長方體。 

 

的
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圖 9

(二) 

設 n×n

. 設第一層有最少的黑格，有ｓ個。令

證明解個數不會更少 

×(n＋k)之解為 S，f (n, n, n＋k)＝| S |＝m。 

snt −=1 ，則該層至少

為 t之正方

 

 

2. 完 覆蓋。 黑 ，使得

C各層 層)得可完全被覆蓋。B、C兩區未覆蓋的正方體數為

＝

有一邊長 形，也就是有 2t 個正方體需靠別層上下

覆蓋。如圖 9。

D區為 )( kntt +×× 之長方體，已 全被 現計算還需放幾個 格 B、

(第 2至 kn +

2)1 tsk −−+ 2(2 nts )1(2 −+ ksts

兩區多覆蓋 t2

。每多猜測一次，也就是多放一個黑格在 A

個或區，至多能在 B、C 1−+ ts 個正方體，但因 st > ( tns ≤≤
2

)，

個正方體，可推得至少要再猜故多猜測一次至多能再有效會多蓋 t2

)− 次。由 1、()1
=

−+ ss
t

k
2

(2
+

sts k 2知， kstskssts +++++ 2222 s =−S ≥1

snt −= 代入上式可得 

sksn +− 2)( ＝   

( k固定時，| S | 的二次函數)，配方後得 

＝

sS +≥ 2

也就是當

2(s－

22 )2(2 nknss +−−

的最小值時也是 s

)2( kn − )2＋
4 2knk −+  knk −+  4 2nn

。

如此就證完定理 2。 

 

3. 將

4 8

4
2 kn −

n2

2| nS =|

 

4. 為了得到函數的最小值，且 s是正整數，因此 s是最接近

 

4. 為了得到函數的最小值，且 s是正整數，因此 s是最接近 的整數。這也是

或 1得到的函數值是一樣，都是 。而當 k≧2n－2

時，因為 s必需是正整數的原因，所以取 s＝0，會得到 。 

5. 完整的結果如下頁的表 2。 

 

為什麼當 k=2n－2時，s取 0
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 mn 2=  12 += mn  

k＝0 2m2 ⇒
+

4
24m



 +

m
m 1

 2m2＋2m＋1 

k＝1  2m2＋m mm
⇒

+
4

14  2m2＋3m＋1 

k＝2 
4

24 −m




−
⇒

1m
m

 2m2＋2m 2m2＋4m＋1 

k＝3 
4

34 −m 1−⇒ m  2m2＋3m－1 2m2＋5m＋

k＝4 
4

44 −m 1−⇒ m  2m2＋4m－2 




− 1m
m

 2m2＋6m＋1 

k＝5 
4

54 −m 1−⇒ m  2m2＋5m－3  2m2＋7m 

k＝6 
4

64 −m


 −

⇒
2
1

m
m

 
−

2m2＋6m－4 2m2＋8m－1 

k＝7  2m2＋7m－6 1
4

54
−⇒

− mm  2m2＋9m－2 

k＝8 2m2＋8m－8 ⇒
−

4
64m





−
−

2m
m

 
1

2m2＋10m－3 

＝
m m 2

4
74

−⇒
− m  m 2 2＋11m－5 m





−
−

⇒
3
2

m
 

m 2 2
4

84
−⇒

− mm  2m ＋12m－6 2

Μ Μ Μ Μ Μ 

52 −
=

n
k

 14/5 =⇒ s  4m2－3 14/5 =⇒ s  4m2＋4m－2 

42 −
=

n
k

 14/4 =⇒ s  4m2－2 14/4 =⇒ s  4m2＋4m－1 

32 −
=

n
k

 14/3 =⇒ s  4m2－1 14/3 =⇒ s  4m2＋4m 

22
=

n
k

 1,04/2 =⇒ s  4m2＝n2 1,04/2 =⇒ s  4m2＋4m＋1＝n2 

1−
=

n
 04/1 =⇒ s  4m2＝n2 04/1 =⇒ s  4m2＋4m＋1＝n2 

 s | S | s | S | 

mm
=

4
4  

mam
=⇒

−
4

14

mm
⇒

4
4  

mm
⇒

−
4

14  1 

⇒
−

4
24m

1
4

34
−⇒

− mm

1
4

44
−⇒

− mm  

2
4

74
−⇒

− mm

2
4

84
−⇒

− mm  

k 9 2
4

94
−⇒

− m  2 2＋9m－10 

k＝10 
4

104 −m
2m ＋10m－12 

−

2
k

表 2 
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三、密碼鎖三個位置數字為a＝b＝n＞c的情況 

（一）c＝2的情況： 

當 n≧2，f (n, n, 2)＝2 (n－1) 

證明：只猜 2n－3次不保證能開 n×n×2的鎖。 

圖 10 

任意大小為 2n－3之 L的子集合 S，因 

2
2

32
−=



 − nn

，也就是說較少那層最多只有 n－2

個黑格，如圖 10，則這一層還有 4格需另一層覆蓋。此時只剩下 n－5個黑格可放在第

二層，這 n－5 個黑格可縱向(或橫向)覆蓋 n－5 行(或列)，這時還有 3 行(或列)需要覆

蓋，考慮第一層 n－2 個黑格的上下覆蓋，及第二層的橫向覆蓋 n－5 個，總共最多還

蓋不滿 2行，故用 n－5個蓋不滿(n－2)× (n－2)的正方形。如此證明了也就是 f (n,n,2)>2 

n－3。 

 

（二）c＝3的情況： 

f(4,4,3)=8，因為試 8 次可以開 4×4×4 的鎖，所以只需要證明只猜 7 次不一定能打開

鎖。 344 ××

圖 11 

若只有 7個黑格，因為 2
3
7

=





22×

，最少那一層只有兩個，如圖 11。設第一層放了兩個以

後，剩下四格時用上下覆蓋，此時還有 7-2-4=1 個黑

格，還有兩層各有一個 的正方形，但只剩下一個

黑格，必有一層不夠蓋。 

 

f(5,5,3)=10，先證明只有 9個黑格不行覆蓋 355 ×× 的長方體。 

因為 3
3
9

=




，九個黑格分 3層，最少的一層最多只有三個黑格，如圖 12，這一層還剩

4格要另外兩層上下覆蓋。此時還有 9-3-4=2個黑格。蓋完一層後只剩 2個黑格，另 2

層剩下各六格未被蓋。因 1 個黑格最多再蓋 4 格，所以 2 個黑格無法完全覆蓋。我們

也可以看到，如果再有 3個黑格是可以蓋完的，也因

此找到 10個元素的解。 
圖 12 
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f(n,n,3) = 3 n – 6，我們只證明 3n－7個黑格不行覆蓋 n×n×3的長方體。 

若一大小為 3n－7的集合 S，因 



 −

3
73n

 n–3，黑格

如圖 13。這層至少還有 9 格需另兩層上下覆蓋。

第二、三層未被覆蓋的是一個邊長 n－7、但一對

角線已被覆蓋的正方形。黑格還剩下 3n –7 –(n – 

3) – 9 = 2n – 13個。 

這兩層中分 2

＝ 較少的那層最多只有 n－3個黑格，

n－3個黑格分到較少的那層只有

第一層 第二層 第三層
圖 13 





 −

2
132n
＝ 7−n 個黑格。這 n－7個黑格

個

（三）c＝4、5的情況 

們是利用方格紙幫助我們找解，並且去證明我們找到的解是最佳情

示 m個黑格就可以覆蓋 n×n×k的長方體，如圖 14

蓋完後還會剩下一個邊長 4的正方形，這個正方形中還有 12 空格需要靠第三層由上

面覆蓋。(2n－13)－(n－7)＝n－6。當 n≦18 時，第二層是一定不會被蓋滿。當 n≧19

時，蓋滿第二層之後還剩下 n－18 個黑格，卻要蓋滿一個邊長 n－6的正方形，很明顯

的，這是不可能的事。也就是 f (n, n, 3) > 3n－7。 

 

這部份的研究，我

況。我們只把結果列出來表(三)中。其中一個跟後來研究比較有關的結果是：f(n+1, n+1, 

k)≦f (n, n, k)＋k 

若 f(n,n,k)＝m，表

這樣在 n×n×k的長方體外面再放一個 k個黑格組成的 k××11 的長方

柱，如此(n＋1)2 k× 的長方體完全被覆蓋了。 

所以 knn ×+×+ ()1( 的解，至多只要 f(n,n,k)1 )＋k個就好了。 

拿其它結果跟 c＝2、c＝3的結果相比較後，發現了一件很特別的事： 

比較困難的事情是，我

 
圖 14

再

當 n≧2，f (n, n, 2)＝2(n－1)；當 n≧6，f (n, n, 3)＝3(n－2)； 

當 n≧12，f (n, n, 4)＝4(n－3)；當 n≧20，f (n, n, 5)＝5(n－4) 

因此我們猜想，當 n≧m＝c(c－1)時，f(n, n, c)＝c(n－c＋1)。而

們把 n從 c到 m遞增的過程中，f(n, n, c)是如何變化的。 
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（四）

想正確，那對於 c＝6的情況，對於 n的值，就必需從 7開始找解一直到

（五）

找到開鎖的解並不能確定是最佳解，但已經對嘗試的次數給一個上界。

層，每一層都是邊長 n 的正方形。如圖

個 我們只需要照著轉格的方

如此，每一層在一個區塊可以缺席一次，故我們計算在 這幾個區塊中，

c≧6的情況 

如果我們的猜

30，這是很大的工程。所以我們一邊進行，另一邊就回頭去檢視 c＝4和 c＝5的結果。

去看看黑格的分布有沒有什麼特別之處，後來發現最佳解的情形下，黑格都是成區塊

狀的出現。後來我們想出了區塊分割法，可以幫著我們很快的找到黑格數的上界。 

區塊分割法 

使用這個方法

圖 15

也就是我們知道最佳解不會超過我們所給的值。 

1.區塊分割法的意義 

我們把長方體切成 c

15，y941把這邊長為 n的正方形切成 s個小正方形(區塊)，設

這些小正方形的邊長分別是 1x 、 2x 、…、 sx ， ∈ix N。 

一個邊長 x 的區塊如完全靠上下覆蓋，則需要 x 黑格。i
2
i

式排列，在每一層都放置 x 個黑格。除了這 x 層之外的 xc − 層，各層在這邊長 x 的

區塊都不需要有黑格，而在其它的正方形都有跟邊長一樣數量的黑格，也就是需要

ixn − 個黑格，那就可以完全覆蓋這些層。 

i i i i

121 ,..., −sxxx

一個區塊累計的缺席的層數 121 .. −−++−+−= sxcxcxct ，也是最後 ix 中，有 t層必

需各層都有 ix 個黑格

已知 xxxx s++++ −1321 ...

。 

nxs =+

cxcxc s ≤−++−+ −12 .. 。則

，並假設 ，若 sxxxx ≥≥≥≥ ......321

xc − 1 定義 

),cn ＝min{ sxx ++ 2
2

2
1 ......

    xx ≥≥≥ ......321

,(nf

    

s−1

sx≥ ，

xtx ++ 2

     x = ct ∈x

 | ， 

N }。  

 

2.一些相關的發現 

nxs =

1−sx  ，

xxxx s +++++ −1321 ...

21 .. −++−+− cxcx i
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（1）若正整數 x1 nxxxx ss =+++++ −132 ...

被 s等分，則每一個 ix 不是等於

，且 ，我們說 n被 s等分。

也就說如果 n

1|| ≤− ji xx




 s
n
，就是等於


 s

。

n

22

證下面三件事情： 

1>− ji xx ， 2+ ji xx

。 

而當 n被 s 之值有最小 證明如下：先驗

、 

這也就是說，如果 、 … 中有兩數 和 的差大於 1 的話，我們就把其中

2）若 a＝tc (t∈N)，則我們說 a×a×c是第 t個分段點，而 tc× tc× c到 

 (t+1) 等

 
a  a  c 區塊數 區塊分割 

等分成 1x 、 2x … sx 時， 21 xx + 2
sx+...+

222 )1()1( ++−> ji xx

2222 )1()1( ++−=+ jiji xxx 、

2222 )1()1( ++−<+ jiji xxx

1=− ji xx

1<− ji xx

， x  

， x 。 

1x 2x sx ix jx

較大的數減去 1、較小的數加上 1，使其總和仍然是 n，但所有 s個數的平方和會

減小。重覆這樣的動作直到任意兩數的差都不大於 1為止。如此就得到平方和最

小的情況，恰好 n被 s等分。 

 

（

(tc＋c)×(tc＋c)×c叫第 t個區段。已經知道，在第 t分段點做區塊分割時是

分的。如表 3就是 c＝10的例子。 

10     2 52＋52 × 10 × 10
  2 2 2 ＋ +6

30 × × 8 8 2＋72 30 10 4 2 2＋ ＋7
  2 2＋ ＋ ＋ ＋

50 × × 9 9 8 8 82 82 50 10 6 2 2 2 2＋ ＋ ＋ ＋ ＋

  92 2 2 2 2＋9 ＋9 ＋9 ＋8 ＋8 ＋
70 × × 9 9 9 9 9 8 8270 10 8 2 2 2 2 2 2＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋  

  2 2 2 2 2 2 2＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

90 × ×  9 9 9 9 9 9 9 92 92 92 90 10 10 2 2 2 2 2 2 2＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

20 × 20 × 10 3 7 7

40 × 40 × 10 5 8 8 82 82 82 

60 × 60 × 10 7 2 82 

80 × 80 × 10 9 9 9 9 9 9 9 9 92＋82 

 

表 3 
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我們說第 t個分段點會被 t＋1等分，是因為它不能被 t等分，這樣會被分成 t個

邊長 c的區塊，如此所需的黑格數 tc2，會比原先的
2
 ct

的係數是 c，還有其它更多區塊不能只用邊長的平方計算，而都要去乘上長方

的高 c，如此一來，所需的黑格數會比分成 t＋1塊來的多。 

 

1
)1(  +

+
t

t

c層，

還來得大。也不

能被 t＋2等分，若分成 t＋2個區塊，缺席的總層數會超過 這時就不只

體

3）而對於第 t 區段之間的 a，也就是 tc＜a＜(t＋1)c時，a×a×c 做區塊分割時

2+tx

（

也是分成 t＋2區塊，而前 t塊的邊長 1x 、 2x … 1+tx ，這些數彼此的差也都不大於

1， x 則是介於 1到2+t  +1t
 n
的整數。第 t個分段點可以看出來，在每一個區段之

間， ),1,1 cnn ++(f － ),,( cnnf 是相當有 。利用這個規律，可以很容易用

程式把

規律的

),,( cnnf 的值算出來。這個規律我們透過下面表 4這個例子來說明。 

a  a  c  區塊數 區塊分割 黑格數 差 

 

10 × 10 × 10  2 52＋52 50    
11 × × 5 5 10×1 0 11 10  2 2 2＋ ＋ 60 1

  2 2＋ ＋
2 2  ＋ ＋
2 2＋ ＋  

  2 2＋ ＋
2 2＋ ＋
2 2＋ ＋

  62 2＋6 ＋8 4 
17 × × 6 6 8×5 17 10  2 2 2＋ ＋ 112 8 

  2 2＋ ＋
2 2＋ ＋
2 2＋ ＋

  2 2＋ ＋

 

12 × 12 × 10  2 5 5 10×2 
6 5 9×1

70 10 

13 × 13 × 10  2 6 5 9×2 79 9 
14 × 14 × 10  2 6 5 9×3 

6 6 8×2 
88 9 

15 × 15 × 10  2 6 6 8×3 96 8 
16 × 16 × 10  2 × 104 8 

18 × 18 × 10  2 6 6 8×6 
7 6 7×5 

120 8 

19 × 19 × 10  2 7 6 7×6 127 7 
20 × 20 × 10  3 7 6 7×7 134 7 

表 4 

 

2次 10 

2次 9 

4次 8 
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在每一區段的最一開始， ),1,1( cnnf ++ － ),,( cnnf

方)，再

t

都會是 10，如此加 10出現

平方要變成 6

重

（ 計

2次，這個 2＝2×6－10 (5 平 來因為也是 5進位成 6，所

以是增加 2次 9，再來是第一個 6平方進位成 7平方，所以會加 4次 8。 

一般來說，從第 t個分斷點開始增加的數由 c遞減，每次減 1。而同樣數字

覆的次數是：c有 2×( x ＋1)－c次；接下來如果都是要讓 x 進位成 x ＋1次，

則都是 2次；一直到第一個要從 x ＋1進位成 x ＋2，才會是 4次；之後的 x ＋

1進位成 tx ＋2，又會到 2次。如此完成一個區段。 

4）我們將 算

t t t

t t

),,( cnnf 所需要的程式附在附錄中。 

 

四、密碼鎖三個位置數字為 a＞b＞c的情況 

長方體分成 c 層，每一層都是 a×b 的長方體。設第一層有最少的黑

.A區的黑格數 

段，則共有 c－(b－x)層在 D區是沒有黑格(包括第一層 這些層在 A

些層在 A區的情況。因為 A區有 x個

1.D區的黑格數： 

我們是把 a×b×c 的

格，只有 x 個黑格(0≦x≦b)，則第一層還有(a－x)(b－x)個正方體需要上下覆蓋，也就

是在 D區至少要有(a－x)(b－x)個黑格。如圖 16這些黑格如果平

均分配到 b－x層，每層有 a－x個。 

 

圖 16 

A

B

C

D2

（1）照前一 )，

區都要 x個黑格，共需(c＋x－b) x個黑格。因為至少有第一層在 D區是沒有黑格，

且 b＞c，因此我們知道 0＜(c＋x－b)＜x。 

（2）D區有黑格的層數是 b－x層，考慮這

黑格的已經有(c＋x－b)層了，這些在 A區的黑格至少能形形一個邊長(c＋x－b)的

正方形，如此 b－x層中，每層只需要 x－(c＋x－b)個黑格。因此需要(b－x)(b－c)

個黑格。 
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3.黑格總數 

來得到黑格數有 2x2－(a＋3b－2c)x＋b(a＋b－c)。………(1) 把這三類加起

這又是一個二次函數。當 x是在 0≦x≦b這範圍中離
4

23 cba −+
最近的整數

有最少。我們只要把給定的 a、b、c代進去算出 x，再 (1)的二次函數中，就可

以知道需要嘗試的次數了。 

（1）而當 x＝b時，，此時

時，黑格數

把 x代到

2
1

4
23

−≥
−+ bcba

，即 a≧b＋2c－2，時，函數值會等於

c－2時只要試 c2

格數還多，

 

柒、討論及未來展望 

的鎖只試 31個號碼不保證一定能打開，其證明方式在 

是證明

（一）一個想法是，當擺上第一層的黑格及 D 區的(k＋1)2個黑格後，尚未被覆蓋的正

bc。這跟 b＝c的情況，a≧3 次就好的結果是一致的。 

（2）但當 a＝b 時，這個方法得到的黑格數會比用區塊分割法得到的黑

但我們仍然不太清楚是什麼原因。 

一、文獻中有證明 8×8×8

n＞13時就不能使用。因此我們才會想出了另一個方法去證明。其中最重要的部份

黑格都是落在 A區或是 D區。 

 

方體：A 區至少還剩下 )12()2()1( −×−×− kkk 個、B 區和 C 區都至少還剩下

)2()1()1( −××− kkk 個。其 個、B區有 β個、C區有 γ個。這時+

去計算，當

它的黑格在 A區有α

γ+β+α 等

 β−+α+
β−
()43()1(2

()1(
kk

k

於剩下的黑格數時，下面兩個不等式是否能同時成立。 


 −−−≥γ++α− )12)(2)(1())74( kkkk

， 

 

−−+≥ )2()1()1(2 kkkγ+ )

經過計算化簡後，當 n不大於 20時是可以用這個方法證明。比文獻中的方法略佳。 

二）另一個想法是扣掉已經被覆蓋的正方體後，每一個 A 區的黑格可以有效蓋住 A

 

（

區 4k－7個正方體，B區和 C區各 k＋1個正方體；每一個在 B區的黑格可以有效蓋住
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A區 k－1個正方體，蓋住 B區 3k－4個正方體。因此黑格在 A區是較佳的。 

 

二、對於 a＞b＞c的情況，另一個方法是先把 a×b×c的長方體切出一塊 x×x×c的長方體(通

常 x＞c)。要覆蓋 a×b×c的長方體可看成先利用第三部份(a＝b＞c)的研究結果，算出覆蓋

x×x×c的長方體所需的黑格數 ),,( cxxf ，再加每一層在 D區都需要(a－x)個黑格，總共需

要 ),,( cxxf ＋c(a－x)個黑格。但這個方法所需的黑格數比正文所題的方法所需的數目要多

個。 

、有人想到說，做了這麼大的研究，實際上省了多少時間呢？另一個開鎖的方法是不管

 

四、這個題目已經完成，接下去可能發展的題目是： 

鎖。這時 m、n都是變數； 

樣，

 

、結論 

鈕的密碼鎖，各位置的號碼數分別是 a、b、c，如果有兩個位置的數字正確就

的方法，可以找到三叉體的解；再利用三叉體的延長和組合可以求出

2~5

 

三

號碼數最多的那一個旋鈕，只要把另兩個的所有組合試完就好。我們的結果跟這個方法相

比，當 a、b、c很接近時，約省了一半的次數；如果三個數不接近時，省的時間就很有限；

特別是當 a＞b＋2c－2時，完全沒辦法省下嘗試的次數。 

(1) m個旋鈕有 n個對可以打開，如何用最少次保證打開

(2) 3個位置中 2個位置對時有特別的提示，例如說門的鬆緊不一樣，或是聲音不太一

找出最少次數保證能打開鎖的最佳策略。(就像猜一個三位數字，但只有 2A 會給回應，

如何猜到數字。) 

 

捌

一個有 3 個旋

能打開，則我們知道 

一、 運用轉格

a×a×a的正方體及 a×a×c的長方體的解(c＞a)。 
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二、 當a＝b＝c＝n時，保證打開鎖最少要嘗試
22

22 



+



 nn

次。 

三、 當a＝b＜c時，保證打開鎖最少要試 min{s2＋t2＋s(c－a) | s+t=a,t≥s≥0,s,t∈Z}

次：特別當 c≥3a－2時，只要試 a2。 

四、 當a＝b＞c時，利用區塊分割法能夠算出需要嘗試次數的上界。並且在固定 c

的情況下，隨著 a遞增的，需要嘗試次數也是呈現規則性的遞增。 

五、 當a＞b＞c時，令 x＝ 



 −+

4
23 cba
，需要嘗試的次數最多只要 

2x2－(a＋3b－c)x＋b(a＋b－c)次。 

 

玖、參考資料 

單墫、胡大同  數學奧林匹克第 28、29屆國際數學競賽預選題 九章出版社 

p.42，p.73~p.75 
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評語 
有趣的問題，很棒的解答，看的出已能掌握投影和極小值的一些概念，分析的手法適切而且

恰當，雖然某些情況未能找出完整的解答，卻給出了一個不錯的上界，非常優秀的作品。 
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