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摘要 
本文是應用我們在國中所學的許多幾何知識，先討論並解決： 

一、模糊角的分角線作圖； 

二、模糊角內部一點指向模糊角頂點的直線作圖。 

然後藉著以上兩種基本作圖，設法直接在模糊三角形上作出如一般三角形的內接或內

切幾何圖形。而已知條件設定為：儘管每個模糊三角形的模糊程度不一，但是等待完成的

密室並未觸及模糊地帶。 

由以上的說明，我們瞭解到最簡單的作圖法不一定就是有效的解決方法，也就是說，

我們的研究內容必須要找出更多的基本作圖法以及更富彈性的密室作圖方法。 

我們集思廣益想出許多種模糊角的分角線作圖法以及模糊角內部一點指向模糊角頂點的

直線作圖法。對於國中數學問題中較為常見的三角形內接(或內切)圖形，我們發現：運用相

似密室的「關鍵點作圖法」是一種實作較為簡易的密室作圖法；而以關鍵密室內部為作圖根

據地的「關鍵密室作圖法」是一種可以有效迴避模糊地帶的密室作圖法，若延伸以上這些作

圖法的觀念並靈活運用，則會成為一種高成功率的密室作圖法。 
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壹、研究動機： 
有一次上分散式資優班數學課，數學老師教了一個有關「模糊角」(指一個角無法辨

識其頂點位置)的分角線作圖問題，而且老師在課堂上說：「可見一個三角形即使三個內

角都是模糊角，我們還是可以作出它的內切圓唷！」也就是這一句話使得這個分角線作

圖問題持續吸引不少同學的思考與討論，而且還有同學進一步提出：如果一個三角形的

三個內角都是模糊角，那麼有沒有辦法完成這個三角形的其它內接或內切圖形？這個問

題讓數學老師與幾位同學感到有趣，於是一些人就決定共同研究，並在數學老師積極鼓

勵與熱心指導下，應用我們在國中所學到的：「相似形」、「分角線、中垂線性質」、「圓的

性質」、「三角形、四邊形的性質」、「平行」與「對稱」等幾何知識以及「二次函數」的

觀念，完成這份「模糊三角形上消失的密室」的研究報告。 

貳、研究目的： 
在模糊三角形上直接作出國中數學上常見的內接或內切圖形（本文也稱作密室），即使

模糊的範圍很廣泛，我們期望討論出可以簡化作圖程序或有效避開模糊地帶的密室作圖

法，而且僅限在問題所給的模糊三角形上找回「消失的密室」。我們想要完成的密室有以下

6種： 內切圓； 內接正方形； 兩種內接半圓弓形； 內接面積最大的矩形； 內接三

邊中點連線的三角形。 

參、名詞界定說明： 
一、模糊角：指一個角在頂角處有了污損，以致於無法確定其頂點位置(如下圖(一))。 

二、模糊三角形：一個三角形的三個內角都是模糊角，以致於無法確定三個內角的頂點

位置，此種三角形稱為「模糊三角形」(本文皆視為 STU∆ )，但是三角形內部可能還

有零星的污損（稱為「模糊地帶」，如下圖(二)）。 

 
U

 
 
 S
 T

圖(一) 圖(二)  

肆、研究過程： 
一、首先設法找出更多的模糊角分角線作圖法，希望面臨不同模糊狀況時，有更多機會

可以確定出模糊角的分角線位置。 

經過我們的集思廣益，絞盡腦汁想出的方法共有 7種： 
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（一）〔已知〕一個模糊角 S∠ ，它兩邊的線為L、M。 

〔求作〕 S∠ 的分角線。 

〔作法 1〕(1)作任一截線 分別交N L、M 於 A、B。 

(2)分別作 DAB∠ 、 FBA∠ 之分角線交於P。 

(3)分別作 CAB∠ 、 EBA∠ 之分角線交於R。 

(4)連PR，則 PR即為 S∠ 的分角線。 

 
NN L LD D AA C

aC 
bPR  

P R 
c EE BB M MFF

 
 
〔作法 1之證明〕 

(1)由P分別向L、N、M  

作垂直線段，而令其長度 

為 、 、 。 

(2)Q

a b c

PA平分 DAB∠   ba =∴  

   又PB平分 FBA∠   cb =∴  

       ca =
∴ P也在 S∠ 的分角線上。 

(3)同理可證：R也在 S∠ 的分角線上。 

(4)故PR為 S∠ 的分角線。 

作法1是應用：

若一個角內部

某個點到此角

的兩邊等距

離，則此點必在

這個角的分角

線上。 

 

〔作法 2〕(1)作任意兩條截線 、 ，且分別交1N 2N L、M 於 A、 和 C

B、 。 

(2)分別作

D

EAB∠ 、 FBA∠ 之分角線交於P。 

(3)分別作 ECD∠ 、 FDC∠ 之分角線交於R。 

(4)作PR，則PR即為 S∠ 的分角線。 
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 N2 E N2 LN1 L N1 C E 

A CA  ab
 

R R P Pc
 

BB M D DF FM 
 

〔作法 2之證明〕 

(1) 由P分別向L、 、1N M 作 

垂直線段，而令其長度為 

a、 、 。 b c

(2) QPA平分 EAB∠   ba =∴  

   又PB平分 FBA∠  cb =∴  

    

   

c=a
∴P也在 S∠ 的分角線上。 

(3) 同理可證：R也在 S∠ 的分角線上。 

(4) 故PR為 S∠ 的分角線。 

作法2應用

到的數學性

質與作法1

相同。 

 

〔作法 3〕(1)在直線M 上任取一點 A。 

(2)過 A作直線 。 

(3)作

LN //1

XAY∠ 之分角線 AB交L於B。 

(4)作 AB之中垂線 ，則 即為2N 2N S∠ 的分角線。 

 
 
 
 
 
 
 
 

N2 

B

X

N1

Y

A

L

M21

4

3

N2

B

X

N1

YA

L

M

 4



 5

M

L

O
B N1

A

C

N2

M

L

O
B N1

A

C

N2

1
2 

3 

 
 
〔作法 3之證明〕 

(1)Q LN //1   31 ∠=∠∴  

(2)Q AB平分 XAY∠   21 ∠=∠∴  

   又 42 ∠=∠   41 ∠=∠  

(3)由(1)、(2)得 43 ∠=∠  

   即 SAB∆ 為等腰三角形， 

   ⇒ AB的中垂線會平分 S∠ 。 

   故 2N 即為 S∠ 的分角線。 

 

〔作法 4〕(1)在直線L上取兩點O、 A。 

(2)過O作直線 MN //1 。 

(3)以O為圓心，OA為半徑，畫弧交直線 1N 於B點。 

(4)作 AB交直線M 於C。 

(5)作 AC之中垂線 2N ，則直線 2N 即為 S∠ 的分角線。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
〔作法 4之證明〕 

MN //1Q   ∴ 32 ∠=∠ （同位角） 

OBOA =Q   21 ∠=∠∴  

31 ∠=∠∴  

即 SAC∆ 為等腰三角形 

∴ AC之中垂線平分 S∠ 。 

故 AC為 S∠ 的分角線。 

作法3是應用 

一個等腰三角

形的底邊中垂

線會平分其頂

角的性質。 

作法4應用

到的數學性

質與作法3

相同。 



 

〔作法 5〕(1)在直線M 上任取一點 A。 

(2)過 A作任一直線 。 

(3)作

N

XAY∠ 之分角線 AB交L於B。 

(4)作 CBADBA ∠=∠ ，且BD交直線N於E。 

(5)作 BEA∠ 之分角線EP交 AB於P。 

(6)作PR且使 APERPA ∠=∠ ，則PR為 S∠ 的分角線。 

 
L LNB NBC D  DC

E 2 E 1
Y P Y R PR

 
43X  A X AM M

 
〔作法 5之證明〕 

(1) 21 ∠=∠Q ， 43 ∠=∠ ， ABAB =  

  ABEABS ∆≅∆∴ )(ASA  

  即四邊形 為一個以 SAEB

作法5是應

用線對稱圖

形在對稱軸

兩側的圖形

互為鏡射的

性質。 

AB為對稱軸之線對稱圖形。 

(2) EPARPA ∠=∠Q ， 

且PE平分 BEA∠  

  ∴ PR平分 BSA∠  

  故PR為 S∠ 的分角線。 

 
〔作法 6〕(1)分別在直線 L、M上取 A、B兩點。 

(2)過 A作 LL ⊥1 ，過 B作 MM ⊥1 。 

(3)分別在 上取 C，在 上取 D，且使1L 1M BDAC = 。 

(4)分別過 C、D作直線 ， ，且設 、 LL //2 MM //2 2L

2M  交於 P。 
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(5)作 P∠ 之分角線PR，則PR即為 S∠ 之分角線。 

 
 
 
 
 
 
 
 

B1

D1

A1

C1

R P
M2

L2

D

C
Q

M1

L1

A

B

L

M

R P 
M2

L2

D

C
M1

L1

A 

B

L

M

 

作法6應用

到的數學性

質與作法1

相同。 

〔作法 6之證明〕 

(1)任取PR上一點 Q。 

(2)自 Q作直線 的垂線， 2L

分別交 、 於 AL 2L 1、C1。 

(3)自 Q作直線 的垂線， 2M

分別交M 、 於 B2M 1、D1。 

(4)QPR為 P∠ 之分角線  ∴ 11 QDQC = 。 

(5)QAA1C1C、BB1D1D為矩形 

∴ ACCA =11 ， BDDB =11  

又 BDAC =   ∴ 1111 DBCA = 。 

(6) 111111 DBQDCA +=+QC 11 QBQA =  

PR上一點 Q會在 S∠ 之分角線上。 

故PR為 S∠ 之分角線。 

 

〔作法 7〕(1)作任一截線 分別交N L、M 於 A、B。 

(2)分別作 CAB∠ 、 DBA∠ 之分角線交於P。 

           (3)自 P作 L與 M的垂直線段 LPE ⊥ ， MPF ⊥ ，垂足分別 

為 E和 F。 

(4)作 EPF∠ 的分角線交 AB於R，則 PR即為 S∠ 的分角線。 
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LN 

A 

B 

P 

E 

F

R 

M

L 

M 

N 

A

B

P 

E

F

R S

C 

D 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
〔作法 7之證明〕 

         (1)連 SP。 

(2)因為 °=∠=∠ 90SFPSEP ， PFPE = (理由同作法 1) 

   且 SPSP =   所以 )(RHSSFPSEP ∆≅∆  

   PSFPSEPS ⇒∠=∠⇒ 平分 EPF∠ 。 

   又 PR平分 EPF∠   故 PR為 S∠ 的分角線。 

 
二、解決模糊角的分角線作圖問題，我們接著要解決：如何重建「消失的密室」？ 

(一)下圖左邊有模糊三角形的三條分角線，則其交點為模糊三角形內心 I。 

 
 
 
 
 
 
 

    在其中兩條分角線分別取 A、B兩點，且使 AB平行於模糊三角形的一邊， 

作 AC平行於模糊三角形的另外一邊，再連BC。 

 〔求證〕 I點為 ABC∆ 的內心。 

〔說明〕如上圖右邊 SUAB //Q   ∴ AUAIBSBI :: =  

               又 TUAC //   ∴ AI ： AU =CI ：CT  

T
S

U

II

AA

CBCB

作法7的靈感來自以下的圖形性質： 

 



               BI： BS  =CI ：CT  

               ∴ STBC //   故可推得 I點為 ABC∆ 的內心。 

(二)現在我們只要利用模糊三角形的內心，或者先作出 STU∆ 的分身 ABC∆ 上的密

室，再利用投射和相似對應的觀念，就可以重現模糊三角形上消失的密室。 

1.密室之一：內切圓。 

〔作法〕(1)作模糊三角形的內心 I。 

      (2)作 STDI ⊥′ ，垂足令為 D'。 

       (3)以 I為圓心， DI ′為半徑作圓 I，圓 I即為所求。 

 

D'

I

 
 
 
 
 
 

2.密室之二：半圓弓形(直徑在模糊三角形的一邊上，半圓與另兩邊相切)。 

〔作法〕(1)作一個模糊角(另外兩個角皆不是鈍角) 

的分角線交其對邊於 O。 
M

N

O 
        (2)過 O作此模糊角兩邊的垂直線段 

          OM 和ON  ，M、N為兩個垂足。 

        (3)以 O為圓心，OM 為半徑所作的 

半圓弓形(直徑在 O點所在的邊上) 

即為所求。 

 
3.密室之三：內接正方形。 

〔第一階段〕建立 ABC∆ 的內接正方形。 

〔分析〕如圖中，設DEFG為 ABC∆ 的內接正方形， 

      若 AH為BC上的高，且令 bAH = ， aBC =  

      設 xDE =    BCDE //Q  

      
b

xb
a
x −
=∴   axabbx −=  

      abxba =+ )(   
ba

abx
+

= 。 
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〔作法〕(1)如上圖右，作 BCAH ⊥ 且交BC於H 。 

X

H F

E

G

D

Q

A

B C 

b

a

F

E

G H

D

A

C

x 

a
b

B

      (2)過B作BX BC⊥ 。 

      (3)在BX 上取 點，且使Q BCBQ = 。 

(4)連HQ交 AB於 。 D

(5)作DG BC⊥ 且交BC於G。 

(6)以DG為邊作內接矩形 DEFG，則矩形 DEFG即為所求。 

〔證明〕 AHDGBQ ////Q  

BH
GH

BQ
DG

=∴ ……   
BH
BG

AH
DG

= ……  

+ 1=+
b

DG
a

DG
 

abDGba =+ )(
ba

abDG
+

=  

故正方形 DEFG合於所求。 

 
〔第二階段〕作模糊三角形的內接正方形。 

〔作法〕(1)作 ID、IE、IF、IG分別交模糊三角形之三邊於 、'D 'E 、F 、

。 

'

'G

(2)連 ''ED 、 ''FE 、 ''GD 。 

(3)四邊形 'D 'E 'F 'G 即為所求之內接正方形。 
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4.密室之四：半圓弓形(直徑兩端點在模糊三角形兩邊上，半圓與第三邊相切)。 
F'G'

D' E'

F

E

G

D
B

C

A

I

〔第一階段〕建立 ABC∆ 的內接半圓弓形。 

〔分析〕如下圖左，DE為半圓 O的直徑，且半圓切BC於 F， 

AH為BC上的高，且令 hAH = ， aOD = ，BC =b 

BCDE //Q ，
a

b
ah

h
2

=
−

 

ahabhb 2=− ， hbabah =+2 ， hbbha =+ )2(  

bh
hba
+

=
2
，

hbbh
bh

a
1221

+=
+

= 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

Q

F

O 
ED

X

H CB

A

aED

FH CB

A

h
O

b

〔作法〕 (1)作 BCAH ⊥ ，且交BC於 H。 

(2)過 B作 BCBX ⊥ 。 

(3)在BX 取 Q點，使
2
bBQ = 。 

(4)連HQ交 AB於 D，作 BCDE // ，交 AC於 E。 

(5)以DE為直徑，作半圓，則半圓弓形即為所求。 

〔證明〕 (1)作DG BC⊥ 且交BC於G。 

(2) AHDGBQ ////Q  
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BH
GH

BQ
DG

=∴ ……  
X

A

Q
  

BH
BG

AH
DG

= ……  a ED O

 
CH FGB

+ 1

2

=+
h

DG
b

DG
……  

÷ DG
DGhb
112

=+ ODaDG ==  

∴以DE為直徑所作的半圓會切BC於 F， 

故半圓弓形合於所求。 

〔第二階段〕作模糊三角形的內接半圓弓形。 

〔作法〕(1)作 ID、 IE、 IF分別交模糊三角形之三邊於 'D 、 'E 。 

(2)連 ''ED 。 

(3)以 ''ED 為直徑作半圓切模糊三角形的一邊於 。 'F

(4)半圓 與'O ''ED 組成的圖形，即為所求之內接半圓弓形。 

 

F'

O'
D' E'ED

CB

A

I

 
 
 
 
 
 
 
 

5.密室之五：內接面積最大的矩形。 

〔第一階段〕建立 ABC∆ 的內接面積最大的矩形。 

〔分析〕如下圖左，設 DEFG為 ABC∆ 的內接矩形，若 AH為BC上的

高，且令 bAH = ， aBC =  

設 xDE =    BCDE //Q  
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AH
AT

BC
DE

=∴
b

AT
a
x
=  

a
bxAT =

a
bxbDG −=  

DEFG面積 )( x
a
bbx −= bxx

a
b

+−= 2  

          
42

2
2 abaaxx

a
b

+

















+−−=  

          
44

)
2

( 2 ababax
a
b

≤+−−=  

∴當
2
ax = 時，DEFG的面積最大。 

即 D、E分別為 AB、AC中點時，可得到面積最大的內接矩形。 
 

 
 
 
 
 
 
 

F G

ED

CB

A

T

FG

E

H

D 

CB

A

x

b

a

〔作法〕(1)取 AB、 AC中點分別為 D、E。 

(2)連DE。 

(3)作DG BC⊥ 交BC於G，作EF BC⊥ 交BC於 。 F

(4)矩形 DEFG即為 ABC∆ 內接面積最大的矩形。 

〔第二階段〕作模糊三角形的內接面積最大的矩形。 

〔作法〕(1)作 ID、 IE、 IF、 IG分別交模糊三角形之三邊於 'D 、 'E 、
'F 、 'G 。 

(2)連 ''ED 、 ''FE 、 ''GD 。 

(3)矩形 'D 'E 'F 'G 即為所求之內接面積最大的矩形。 
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G' F'

D' E'

G F

D E
CB

A

I

 
 
 
 
 
 
 

6.密室之六：內接三邊中點連線的三角形。 

〔第一階段〕建立 ABC∆ 內接三邊中點連線的三角形。 

〔作法〕(1)分別取 AB、 AC、BC的中點 、D E、 。 F

(2)連DE、EF 、DF。 

(3)則 DEF∆ 即為 ABC∆ 內接三邊中點連線的三角形。 

 
 
 
 
 
 
 

F' 

D' E' 
D

A

I
B

F

E
C 

F

ED 

CB

A

 
 
〔第二階段〕作模糊三角形之內接三邊中點連線的三角形。 

〔作法〕(1)作 ID、 IE、 IF分別交模糊三角形之三邊於 'D 、 'E 、 'F 。 

(2)連 ''ED 、 ''FE 、 ''FD 。 

(3) ''' FED∆ 即為所求模糊三角形之內接三邊中點連線的三角形。 

 
三、但是對於內心位置剛好受到污損的模糊三角形而言，以上的大多數作法就不大管用

了。於是我們考慮作出模糊角內任一點指向模糊角頂點的直線。 

    經過我們的分工合作，絞盡腦汁想出的方法也是有 7種： 

〔已知〕一個模糊角 S∠ ，它的兩邊為 L、M，而 P為 S∠ 內的一點。 

〔求作〕PS。 

〔作法 1〕 (1)過 P作一直線分別交 L與M於 A、B。 
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(2)作直線 N平行 AB，且分別交 L與M於 A′、B′。 

(3)在 ''BA 上取 'P ，使得 ''PA ： ''BP = AP：PB。 

(4)作 PP ′，則 PP ′即為 PS。 

 

S P

A
A' 

N 

P''

B' 
B

M

A' 

P' 

B

A

P

B'

N

M

L 
 
 
 
 
 
 
 
 

〔作法 1之證明〕(1)作PS交 ''BA 於 ''P 。 

作法1主要是應

用相似三角形的

對應邊會成比例

的性質。 

(2) ABBA //''Q  

SP
SP

AP
PA '''''

=∴ ……  

  
SP
SP

PB
BP '''''

= ……  

由 、
PB

BP
AP

PA ''' '''
=  

'''PA ： ''' BP = AP：PB   

(3) Q ''PA ： ''BP = AP：PB  

∴ '''PA ： ''' BP = ''PA ： ''BP  

∴ ''P 即為 'P ，故 ''PP 即為PS。 

 

〔作法 2〕(1)過 P作直線 L′ //L，作直線 MM //'
。 

(2)分別在 與L′ 'M 上任取 A′、B′，連 ''BA 。 

(3)作一直線 AB // BA ′′ ，且分別交 L與M於 A、B。 

(4)連 'AA 與 BB ′交於 'P ，再作 'PP ，則 'PP 即為PS。 
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〔作法 2之證明〕 LL //'Q ， MM //'  又 ''// BAAB  

S

P'

B

A

B'

A'

M'

L'

P

M
作法 2主要也是應
用到相似形的觀念。

L

P'

B

A

B'

A'

M'

L'

P

M

L

''~ PBAASB ∆∆∴  

同理
'''' ~ BPABAP ∆∆ 。 

四邊形 ASB 'P ~四邊形 PBPA ′′′ 。 

'P 是兩個相似形的對應點。 

S和 P也是兩個相似形的對應點，故 'PP 即為PS。 

 

〔作法 3〕(1)作直線N，分別交 L、M於 A、B。 

(2)連 AP、BP。 

(3)分別取 AP、BP的中點 C、D。 

(4)過 C、D分別作直線 L′ //L， MM //'
，且 L′、M ′交於P′。 

(5)連 'PP ，則 'PP 即為PS。 

 
 
 
 
 
 
 

S

M

M'

L' 

P'

C

D
B

A
N 

P 

L

M

M'

L'

P'

C

D
B 

A
N 

P

L
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〔作法 3之證明〕(1)連CD。 

作法3應

用到的數

學性質與

作法2相

同。 

(2)Q //L，L′ MM //'
，又 ABCD //  

ASBDCP ∆∆ ~'
， APBCPD ∆∆ ~  

四邊形 PASB~四邊形 DPPC ′ 。 

∴P是兩個相似形的對應點。 

∴ P′、S也是兩個相似形的對應點。 

∴故 'PP 即為PS。 

 
〔作法 4〕(1)過 P作直線 N分別交 L、M於 A、B。 

(2)過 A作直線 L′，使 12 ∠=∠ ，過 B作直線M ′，且使 。 34 ∠=∠

(3)設 與L′ M ′交於P′，連 'PP 。 

(4)過 P作 ''PP ，且使 56 ∠=∠ ，則
''PP 即為PS。 

 
 
 
 
 
 
 
 

L′L′

M ′ M ′

S P'' P'
4

21

A

B
3

N

M 

L

6 5
P

P'' P'
43

1

A

B

N

M

L

6 5
P
2

 

〔作法 4之證明〕(1) 21 ∠=∠Q ， 43 ∠=∠ ， ABAB = 。 

作法 4是應用
線對稱圖形在

對稱軸兩側的

圖形互為鏡射

的性質。 

BAPASB '∆≅∆∴ 。 

PASB ′即為以 AB為 

對稱軸的線對稱圖形。 

PS、 'PP 互為鏡射。 

(2) Q 56 ∠=∠  ∴ ''PP 即為PS。 

〔作法 5〕(1)過 P作直線 N//M，交直線 L於 C。 

(2)過 P作 AB，分別交 L、M於 A、B，且使 1∠=∠NPA 。 

(3)連BC。 
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(4)過 P作PD，且使 PCDCPD ∠=∠ ，而PD交 BC於 D。 

(5)則PD即為PS。 

 
 
 
 
 
 
 
 

1

S
D

B
M

A
N C

P

L

D 

B
M

AN C
P

L

1

〔作法 5之證明〕(1) APC∠=∠1Q ，N//M 

ABSASB ∠=∠∴  

L

P

M

A

B

O

N

W

L

P

M

A

B

O

N 

W
S

ASB∆ 為等腰三角形。 

(2) CPSPCB ∠=∠Q  
又 PCBPCDCPD ∠=∠=∠  

作法 5是應用等腰
三角形的性質以

及鏡射的觀念。 

CPSCPD ∠=∠∴ ，故PD即為PS。 

〔作法 6〕(1)作PA垂直 L，並交直線 L於 A。 

(2)作PB垂直M，且交直線M於 B。 

(3)分別作PA、PB之中垂線 N、W，且令直線 N、W交於 O。 

(4) PO即為PS。 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

作法 6主要是應用我們所學到數學性質：(1)圓上任一弦的中
垂線必通過圓心；(2)一圓的直徑兩端點與圓上其它一點可連
成直角三角形。 
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〔作法 6之證明〕(1) °=∠+∠ 180PBSPASQ   

 ∴P、A、S、B共圓 O。 

(2) °=∠ 90AQ   ∴ PS為圓 O的直徑。 

又PO為半徑  ∴ PO即為PS。 

〔作法 7〕(1)作 LPA ⊥ 且與 交於 A，且作L PA交直線M 於 C點。 

(2)作 MPB ⊥ 且與M 交於 B，且作 PB交直線 於 D點。 L

(3)連CD。 

(4)過 P作 CDPE ⊥ 交CD於 E點，則 PE即為 PS。 

 
 
 
 
 
 
 

〔作法 7之證明〕(1) LCA ⊥Q ， MDB ⊥   

P∴ 為 SCD∆ 的垂心。 

(2)又 CDPE ⊥   PE∴ 過 S點 

PE⇒ 即為PS。 

作法 7主要是
應用一個三角

形三個邊上的

高會交於同一

點(垂心)。 

P

四、能夠由三角形內部一點，作出此點指向模糊角頂點的直線，就可運用更簡易且不侷

限靠內心的作圖法，來完成重建模糊三角形上消失的密室。以下的密室作圖法稱為

關鍵點作圖法：設法找到相似密室的關鍵點指向模糊角頂點的直線，再找到此關鍵

點在模糊三角形邊上的對應點，然後運用平行的性質，就可完成密室了。 

1.密室之一：內接正方形。 

〔已知〕模糊 。 STU∆

〔求作〕正方形 DEFG，使EF 在 ST上， 在D SU上，G在UT上。 

〔作法〕(1)在 SU上取一點 P，過 P作 STPQ ⊥ 於 Q。 

(2)作 PQPR ⊥ ，且取 PQPR = 。 
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G

E

D

F

R 

Q

P

(3)作 SR交UT於 G。 

(4)過 G點作 ST⊥GF 交 ST於 F。 

(5)過 G點作 GFGD ⊥ ， 

交 SU於 ，過 點作 D D

DGDE ⊥ 交 ST於 E，則 DEFG即為所求。 

由以上的內接正方形的作圖可以看出，只要在模糊三角形上，找到如上圖中的關鍵

點 R，並作出其指向模糊三角形頂點 S的直線（即RS），再由RS與 S∠ 對邊的交

點定出密室的對應點，很快就可以作出密室了。 

2.密室之二：內接半圓弓形。 

〔已知〕模糊 。 STU∆

〔求作〕半圓弓形 DEF，使半圓弧 DEF與 ST相切於 F，直徑DE兩端點分

別在TU、 SU上。 

〔作法〕(1)在 SU任取一點 P，過 P作 STPQ ⊥ 於 Q。 

(2)過 P作 PQPR ⊥ ，且使 PQPR 2= 。 

(3)作 SR交TU於 D。 

(4)作 STDH ⊥ 交 ST於 H。 

(5)過 D作 DHDE ⊥ 交 SU於 E。 F H

OE D

R

Q

P

U

S T

(6)以DE為直徑畫半圓 O，切 ST於 F， 

則半圓 O與DE所組成的圖形即為所求。 

 
3.密室之三：內接面積最大的矩形。 

〔已知〕模糊 。 STU∆

〔求作〕內接面積最大矩形 DEFG，使EF 在 ST上， 、G分別在D SU、TU  

上。 
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〔作法〕(1)作直線 TU⊥W ，且交 ST於M。 

(2)過M作 WMN ⊥ ，且交 SU於 N，則 TUMN // 。 

(3)取MN中點 R。 

(4)作 SR交TU於 G，過 G作 STGF ⊥ ，交 ST於 F。 

(5)過 G作 GFGD ⊥ ，交 SU於 D，過 D作 DGDE ⊥ ，交 ST於 

E，則矩形 DEFG即為所求。 

 

GD

E F

RN

M

W

U
 
 
 
 
 
 
 

 4.密室之四：內接三邊中點連線的三角形。 

〔已知〕模糊 。 STU∆

〔求作〕 DEF∆ ，且 D、E、F分別是 SU、 ST、TU的中點。 

〔作法〕(1)作直線 TU⊥W ，且交 ST於M。 

(2)過M作 WMN ⊥ ，且交 SU於 N，則 TUMN // 。 

(3)取MN中點 R，作 SR交TU於 F。 

(4)作 STFH ⊥ 交 ST於 H，過 F作 FHDF ⊥ 交 SU於 D。 

(5)過 F作EF 交 ST於 E，且使 UDFDFE ∠=∠ SUEF // 。 

(6)連DE，則 DEF∆ 即為所求。 

 

E

D
N

H

F

R

M

W

S 
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伍、討論： 
     以上我們所探討出的各種密室作圖法，雖然都是值得參考且實用的作法，但是由於

我們是把作圖環境考慮在模糊的條件之下，因此我們想到：是否有「關鍵密室」，可以

藉由它使得其它密室與模糊三角形的交點更有效率的被找出來？ 

     有的這種想法後，我們才想到運用「三邊中點連線的三角形」（以下稱它為「關鍵密

室」），理由是這個三角形與另外三個被分割出的三角形全等，而且它與原模糊三角形是

邊長為 1比 2的相似三角形，而且我們也經由「大力思索」而證明出一個模糊三角形的

內心必在其關鍵密室內部，因此只要關鍵密室內部不觸及任何模糊地帶，就可以其內部

為相似密室的作圖根據地，再依比例找到模糊三角形邊上的密室交點了。我們將此作圖

法稱為「關鍵密室作圖法」，它的延伸作圖的觀念與作法將是一個可以有效迴避模糊地

帶的密室作圖法。 

 
[已知]如右圖， XYZ∆ 的三邊中點為 D、E、F。 

[求證] XYZ∆ 的內切圓圓心 I必在 DEF∆ 內部。 

[證明]作 YZXH ⊥ 垂足為 H。若設內切圓半徑為 r。 

XHYZrYZXZXY ××=×++
2
1)(

2
1

Q  

E 

X

rYZYZXHYZ ×+>×∴ )(  FD
I

XHrXHr
2
12 <⇒<  ZY H 

由此可推得 I點不在 XDF∆ 邊上或內部。 

同理 I點也不在 YDE∆ 和 ZEF∆ 邊上或內部，故 I點必在 DEF∆ 內部。 

 
以下我們就以完成模糊三角形的內切圓及內接正方形這兩個密室的作圖過程作說明： 

(一)先以關鍵點的觀念，完成模糊三角形上的關鍵密室作圖(作法如上頁的密室之四)。 

【如下頁圖(一)中的 DEF∆ 】 

(二)完成關鍵密室的兩個內角平分線，並確定分角線與對邊的交點。 

【如下頁圖(二)中的 DEF∆ 與兩內角平分線QE、 FR】 

(三)利用關鍵密室與另外三個被分割的三角形會全等的性質，可以作出模糊三角形的兩

條分角線而確定出內心的位置，只要再確定半徑長( DEF∆ 內切圓半徑的 2倍長)就可

作出內切圓這個密室了。 

【如下頁圖(三)中取 QFDK ′= ，並作 FQEFKM ∠=∠ 使得KM ∥EQ，可推得KM 為
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模糊角 的分角線，同樣的作法再作U∠ S∠ 的分角線HN，就可找到模糊三角形的

內心I。】 

(四)作出關鍵密室的三邊中點與內接正方形。 

【如下頁圖(四)中的 A、B、C三點與內接正方形 XYWV。】 

(五)經由作圖(四)中取出關鍵密室的各邊中點與內接正方形的頂點間的距離，並在模糊三

角形的邊上找到內接正方形的頂點，密室就不難完成了。 

【如下頁圖(五)取 CVVD 2=′ ， AWW 2=′F ， XBEX 2=′ ， YBEY 2=′ ，並作 VWYX ′′′′ 。】 

 
 

圖(三) 圖(四) 
E 

圖(二) 圖(一) 

圖(六)

E 

F D

X' 

V' 

Y'

F
W'

E 

D

圖(五) 

X Y

W

B

A C 
V 

D F 

E
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K NQ 

RH 
 
M 

F

E 

D

Q

R

F 

E

DF D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
如果將「關鍵密室作圖法」的觀念延伸(如上圖(六))，也就是只要往關鍵密室更下

層、更合適的「三邊中點連線的三角形」作圖，直到有ㄧ個「三邊中點連線的三角形」

(愈大愈好)的內部完全不觸及模糊地帶，再以其內部為相似密室的作圖根據地，並如同

之前內切圓與內接正方形的作圖方式，相信只要掌握正確的比例，理論上它是一種高成

功率的密室作圖法。 
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陸、結論： 
一、我們只要在模糊三角形內部找一適當的點(包含內心)，作出此點指向三個模糊角頂

點的三條直線，並利用平行的性質，先在模糊三角形內部作一個相似三角形，再利

用投射與相似對應的觀念，就可以作出密室了。 

如下圖示，假設 P為模糊 STU∆ 內部的一點，首先作出 P點指向三個模糊角頂點

的直線，並作 SUAB // ， STBC // （則 TUAC // ），接著作出 ABC∆ 的內接正方

形 DEFG，然後分別作 PD、PE、PF、PG交 STU∆ 的三邊於 、D′ E′、F ′、G′，

則 STU∆ 的密室正方形
'' G''FED 就完成了。 

 
 

SS

E'

F'G'
F

E

G

D'

C
D

C
B B

P

A A

P

 
 
 
 
 
 
 
 

二、我們進一步發現：利用「關鍵點作圖法」先找出相似密室的關鍵點，作出此點指向

模糊三角形某個頂點的直線，並找到此關鍵點在模糊三角形邊上的對應點，再運用

平行的性質作出模糊三角形的密室，是一種較簡單的密室作圖法。 

三、我們研究以內心或其它特定點而作出指向 STU∆ 頂點的直線作圖，為了是想呈現解

決問題的多樣方法，希望可以在不同模糊程度之下，仍可找到重建密室的方法。 

    也可以說儘管一個模糊角的分角線作圖以及模糊角內部一點指向模糊角頂點的直

線作圖皆多達 7種以上，但並不表示最簡單的作法就一定可以成功作出圖形。 

四、如果模糊三角形的關鍵密室未(或很少)觸及模糊地帶，則先完成關鍵密室後，再使

用「關鍵密室作圖法」，是一種可以有效迴避模糊地帶的密室作圖法。如果將此作

圖觀念延伸，往關鍵密室更下層的「三邊中點連線的三角形」作圖，直到有ㄧ個「三

邊中點連線的三角形」(愈大愈好)的內部完全不觸及模糊地帶，再以其內部為相似

密室的作圖根據地，只要掌握正確的比例，理論上它是一種高成功率的密室作圖法。 

五、此次的研究歷程與成果，讓我們將整個在國中所學到的幾何知識做一次融合、整理 
與應用。我們藉由設定模糊困境，進一步試圖找出種種排除困境與達成任務的方
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法，研究過程雖然辛苦，卻讓我們感覺非常有意義，更讓我們進一步體會到數學知

識的實用與奧妙。 

柒、參考資料： 
一、李恭晴、陳昭地等編「國民中學數學第五冊」（民 91.8）。台北市：國立編譯館。 

二、李恭晴、陳昭地等編「國民中學數學第四冊」（民 91.1）。台北市：國立編譯館。 
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評語 
從一個不完整模糊角的分角線出發，利用教材內容做完整而充分的發揮，且能表現出一題多

解的精神，尤其是在幾何基本知識的表現上，對國中學生而言更是一件相當完美的作品。 
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