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摘要摘要摘要摘要

本研究是[對於正 n 邊形 A1A2…An 邊上一點 P(含頂點)，想像自定點 P 朝鄰邊發出一條

光線，若依逆(順)時針方向依序與每邊皆碰撞一次，經一圈而可回到 P 點，則此路徑稱為「光

圈」。我們試著追蹤能形成光圈的光線行進路徑及其相關問題。]

本研究令 121 =AA 、 sPA =1 (其中 10 ≤≤ s )，且以逆時針得光圈來討論：

1.根據[光的反射原理]，探討光圈之存在性，發現除定點 P 在正 2m 邊形或正三角形的頂點

外，其餘皆有光圈。

2.將可形成光圈的路徑圖展開成[直線路徑圖]來探討。

3.由[直線路徑圖]，我們觀察到光圈的光線行進路徑可能存在三種：

(1)通過正 n 邊形的頂點，光線行進終止。

(2)不通過正 n 邊形的頂點，且產生路徑循環問題。

(3)不通過正 n 邊形的頂點，且路徑不循環。

4.發現出正 2m 邊形光圈皆為[完美光圈]。

 5.發現正 2m+1 邊形光圈之路徑與有理數、無理數之特質有關。即當 s 值為有理數時，路徑

會循環；當 s 值為無理數時，路徑不循環。

壹壹壹壹.研究動機：研究動機：研究動機：研究動機：

在課堂中老師上到[[[[選修課本第四冊平行的應用選修課本第四冊平行的應用選修課本第四冊平行的應用選修課本第四冊平行的應用----反光篇反光篇反光篇反光篇]]]]時，順便提到利用【光的反射【光的反射【光的反射【光的反射

定律】定律】定律】定律】可以尋求最短路徑。後來我們到圖書館及網路上尋找相關資料，找到中華民國第二

十九屆高中科展「「「「n 邊形內具有最小周長的內接邊形內具有最小周長的內接邊形內具有最小周長的內接邊形內具有最小周長的內接 n 邊形」邊形」邊形」邊形」，為利用正弦定理求內接多邊形

周長最小值以及第三十八屆中小學科展的「鏡射乾坤」「鏡射乾坤」「鏡射乾坤」「鏡射乾坤」，內容為利用鏡射研究出內接多邊

形周長最小值。若我們把鏡射改成利用[光的反射定律]，自凸 n 邊形邊上一點 P 發出一條

光線，經多次反射。若能形成內接凸 n 邊形，則此內接凸 n 邊形的周長，剛好為過 P 點所

有內接凸 n 邊形周長的最小值。當此光線回到 P 點，接著繼續前進，則此光線行進路徑會

如何？是否有終點？是否有規律？……？一連串問號？驅使我們朝研究之路邁進。

貳貳貳貳.研究目的：研究目的：研究目的：研究目的：

1.研究正 n 邊形具有何種光圈？

2.尋找解決正 n 邊形內能形成光圈的路徑追蹤辦法。

3.探討光圈的光線反射路徑類型。

4.探討光圈的光線路徑與出發點位置有何關連？

5.光圈的光線反射次數與出發點位置有何關係？

參參參參.研究器材：研究器材：研究器材：研究器材：電腦、 SketchpadsGeometerThe '

肆肆肆肆.研究過程：研究過程：研究過程：研究過程：

一.前言：我們先定義下列名詞

1.光圈：對於凸 n 邊形邊上一點(含頂點)，想像自定點 P 朝鄰邊發出一條光線，若依逆(順)
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時針方向依序與每邊皆碰撞一次，經一圈而可回到 P 點，且此行進路線所構成的

圖形為凸多邊形，稱之。(如圖一、二、三)

圖(一) 圖(二) 圖(三)  

∠3=∠4            ∠3=∠4，∠5=∠6       ∠1=∠2，∠3=∠4

∠5=∠6 ∠7=∠8，∠9=∠10      ∠5=∠6，∠7=∠8，∠9=∠10    

2.非完美光圈：若光圈為凸 n 邊形，且光線不可在此光圈無限循環，稱之。如(圖二)，

其中∠1≠ ∠2。

3.完美光圈：若光圈為凸 n 邊形，且光線可在此光圈無限循環，稱之。如(圖三)，其中

∠1=∠2。

在尋找「過凸 n 邊形邊上一定點 P，所形成的內接凸 n 邊形中周長最小者」可利用

n-1 次鏡射得到。(當然，前提是過 P 點可形成前面所定義的完美或非完美光圈)。實際上

此種鏡射方式與光的行進路徑不謀而合。至於，如何得到光圈？我們以正五邊形來探討：

1.過正五邊形 ABCDE 中， AB上一點 P，作出光圈。

(1)分別作 P 關於BC、 AE之鏡射得像 P2、P3

(2)分別作 P2 關於CD、P3 關於DE之鏡射得像 P4、P5

(3)連 54PP 交CD、DE於 R、S

(4)分別連 2RP 、 3SP 交、BC、 AE於 Q、T

(5)連 PQRST 得光圈 (如圖四)

(圖四) (圖五)

2.將(圖四)作關於BC、 2CD 、 22ED 、 42AE 之連續 4 次鏡射得(圖五)。
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3.過 P 作任意內接五邊形 '''' TSRPQ 得(圖六)。
由(圖五)、(圖六)，可得結論：

1.形成光圈的光線路徑圖可以光的直線 'PP 來取代討論。

2.光圈 PQRST 的周長= 'PP ≤ 'PQ + 2''RQ

+ 22 '' SR + 22 '' TS + ''2 PT =五邊形 '''' TSRPQ (圖六)
之周長。

3.利用(結論 2)可推廣証得：若凸 n 邊

形有[非完美光圈]，則此[非完美光圈]
之周長為過定點 P 之內接凸 n 邊形周

長最小者。

由上述三種光圈定義及[光的反射定律]，
我們可初步得到下面結論：























.:)2(
.,:)1(

:.3

),.(,,:(2)
.nP:(1)

:.2

.:.1

前進光線路徑在光圈不停的

邊形周長之最小值所有內接邊形中其周長為凸
完美光圈

虛線如圖二繼續前進離開光圈光線路徑形成光圈後

邊形周長最小值之內接其周長為過邊上定點
非完美光圈

點光線路徑終止於原出發過頂點光圈

光圈

nn

P

接著，進入我們的研究主題：

「想像從正「想像從正「想像從正「想像從正 nnnn 邊形邊形邊形邊形 AAAA1111AAAA2222…A…A…A…Annnn 邊上一點邊上一點邊上一點邊上一點 PPPP 發出一條光線，當可形成光圈時之路徑軌跡及相發出一條光線，當可形成光圈時之路徑軌跡及相發出一條光線，當可形成光圈時之路徑軌跡及相發出一條光線，當可形成光圈時之路徑軌跡及相

關結論」關結論」關結論」關結論」。

二....正正正正 nnnn 邊形光圈的路徑相關問題研究：邊形光圈的路徑相關問題研究：邊形光圈的路徑相關問題研究：邊形光圈的路徑相關問題研究：

根據光的「反射定律」，自正 n 邊形 21AA 上一點

(不含端點)P，出發所形成的光圈如圖＜七＞，

則必

∠3=∠4，∠5=∠6，…，∠(2n-1)=∠2n 圖＜七＞

至於∠1、∠2 有可能相等或不相等的兩種情況，與 n 是偶數或奇數有密切關係，底下

分＜問題一＞n=2m 和＜問題二＞n=2m+1 兩種情形來討論，問題探討如下:

＜問題一＞：自正＜問題一＞：自正＜問題一＞：自正＜問題一＞：自正 2222mmmm 邊形邊上一點邊形邊上一點邊形邊上一點邊形邊上一點 PPPP 發出一條光線，若可形成光圈，則為何種光圈？發出一條光線，若可形成光圈，則為何種光圈？發出一條光線，若可形成光圈，則為何種光圈？發出一條光線，若可形成光圈，則為何種光圈？

其光線路徑又如何？其光線路徑又如何？其光線路徑又如何？其光線路徑又如何？

由上述知，此問題為 n 是偶數的情形 n=2m

由 mAAA 221 ∠=⋅⋅⋅=∠=∠
可得 mm 4)14(8743 ∠=−∠==∠=∠=∠=∠ L

又在 nPPA1∆ 、 22PPA∆ 中

23180418021801 211 ∠=∠−∠−°=∠−∠−°=∠−∠−°=∠ AmAnAQ

21)24()34(65 ∠=∠=−∠=−∠==∠=∠∴ mmL

P4

A 4

P3
Pn-1

Pn

A3A n

A 2PA1

6

P2
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利用[前言]之＜結論 1＞可把光線在正 n 邊形內反射所形成的路徑以 2PP 來取代。即將

圖＜七＞改成圖＜八＞來討論

圖＜八＞

當我們延長 2PA 及 23 '' AA 交於 Q

由於 mAAA 221 ∠==∠=∠ L

可得 21212654321 ''//''////''//'// AAAAAAAAAA mm−L
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n
mm °=∠=−∠==∠=∠=∠=∠=∠⇒

1804)14(54321 L

⇒多邊形 PP2P3…P2m 為等角 2m 邊形

即正 2m 邊形 A1A2…A2m 所形成之光圈皆為[完美光圈]。

特別地，當 P 在端點 A1(或 A2)上，由圖＜八＞可得，其路徑朝 31AA (或 42AA )前進。

但因我們限定光線在正 n 邊形內，根據光的「反射定律」，知光線終止於 A3(或 A4)。即此

時無光圈。
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結論：結論：結論：結論：1. 1. 1. 1. 若若若若 PPPP 不在頂點上，則正不在頂點上，則正不在頂點上，則正不在頂點上，則正 2222mmmm 邊形必有光圈，且為邊形必有光圈，且為邊形必有光圈，且為邊形必有光圈，且為[[[[完美光圈完美光圈完美光圈完美光圈]]]]，其光線路徑為朝，其光線路徑為朝，其光線路徑為朝，其光線路徑為朝

鄰邊以仰角鄰邊以仰角鄰邊以仰角鄰邊以仰角
m2

180°
射出形成等角射出形成等角射出形成等角射出形成等角 2222mmmm 邊形邊形邊形邊形 PPPP1111PPPP2222PPPP3333…P…P…P…P2222mmmm 光圈，並在其周界不停的光圈，並在其周界不停的光圈，並在其周界不停的光圈，並在其周界不停的

前進，即無終點。前進，即無終點。前進，即無終點。前進，即無終點。

     2.     2.     2.     2.若若若若 PPPP 在頂點上，則無光圈。在頂點上，則無光圈。在頂點上，則無光圈。在頂點上，則無光圈。

＜問題二＞：自正＜問題二＞：自正＜問題二＞：自正＜問題二＞：自正 2222m+m+m+m+1111 邊形上一點邊形上一點邊形上一點邊形上一點 PPPP 發出一條光線，若可形成光圈發出一條光線，若可形成光圈發出一條光線，若可形成光圈發出一條光線，若可形成光圈，則為何種光圈？，則為何種光圈？，則為何種光圈？，則為何種光圈？

其路徑又如何？其路徑又如何？其路徑又如何？其路徑又如何？

由[前言]可知，此問題為 n=2m+1 之情形，因此可得





∠=+∠=+∠==∠=∠=∠=∠
∠=∠=−∠==∠=∠=∠=∠

2)24()14(10965
14)14(8743

mm
mm

L

L

可推得 2122
360180)23(180)21(180 A
n

PPP m ∠=°
−°=∠+∠−°=∠+∠−°=∠ +

接著，同正 2m 邊形討論一樣。我們可將形成光圈之路徑圖改成無障礙直線路徑圖，

如圖＜九＞。

(圖九)

1.特別地，當 P 在端點 A1 (或 A2 ) ，由上圖可知光線路徑為 12321 APPPA m −−−−− L (或

212432 APPPA m −−−−− +L )可得結論：

(1)當 m=1，無光圈。

(2)當 m>1，有光圈。

且兩者光線皆終止於原出發點 A1(或 A2)上。

2.當 P 不在端點上，且∠1=∠2

'QPP∆⇒ 為等腰三角形

'QPQP =⇒ 1122 ''' APQAPAQA +=+⇒
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即當 P 為 21AA 的中點時，可得[[[[完美光圈完美光圈完美光圈完美光圈]]]]。。。。

3.當 P 不在端點，且 21 ∠≠∠

由上可得 P 不為 21AA 中點形成之光圈為[非完美光圈]，其路徑將離開光圈，並依[光

的反射定律]繼續前進。至於其路徑如何？我們將＜問題二＞分成＜問題二－1＞正

三角形、＜問題二－2＞正五邊形及＜問題二－3＞一般正 2m+1 邊形來討論：

＜問題二－＜問題二－＜問題二－＜問題二－1111＞：對於正△＞：對於正△＞：對於正△＞：對於正△ 321 AAA ，，，，PPPP 在在在在 21AA 上，若上，若上，若上，若 21AA ＝＝＝＝1111 單位長、單位長、單位長、單位長、 PA1 ＝＝＝＝ssss 單位長（其中單位長（其中單位長（其中單位長（其中

0000＜＜＜＜ssss＜＜＜＜1111），自），自），自），自 PPPP 發出一條光線形成光圈，其光線行進路徑會如何？發出一條光線形成光圈，其光線行進路徑會如何？發出一條光線形成光圈，其光線行進路徑會如何？發出一條光線形成光圈，其光線行進路徑會如何？

問題解決分析：

首先，將正△的光圈路徑圖改成無障礙之直線路徑圖，並予以座標化。但當我們

將直線路徑圖置於直角座標平面上時，發現頂點座標並非全為格子點座標，又因為鏡

射所得的圖形僅由三個方向構成。因此，經過我們研究，如以斜角座標平面來處理時，

可將鏡射後的頂點皆化為格子點座標。如此，可大幅簡化過程的討論，座標化如下：(見

圖十)

○1 原點：A1(0，0)

○2 x 軸： PA1

○3 y 軸：以 A1 為中心，將 PA1 逆時針旋轉 120
0
( 321 AAA∆ 之外角)，得之

由(圖十)知  P(s，0)、 2A (1，0)、

3A (1，1)、 'P (2，1+s)、 ('1A 2，1)

、 2'A (2，2)

可推得

)(
2
1

2
0)1(0:'

sx
s
sy

s
s

sx
yPP

−
−
+=

−
−+=

−
−

xyAA
2
1:'11 =       (當 s=0) 

)1(2:'22 −= xyAA  (當 s=1)                                          

(圖十)



8

P'3

A2A1 P

A3

P'

P2
P3

A'1

A'2
A'3

A'' 2
A''1

p"3

p"2

p'2

p'3

p"

s

s

A2A1 P

A3

P'

P2P3

A'1

A'2
A'3

1.1.1.1.當當當當
2
1=s ，，，，由＜問題二＞研究可得由＜問題二＞研究可得由＜問題二＞研究可得由＜問題二＞研究可得

(1)(1)(1)(1)光的直線路徑圖光的直線路徑圖光的直線路徑圖光的直線路徑圖

2
1:' −= xyPP

(2)(2)(2)(2)光圈光圈光圈光圈 32PPP∆ 為為為為[[[[完美光圈完美光圈完美光圈完美光圈]]]]

(3)(3)(3)(3)路徑在路徑在路徑在路徑在 32PPP∆ 周界不停的循環周界不停的循環周界不停的循環周界不停的循環

(如圖十一)

2.2.2.2.當當當當 1
2
1 << s

光的直線路徑圖如圖(十二)

(1)由圖(十二)觀察可猜測下列幾種可能                          (圖十一)

情形：

○1 'PP 通過正三角形的頂點，則還原

在正△ 321 AAA 內光線之行進會終

止於頂點。

○2 'PP 不通過正三角形的頂點，則可

能

○i 產生循環問題

○ii 產生不循環問題

(2)當 'PP 通過正三角形的頂點，則此頂點

座標可令為 A(a，b)，a，b N∈

代入 'PP 方程式得

)(
2
1 sa
s
sb −

−
+=      (圖十二)

ssasabsb −−+=−⇒ 22
02)1(2 =−+−+−⇒ absbas …………[二-1.1]

2
)2(4)1()1( 2 abbaba

s
−−−+±−+

=⇒

由圖(十二)可觀察知 3,3 ≥≥ ba
得判別式 )2(4)1( 2 abba −−−+

0252)5()1( 22 >−+−++= abba

∴ s 有解，即 'PP 存在通過正三角形的頂點。

○1 當 s 為有理數，顯然不合。( 1
2
1 << sQ ，而上述 s 值若有解，則 2s 值必為
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整數)

○2 A(a，b)落在







−<

−>

)1(2
2
1

xy

xy







−<

−>
⇒

)1(2
2
1

ab

ab

圖形區域內

)1(2
2
1

−<<−⇒ aba

)1(2 −<≤⇒ aba

顯然，當
2
1

<s<1 時

， 'PP 可能通過正

三角形的頂點，且

此時 )1(2 −<≤ aba
，並可得知 s 值必

為無理數。 (圖十三)

○3 當還原在正△ 321 AAA 內， PAQ 穿越 2b -1 個三角形， ∴共反射 2(b-1)次，終

止於頂點。(如圖十三)

又 1AQ 2A '1A 3A 為平行四邊形，其中 )0,0(1A 、 )0,1(2A 、 )1,1(3A ，易得鏡射後

△ 321 AAA 三頂點所產生的像位置之點座標 ),( 11 yx 、 ),( 22 yx 、 ),( 33 yx 必分別

為 )(3 11 yx + 、 )1(3 22 −+ yx 、 )2(3 33 −+ yx

∴由 A(a，b)可確知光線路徑會終止於△ 321 AAA 那一頂點。

○4 當給定光線經 2(b-1)次，可反射後終止於頂點，則由 )1(2 −<≤ aba 可得

bab ≤<+1
2
1

又對正 n 邊形，當 10 << s 時，過 P 點皆同時有一順、逆時針之光圈，所

以 s 值共有





 −=



 ++− )1(

2
12

2
1)1

2
1(2 bbb 個解

其逆時針所得光圈的光線直線路徑圖，第一次所通過的正三角形頂點座標

y

15

s

s

A2A1 P

A3

P'

P2P3

A'1

A'2 3

4 5

6

98 8

7

7

11

9

10 13

11

11

10 191715

13

13

12 12

14

16

17 19

15 17

15

18

20

18

20

1917

14

12 19

20 20 20

18 18 19

14

161616

x
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為(b，b)、(b-1，b)、…….、( 



 + 2
2
1 b ，b)，且可確定每一種情況的光線路

徑會終止於△ 321 AAA 那一頂點。

(3)當 2PP 不通過正三角形的頂點，則

當產生循環問題，可令第一個循環點座標為(a+s，b)其中a、 Nb∈

代入 'PP 方程式，得

a
s
s

ssa
s
sb

⋅
−
+=

−+
−
+=

2
1

)(
2
1

○1 當 s 為有理數

○i 令
p
qs = ， p、 Nq∈ ， p( ， 1) =q

a

p
q
p
q

b ⋅
−

+
=∴

2

1

)()2(
)()2(
baqabp
aqpqpb

+=−
⋅+=−

又 p(Q ， 1) =q

Nt
qtab
ptba

∈




=−
=+

∴
2










⋅
−=

⋅
+=

⇒
tqpa

tqpb

3
2

3

○ii ),( bsa +Q 為循環點座標

ba +∴3

又 tptqptqpba ⋅=⋅
−+⋅

+=+
3

2
3

t∴ 取 3，得





+=
−=
qpb
qpa 2










−=

+=

3
2

3
abq

bap
and
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即第一次循環點座標第一次循環點座標第一次循環點座標第一次循環點座標 ),2(" qp
p
qqpP ++−

且 1
2
1 <=<

p
qsQ

02)()2(
2

<−=+−−=−⇒
<⇒

qpqpqpba
qp

∴可得 "PP 穿越 2b個三角形

即即即即還原在正△還原在正△還原在正△還原在正△ 321 AAA 內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射 2b2b2b2b----1111 次回到次回到次回到次回到 PPPP 點，再作無限點，再作無限點，再作無限點，再作無限

次相同路徑的反射。次相同路徑的反射。次相同路徑的反射。次相同路徑的反射。

○2 當 s 為無理數

由 a
s
sb ⋅

−
+=

2
1

推得
ba
abs

+
−= 2

為有理數，不合

至此我們確定，當當當當 ssss 值為值為值為值為無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。

又由上述得知當路徑又由上述得知當路徑又由上述得知當路徑又由上述得知當路徑 'PP 通過正三角形的頂點，則通過正三角形的頂點，則通過正三角形的頂點，則通過正三角形的頂點，則 ssss 值必為無理數。反值必為無理數。反值必為無理數。反值必為無理數。反

之，之，之，之，ssss 值為無理數，則值為無理數，則值為無理數，則值為無理數，則 'PP 是否必通過正三角形的頂點？是否必通過正三角形的頂點？是否必通過正三角形的頂點？是否必通過正三角形的頂點？

我們以 1230 <−< 代入 'PP 方程式

由[二-1.1]可得

02)23)(1()23( 2 =−+−−+−− abba

0)]23)(1(62[)25( =−−++−−+ baab

0)23)(1(62 ≠−−++ baQ

∴不合，可得當 23 −=s 路徑不到達頂點

即 s 值為無理數，光線在 321 AAA∆ 內可能終止於頂點或在內部作不循環的

反射。

3.當
2
10 << s

同上述討論，可得結論：

(1)(1)(1)(1)○1 當當當當 'PP 通過正三角形的頂點，則通過正三角形的頂點，則通過正三角形的頂點，則通過正三角形的頂點，則 ssss 值必為無理數。值必為無理數。值必為無理數。值必為無理數。

○2 若直線路徑圖第一次所通過的頂點為若直線路徑圖第一次所通過的頂點為若直線路徑圖第一次所通過的頂點為若直線路徑圖第一次所通過的頂點為 A(aA(aA(aA(a，，，，b)b)b)b)，則，則，則，則

QA(a，b)落在



12










−<

>

2
1

2
1

xy

xy
圖形區域內










−<

>
⇒

2
1

2
1

ab

ab

aba <<⇒
2
1

○3 當還原到正△當還原到正△當還原到正△當還原到正△ 321 AAA 內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射 2222(a(a(a(a----1)1)1)1)----1=2a1=2a1=2a1=2a----3333 次而終止於頂點次而終止於頂點次而終止於頂點次而終止於頂點((((由由由由

圖十圖十圖十圖十三可推得可推得可推得可推得))))

△△△△1111 當當當當 ba +3 ，，，，終止於終止於終止於終止於 AAAA1111

△△△△2222 當當當當 13 −+ ba ，，，，終止於終止於終止於終止於 AAAA2222

△△△△3333 當當當當 23 −+ ba ，，，，終止於終止於終止於終止於 AAAA3  3  3  3  

○4 aba <<
2
1

Q

∴s 值之解共 



 −=



 − )1(

2
12

2
12 aaa 個解

其逆時針所得光圈的光線路徑圖，第一次所通過的正三角形頂點座標為

(a，a-1)、(a，a-2)、…….、(a，a- 



 − )1(
2
1 a )，且可確定每一種情況的光

線路徑會終止於△ 321 AAA 那一頂點。

(2)(2)(2)(2)當當當當 2PP 不通過正三角形的頂點，則不通過正三角形的頂點，則不通過正三角形的頂點，則不通過正三角形的頂點，則

○1 當當當當 ssss 為有理數，可得路徑必循環，且為有理數，可得路徑必循環，且為有理數，可得路徑必循環，且為有理數，可得路徑必循環，且

○i 第一次循環點座標第一次循環點座標第一次循環點座標第一次循環點座標 ),2(" qp
p
qqpP ++−

○ii 還原在正△還原在正△還原在正△還原在正△ 321 AAA 內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射 2222a ----1111 次回到次回到次回到次回到 PPPP 點，再作無限次相點，再作無限次相點，再作無限次相點，再作無限次相

同路徑的反射。同路徑的反射。同路徑的反射。同路徑的反射。

○2 當當當當 ssss 為為為為無理數，則路徑不循環無理數，則路徑不循環無理數，則路徑不循環無理數，則路徑不循環

接著，我們提出下列兩例子，以更清楚的呈現上述研究結果：
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A1
A2

A 3

P17 

P16 P
15 

P14 

P13 
P12 

P
11 

P2

P3

P

P4

P5

P9

P7

P
8

P6

P10 

範例範例範例範例一一一一：自正△：自正△：自正△：自正△ 321 AAA ，，，， 21AA 上一點上一點上一點上一點 PPPP 發出一條光線以逆時針形成光圈，其中發出一條光線以逆時針形成光圈，其中發出一條光線以逆時針形成光圈，其中發出一條光線以逆時針形成光圈，其中 21AA

＝＝＝＝1111 單位長，單位長，單位長，單位長， PA1 ＝＝＝＝
5
4

單位長，則其光線行進路徑如何？單位長，則其光線行進路徑如何？單位長，則其光線行進路徑如何？單位長，則其光線行進路徑如何？

解析：
5
4=sQ 4,5 ==∴ qp

)
5
41,2(',)0,

5
4( PP⇒ ， )9,6(),2(),( =+−= qpqpba

○1 可得光線直線路徑圖第一次循環點座標 "P )9,
5
46(

○2 每一次循環路徑共反射 2b-1=17 次回到 P 點

○3 利用以上的資料,我們可畫出以下圖＜十四＞光線行進路線展開圖及圖＜十

五＞光線在單一三角形內不斷反射的過程。

圖＜十四＞ 圖＜十五＞

範例二：自正△範例二：自正△範例二：自正△範例二：自正△ 321 AAA ，，，， 21AA 上一點上一點上一點上一點 PPPP 發出一條光線形成光圈，其中發出一條光線形成光圈，其中發出一條光線形成光圈，其中發出一條光線形成光圈，其中 21AA ＝＝＝＝1111

單位長，若經第單位長，若經第單位長，若經第單位長，若經第 8888 次反射可終止於頂點，則次反射可終止於頂點，則次反射可終止於頂點，則次反射可終止於頂點，則 PA1 應為幾單位長？並作出應為幾單位長？並作出應為幾單位長？並作出應為幾單位長？並作出

光線行進路徑圖光線行進路徑圖光線行進路徑圖光線行進路徑圖。

解析：○1 當光圈為逆時針

Q已知 8 次反射終止於頂點

A 1 A 2

A
3

P

P3 P2
A'

1

A'
3

A'2

A''
3 A''1

A''2 A'''3

A'''2A'''1

A''''2 A''''3

A''''1
A'''''2

A'''''1

A'''''3

A''''''1
A''''''2

P'

P'3

P'
P'5

P'6

P'7
P'8

P'9

P'10

P'11

P'
12

P'13 
P'14

P'15

P'16

P'17 
P' 18

19
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1
2
1 <<∴ s

且 58)1(2 =∴=− bb 又 4,5)1(2 =∴−<≤ aaba
⇒光線直線路徑第一次通過點座標 )5,4(A 、 )5,5(A

代入
2

)2(4)1()1( 2 abbaba
s

−−−+±−+
=

得
2

619,104(
2

619,104 ++±±=s 不合)

○i 當 104 −=s 光線終止於 1A

○ii 當
2

619 −=s 光線終止於 2A

○2 當光圈為順時針

由○1 可得 310)104(1 −=−−=s

及
2

761)
2

619(1 −=−
−=s

利用以上資料，我們可作出當 104 −=s 的兩種路徑圖如(圖十六)、(圖十七)。(另

三種情況的作圖方式相同，因版面關係，所以略去)

(圖十六)                         (圖十七)

＜問題二－＜問題二－＜問題二－＜問題二－2222＞：對於正五邊形＞：對於正五邊形＞：對於正五邊形＞：對於正五邊形 54321 AAAAA ，，，，PPPP 在在在在 21AA 上，若上，若上，若上，若 21AA ＝＝＝＝1111 單位長，單位長，單位長，單位長， PA1

＝＝＝＝ssss 單位長（其中單位長（其中單位長（其中單位長（其中 0000＜＜＜＜ssss＜＜＜＜1111），自），自），自），自 PPPP 發出一條光線形成光圈，其發出一條光線形成光圈，其發出一條光線形成光圈，其發出一條光線形成光圈，其

光線行進路徑會如何？光線行進路徑會如何？光線行進路徑會如何？光線行進路徑會如何？

問題解決分析：

同正三角形的解決方式一樣，我們可將正五邊形 54321 AAAAA 的光圈路徑圖改成無障礙

A
2

A
3

A
1 PP

5
P

7

P
2

P
4

P
8

P
3

P
6

P'3

A1 A2P

P3

P2

P'

A3
A'1

A'2

A'' 1

A'3

A''3

A'' 2

A'' 1

P'4
P'5

P'6

P'7

P'8
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之直線路徑圖，並座標化如下：(如圖十八)

○1 原點：A1(0，0)

○2 x 軸： PA1

○3 y 軸：以 A1 為中心，將 PA1 逆時針旋轉 72
0
(正五邊形 54321 AAAAA 之外角)得之。

(圖十八)

由(圖十八)知

 P(s，0)、 2A (1，0)、 3A (1，1)、 'P (3，2+s)、 ('1A 3，2)、 2'A (3，3)

可推得

)(
3
2

3
0)2(0:'

sx
s
sy

s
s

sx
yPP

−
−
+=

−
−+=

−
−

xyAA
3
2:'11 =       (當 s=0)

)1(
2
3:'22 −= xyAA   (當 s=1)

1.當當當當
2
1=s

(1)(1)(1)(1)光的直線路徑圖光的直線路徑圖光的直線路徑圖光的直線路徑圖
2
1:' −= xyPP

(2)(2)(2)(2)光圈五邊形光圈五邊形光圈五邊形光圈五邊形 5432 PPPPP 為為為為[[[[完美光圈完美光圈完美光圈完美光圈]]]]

(3)(3)(3)(3)路徑在路徑在路徑在路徑在 5432 PPPPP 周界不停的循環周界不停的循環周界不停的循環周界不停的循環((((如圖十九如圖十九如圖十九如圖十九))))

A1 P

P5

P4 P3

P2

A5

A4

A2

A3

A'2

P'

A'1
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'

'

A2A1 P

A5

A4

A3

A'5 A'1

P5

P4

A'2 A'3

P3 P'4

A'5

A''1

P'5

P'3
P2

A'4

A"4

P'8P'7

P'6P'

P'9

'

'

A1 A2P

A5

A4

A3
P4

P5

A'2

A'1
P3

A'3

P2

P'3

P'5

P'

(圖十九)

2.2.2.2.當當當當 1
2
1 << s

光的直線路徑圖如圖(二十)

                                                (圖二十)

(1)由圖(二十)觀察可猜測下列幾種可能情形：

○1 2PP 通過正五邊形的頂點，則還原在正五邊形 54321 AAAAA 光線之行進會終止

於頂點。

○2 2PP 不通過正五邊形的頂點，則可能

○i 產生循環問題

○ii 產生不循環問題

(2)利用 GSP 我們繪出當
3
2=s 時的直線路徑圖(圖二十一)

x

y
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y

P''

A2A1 P

A5

A4
A3

A'5 A'1

P5

P4

A'2 A'3

P3

A'''1

A'5

A''1

P'3
P2

A'4

A'''2

P'

A''1
A'' 2

10
9

8
7

6
5

4
3

2
1 x

(圖二十一)

由圖(二十一)可發現：

○1 隨著光線的直線路徑圖鏡射所得的正五邊形中，僅兩種排列。如圖(二

十二)、圖(二十三)

圖(二十二)                  圖(二十三)

○2 利用圖(二十二)、圖(二十三)兩種排列，可將圖(二十一)直線路徑圖分

區，並針對圖中[[[[圈起來的頂點圈起來的頂點圈起來的頂點圈起來的頂點]]]]予以探討可得

◇1 每個頂點為兩個正五邊形所共同擁有，得每一區皆有偶數個正五邊

形。

◇2 從奇數區跨越偶數區 y 座標增加 )
2

51( +=jj 單位

◇3 從偶數區跨越奇數區 x 座標增加 1 單位，y 座標增加 2 單位

從而可得每區[圈起來的頂點]座標之一般化為

第 2t 區末項座標為

((e +h1+h2+…+ht-1)+(k1+k2+…+kt-t)j，

(e+h1+h2+…+ht-1+t-1)+(k1+k2+…+kt)j)
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第 2t+1 區末項座標為

((e+h1+h2+…+ht-1+ht)+(k1+k2+…+kt-t)j，

(e+t+h1+h2+…+ht-1+ht)+(k1+k2+…+kt)j)

其中：◇1 第一區[圈起來的頂點]末項座標(e，e)

◇2 ki 表第 2i 區圈起來的頂點個數(即第 2i 區共 2ki 個正五邊形)

◇3 hi 表第 2i+1 區圈起來的頂點個數(即第 2i+1 區共 2hi 個正五

邊形)

○3 從第一次鏡射後的正五邊形開始數，每連續 10 個正五邊形，就產生第

10 個圖形與原正五邊形 54321 AAAAA 相關位置同方向。實際上，當我們將

正五邊形 54321 AAAAA 沿著 x 軸方向連續翻轉至一定點，再沿著平行 y 軸

連續翻轉至定位。若翻轉次數為 10 的倍數，則可得與原正五邊形相關

位置同方向的正五邊形。且每連續每連續每連續每連續 2222 個翻轉會將正五邊形圖形平移個翻轉會將正五邊形圖形平移個翻轉會將正五邊形圖形平移個翻轉會將正五邊形圖形平移 1+j1+j1+j1+j

個單位長個單位長個單位長個單位長。

因此，翻轉到定位，得到與原正五邊形 54321 AAAAA 相關位置同方向之正

五邊形時，因為最後一個[圈起來的頂點]座標為(a+cj，b+dj)，所以可得

下面結論：

◇1 dcba +++10

◇2 dcba +=+

(3)當 'PP 通過正五邊形的頂點，則此頂點座標可令為 ),( djbcjaA ++

其中a、
2

51, +=∈ jNb (正五邊形的對角線長)

代入 'PP 方程式得

)(
3
2 scja
s
sdjb −+

−
+=+

jscssasajsdbsb )2(22)3(3 2 ++−−+=−+−⇒
0)]32()[(]23)2([ 2 =−++−−+−+−⇒ jdcsdcabsbas …………[二-2.1]

○1 當 s 為有理數，由[二-2.1]式中可得

023)2(2 =−+−+− absbas

2
)23(4)2()2( 2 abbabas −−−+±−+

=⇒ 不合

        ( 1
2
1 << sQ ，而上述 s 值若有解，則 2s 值必為整數)

○2 光線的直線路徑是否存在通過頂點？
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我們以 A(6，6)代入[二-2.1]化簡得

06102 =+− ss

195 ±=s 195( + 不合)

1195
2
1 <−<Q

∴存在光線路徑終止於頂點，且此時 s 值必為無理數。

(4)當 2PP 不通過正五邊形的頂點，則

如產生循環問題，可令第一個循環點座標為 ),( djbscjaA +++ 其中a、

2
51, +=∈ jNb

代入 'PP 方程式，得

)(
3
2

)(
3
2

cja
s
s

sscja
s
sdjb

+⋅
−
+=

−++
−
+=+

jscasajsdbsb )2(2)3(3 +++=−+−⇒ ……………………………[二-2.2]

0]32)[(]32)[( =−+++−++⇒ jdcsdcbasba
○1 Q第一次循環必發生在第 2t+1 區，根據第 2t+1 區一般化座標

((e+h1+h2+…+ht-1+ht)+(k1+k2+…+kt-t)j，

          (e+t+h1+h2+…+ht-1+ht)+(k1+k2+…+kt)j)

得 b=a+t   d=c+t

又Qa+b=c+d                    (由圖二十一發現結論得之)

∴a+(a+t)=c+(c+t)⇒ a=c⇒ b=d

即當當當當(a+cj+s(a+cj+s(a+cj+s(a+cj+s，，，，b+dj)b+dj)b+dj)b+dj)為循環點座標，則必為循環點座標，則必為循環點座標，則必為循環點座標，則必 a=c  a=c  a=c  a=c 且且且且 b=d b=d b=d b=d

代入[二-2.2]式中得

0)]32()[()]32()[( =−+++−++ jbasbabasba

整理得
ba
ab

jba
jabs

+
−=

++
+−= 23

)1)((
)1)(23(

s∴ 必為有理數

可得結論：

當當當當 ssss 為為為為無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。

我們以 1230 <−< 代入 'PP 方程式

由[二-2.1]可得

0)]32()23)([()]23()23)(2()23[( 2 =−+−+−−+−−+−− jdcdcabba
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0)]32()23)([()]23()23)(2(625[ =−+−+−−+−−+−− jdcdcabba

Q無理數部分不為 0

∴不合，可得當 23 −=s 路徑不到達頂點

即 s 值為無理數，光線在正五邊形 54321 AAAAA 內可能終止於頂點或在內

部作不循環的反射。

○2 Qs 為有理數，由[二-2.2]式中可得

032)( =−++ basba

a
s
sb ⋅

−
+=⇒

3
2

○i 令
p
qs = ， p、 Nq∈ ， p( ， 1) =q

a

p
q
p
q

b ⋅
−

+
=∴

3

2

)()23(
)2()3(
baqabp
aqpqpb

+=−
⋅+=−

又 p(Q ， 1) =q

Nr
qrab

prba
∈





=−
=+

∴
23










⋅
−==

⋅
+==

⇒
rqpca

rqpdb

5
3

5
2

○ii ),( djbscja +++Q 為循環點座標， ),( djbcja ++∴ 必為 A1 之像。

由(圖二十一)的發現，可知 dcba +++10

又 rqprqpdcba ⋅
+

⋅+⋅
−

⋅=+++
5

22
5

32 pr2=

∴取 5=r 時，可得第一次循環，且此時





+==
−==
qpdb
qpca

2
3

即第一次循環點座標第一次循環點座標第一次循環點座標第一次循環點座標 )22,33(" qjpjqp
p
qqjpjqpP ++++−+−

當當當當還原在正五邊形還原在正五邊形還原在正五邊形還原在正五邊形 54321 AAAAA 內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射

(a+b+c+d(a+b+c+d(a+b+c+d(a+b+c+d----1)=2(3p1)=2(3p1)=2(3p1)=2(3p----q)+2(2p+q)q)+2(2p+q)q)+2(2p+q)q)+2(2p+q)----1=10p1=10p1=10p1=10p----1111 次次次次
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3.當
2
10 << s 其結論與 1

2
1 << s 相同。

最後，我們將正三角形與正五邊形的研究，推廣到正 2m+1 邊形，問題如下：

＜問題二－＜問題二－＜問題二－＜問題二－3333＞：對於正＞：對於正＞：對於正＞：對於正 2m+12m+12m+12m+1 邊形邊形邊形邊形 1221 +⋅⋅⋅ mAAA ，，，，PPPP 在在在在 21AA 上上上上，若，若，若，若 21AA ＝＝＝＝1111 單位長，單位長，單位長，單位長，

PA1 ＝＝＝＝ssss 單位長（其中單位長（其中單位長（其中單位長（其中 0000＜＜＜＜ssss＜＜＜＜1111），自），自），自），自 PPPP 發出一條光線形成光圈，其光發出一條光線形成光圈，其光發出一條光線形成光圈，其光發出一條光線形成光圈，其光

線行進路徑會如何？線行進路徑會如何？線行進路徑會如何？線行進路徑會如何？

問題解決分析：

將正五邊形的探討過程推廣到正 2m+1 邊形，以正九邊形的直線路徑圖(如圖二十四)

為例

(圖二十四)

從圖中可觀察到與正五邊形之發現有相同的結果。

1. 僅兩種排列

2.  j= 52AA 之長度

3. 翻轉到定位，得到與原正九邊形 921 AAA L 相關位置同方向之正九邊形時，

最後一個[圈起來的頂點]座標(a+cj，b+dj)，必定使得

dcba +++18

因此，我們可類推出結論：

將正 2m+1 邊形 122321 +⋅⋅⋅ mmAAAAA 的光圈路徑圖改成無

障礙之直線路徑圖，如圖(二十五)                  

圖(二十五)

8

7

6

5

4
3
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並座標化如下：(如圖二十五)

○1 原點：A1(0，0)

○2 x 軸： PA1

○3 y 軸：以 A1 為中心，將 PA1 逆時針旋轉
12

3600

+m
(正 2m+1 邊形 12232 +⋅⋅⋅ mmPPPPP 之

外角)得之。

),1(')0,( smmPsP ++∴Q

)(
1

1
0)(0:'

sx
sm
smy

sm
sm

sx
yPP

−
−+

+=

−+
−+=

−
−

⇒

x
m
myAA

1
:'11 +

=       (當 s=0)

)1(1:'22 −
+= x
m
myAA   (當 s=1)

1.1.1.1.當當當當
2
1=s

(1)(1)(1)(1)光的直線路徑圖光的直線路徑圖光的直線路徑圖光的直線路徑圖
2
1:' −= xyPP

(2)(2)(2)(2)光圈光圈光圈光圈 2m+12m+12m+12m+1 邊形邊形邊形邊形 12232 +⋅⋅⋅ mmPPPPP 為完美光圈為完美光圈為完美光圈為完美光圈

(3)(3)(3)(3)路徑在路徑在路徑在路徑在 2m+12m+12m+12m+1 邊形邊形邊形邊形 12232 +⋅⋅⋅ mmPPPPP 周界不停的循環周界不停的循環周界不停的循環周界不停的循環

 2.當 1
2
1 << s

(1)當 'PP 通過正 2m+1 邊形的頂點，則 s 值為無理數。

(2)當 2PP 不通過正 2m+1 邊形的頂點，則

○1 當產生循環問題，可令循環點座標

為 ),( djbscjaA +++

其中a， =∈ jNb , 52AA 長度(如圖二十六)          

，且 s 值為有理數， ca = ， db = (圖二十六)

代入 'PP 方程式，得

)(
1

)(
1

cja
sm
sm

sscja
sm
smdjb

+⋅
−+

+=

−++
−+

+=+

jsmcasmajsmdbsbm )()1()1( +++=−++−+⇒

x
A'3

A'5A2
A3

A5A4A2m 
A2m+1 

A1

y
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0])1()[(])1()[( =+−++++−++⇒ jdmmcsdcbmmasba
Qs 為有理數

∴ 0)1()( =+−++ bmmasba

a
sm
smb ⋅
−+

+=⇒
1

○i 令
p
qs = ， p、 Nq∈ ， p( ， 1) =q

a

p
qm

p
qm

b ⋅
−+

+
=∴

1

)())1[(
)(])1[(
baqmabmp
aqmpqpmb

+=−+
⋅+=−+

又 p(Q ， 1) =q

Nr
qrmabm

prba
∈





=−+
=+

∴
)1(










⋅
+
−+==

⋅
+
+==

⇒
r

m
qpmca

r
m

qmpdb

12
)1(
12

○ii ),( djbscja +++Q 為循環點座標

又 prr
m

qmpr
m

qpmdcba 2
12

2
12

)1(2 =⋅
+
+

⋅+⋅
+
−+

⋅=+++

∴取 12 += mt ，得





+==
−+==

qmpdb
qpmca )1(

即第一次循環點第一次循環點第一次循環點第一次循環點

]))(,])1[()1((" jqmpqmp
p
qjqpmqpmP ++++−++−+

當當當當還原在正還原在正還原在正還原在正 2m+12m+12m+12m+1 邊形邊形邊形邊形 122321 +⋅⋅⋅ mmAAAAA 內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射內，光線路徑共反射

a+b+c+da+b+c+da+b+c+da+b+c+d----1=2[(m+1)p1=2[(m+1)p1=2[(m+1)p1=2[(m+1)p----q]+2(mp+q]+2(mp+q]+2(mp+q]+2(mp+q)q)q)q)----1=2(2m+1)p1=2(2m+1)p1=2(2m+1)p1=2(2m+1)p----1111 次回到次回到次回到次回到 PPPP 點，再作無限次點，再作無限次點，再作無限次點，再作無限次

相同路徑的反射。相同路徑的反射。相同路徑的反射。相同路徑的反射。

○2 當當當當 ssss 為為為為無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。無理數，則路徑不循環。

(3)當
2
10 << s 其結論與 1

2
1 << s 相同

至此，成功的解決光圈路徑相關問題。而因上述的研究，結論甚多。因此我們扼要的

取出重點，放於[陸.結論]。
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伍伍伍伍.結論：結論：結論：結論：

對於正 n 邊形，我們發現：

一. 1.當 s=0(或 s=1)，則

        (1)若 n 為偶數，則無光圈

        (2)若 n 為奇數，且

○1 當 n=3，則無光圈

○2 當 n 5≥ ，則有光圈，且光線路徑終止於出發點 A1(或 A2)。

2.當 s=
2
1

，則光圈為正多邊形的[完美光圈]，且光線路徑在光圈不停的循環。

3.當
2
1

<s<1

(1)若 n 為偶數，則光圈為自 P 點以仰角
n

°180
朝鄰邊射出得之。並且可為等角多邊形

的[完美光圈]，且光線路徑在光圈不停的循環。

(2)若 n 為奇數，且

○1 當 s 為有理數，其中
p
qs = 、( qp , )=1，則光線路徑為循環路徑。

○i 當 n=3，每一循環路徑皆反射 2(p+q)-1 次

○ii 當 n>3，每一循環路徑皆反射 2np-1 次

○2 當 s 為無理數，則

○i 光線路徑可能終止於頂點

並可猜測此時 S 值必型如 γβα + ，其中 βα , 為有理數， γ 為無理數

○ii 光線路徑可能為不循環路徑

4.當
2
10 << s ，

僅當 s 為有理數，且 n=3 時，每一循環路徑皆反射 2(2p-q)-1 次。其餘同
2
1

<s<1 之結

論。

二.光線的直線路線圖 )(
1

:2 sx
sm
smyPP −
−+

+= ，其中 n=2m+1。

三.光圈的路徑共有三種。

四.光線路徑與 s 值為有理數、無理數有關。

五.當 n 為奇數且 n>3 時，若光線為循環路徑，其每一循環的反射次數僅與 n、p 值

有關。
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陸陸陸陸.參考資料：參考資料：參考資料：參考資料：

1.國民中學數學第四冊選修課本

2.中華民國第二十九屆中小學科展--------「n 邊形內具有最小周長的內接 n 邊形」

3.中華民國第三十八屆中小學科展--------「鏡射乾坤」
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評評評評語語語語

利用對稱的概念探討正 n 邊形內光線的反射情況，給出了完整的解答。充份活用了國中

所學到的座標幾何次和二次函數等概念，可看出對國中教材已有了通盤性的了解，十分難得。


	摘要
	壹.研究動機
	貳.研究目的
	參.研究器材
	肆.研究過程
	伍.結論
	陸.參考資料
	評語

