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摘摘摘摘 要要要要

我們這份研究主要是看到了 IMO 預選題題冊裡面的一題「當 n
n

nn CCC 、、、 .......10 都不被 2 整

除時，求 n 的條件？」後，決定要做更進一步、更大範圍的研究，我們把 2 換成其他質數或

其他質數冪次方等，試著找出在符合所設條件時的 n 及質數 a 的關係。

這個研究分為兩部分：

一、探討二項式中某一單項 n
rC ，若不被（或被）正整數 a 整除時，n、r 與 a 的關係。

二、探討二項式係數 n
n

nn CCC 、、、 .......10 都不被正整數 a 的倍數整除時，n 與 r 的關係。

◎ 第一部份，我們用了餘數的關係與不同的進位制去導出 n、r 與 a 的關係。

在此部份所得到的結果分成兩部分：

(1)當 a 只含一個質因數時，可求出 n、r 與 a 的關係。

(2)當 a 含有兩個以上的質因數時，則要同時滿足 a 的所有質因數的條件。

◎ 第二部份，我們用了兩種方法去證明我們的結果。

一個是用解原題所引申的方法去證的。

另一個是利用第一部份中所得到的結果去配合證明的。

在此部份所得到的結果分成二種：

(1) a 只含一個質因數時，可求出 n、a 的關係之充要條件。

(2) a 含有兩個以上的質因數，雖然我們不能有 n、a 的關係之充要條件，但卻可求出 n
的充分條件與例外的範圍。

接下來，再探討 n 項式係數時，運用了前面兩部分研究的結論。但由於 n 項式係數中受

到了許多限制，我們只研究出了當 a 為質數時的條件。

而未來，我們除了希望能有更簡易的方法來表示 a 為合數時的條件，也希望能夠在 n 項

式係數的研究中，能夠有更多的發揮。

壹、研究動機：壹、研究動機：壹、研究動機：壹、研究動機：

我們平日喜歡研究歷屆的數學競試試題，但很少找到一個有趣的題目供我們發揚光大。

有一天，我們在一間社區圖書館涉獵知識時，閱覽到一套書籍，是歷屆的 IMO 預選題的合訂

本。我們就拿來翻翻，結果找到一個不錯的問題：「二項式係數中，若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、

Cn

3 、……、Cn

n皆不能被 2 整除，求 n 的條件？」，於是我們就把這問題拿來研究研究。

貳、研究工具：貳、研究工具：貳、研究工具：貳、研究工具：

紙，筆，電腦軟體(Microsoft Excel， Microsoft Word， Mathematica 4)，
四顆人腦。
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參、研究目的：參、研究目的：參、研究目的：參、研究目的：

一、對於二項式中的單項進行證明（不被整除）

二、對於二項式中的單項進行證明（被整除）

三、對於二項式進行證明（不被整除）

四、對於二項式進行證明（被整除）

五、對於 n 項式進行證明（不被整除）

肆、研究內容：肆、研究內容：肆、研究內容：肆、研究內容：

名詞說明與符號定義：

◎巴斯卡三角形：第 0 行是 1，第一行是 1、1，第二行以後每一項都是上一行與自己相鄰的

兩個數的和，且第 n 行有 n＋1 項。

◎二項式定理：在二項式（x+1）n 中，把 xn、xn－1、xn－2、……、x1 的係數排成一列，則其值

與Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n相同，且與巴斯卡三角形第 n 行的值相

同，稱為二項式定理。

◎n 項式係數：用 ( )C m

kkk n
,......,,

21
表示，其中，m＝k1+ k2+ k3+ k4+……+ kn

且 ( )C m
kkk n

,......,,
21

＝
!!......!

!
21 nkkk
m

。

◎n＝ ac MMM )......( 01 ：正整數 n 以 a 進位法表示之，可表示成(c+1)位數。

◎r＝ ad NNN )( 01LL ：正整數 r 以 a 進位法表示之，可表示成(d+1)位數。

◎ 




a
n

：正整數 n 除以正整數 a 的商，取小於等於商之整數值。

◎ 





2a
n

：正整數 n 除以正整數 a2 的商，取小於等於商之整數值。

◎ 





ra
n

：正整數 n 除以正整數 ar 的商，取小於等於商之整數值。
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一、對於二項式中的單項進行證明（不被整除）：

問題一：若問題一：若問題一：若問題一：若Cn

r 不被質數不被質數不被質數不被質數 a 整除，試求整除，試求整除，試求整除，試求 n，，，，r 和和和和 a 的關係？的關係？的關係？的關係？

(一)猜測：若C n

r
不為質數 a 的倍數，且 n＝ ac MMM )......( 01 ，r＝ ad NNN )......( 01 ，

則對於所有 Mi≧Ni（0≦i≦d）。 (猜測想法請見附錄 2-1) 

(二)證法：在 n!中，若 n! ＝ aS‧k 且 a 不整除 k，又Cn

r ＝
)!(!

!
rnr

n
−

，

若Cn

r 不被 a 整除，則分子的 a 的冪次方數必不大於分母的 a 的冪次方數。

所以可以導出下列不等式：





++



+





∞a
n

a
n

a
n ......2 ≦ 



 −++



 −+



 −+



++



+





∞∞ a
rn

a
rn

a
rn

a
r

a
r

a
r ............ 22

&

∵n＝r+（n-r）

∴ 



++



+





∞a
n

a
n

a
n ......2 必不小於

∴ 



++



+





∞a
n

a
n

a
n ......2 ＝ 



 −++



 −+



 −+



++



+





∞∞ a
rn

a
rn

a
rn

a
r

a
r

a
r ............ 22

∴ 



++



+





∞a
n

a
n

a
n ......2 ＝ 



 −+



++



 −+



+



 −+





∞∞ a
rn

a
r

a
rn

a
r

a
rn

a
r ......22

∵n＝r+（n-r）

∴ 




a
n

≧ 




a
r + 



 −
a
rn

， 





2a
n

≧ 





2a
r + 



 −

2a
rn

，……， 





∞a
n

≧ 





∞a
r + 



 −

∞a
rn

∵ 



++



+





∞a
n

a
n

a
n ......2 ＝ 



 −++



 −+



 −+



++



+





∞∞ a
rn

a
rn

a
rn

a
r

a
r

a
r ............ 22

&

∴ 




a
n

＝ 




a
r + 



 −
a
rn

， 





2a
n

＝ 





2a
r + 



 −

2a
rn

，……， 





∞a
n

＝ 





∞a
r + 



 −

∞a
rn

設 n＝ 00 YaX + r＝ '
0

'
0 YaX +

若 0Y ＜ '
0Y ，則 




a
n

＝ 0X ＞ 




a
r + 



 −
a
rn

＝ '
0X + 0X － '

0X －1= 0X －1（不合）

若 0Y ≧ '
0Y ，則 




a
n

＝ 0X ＝ 




a
r + 



 −
a
rn

＝ '
0X + 0X － '

0X ＝ 0X

設 n＝ 11
2 YXa + ， r＝ '

1
'
1

2 YXa +

若 1Y ＜ '
1Y ，則 





2a
n

＝ 1X ＞ 





2a
r + 



 −

2a
rn

＝ '
1X + 1X － '

1X －1= 1X －1（不合）

若 1Y ≧ '
1Y ，則 





2a
n

＝ 1X ＝ 





2a
r + 



 −

2a
rn

＝ '
1X + 1X － '

1X ＝ 1X

…………….. 
由上述所得結果，可以得到 0Y ≧ '

0Y ， 1Y ≧ '
1Y ，………………。

將將將將 n，，，，r 以以以以 a 進位表示之，進位表示之，進位表示之，進位表示之，

設 n＝ ac MMM )......( 01 ，r＝ ad NNN )......( 01

∵ 0Y ≧
'

0Y ∴M0≧N0





 −++



 −+



 −+



++



+





∞∞ a
rn

a
rn

a
rn

a
r

a
r

a
r ............ 22

&
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∵ 1Y ≧
'

1Y ∴M1‧a+ M0≧N1‧a+ N0 ∴（M0- N0）≧a（N1-M1）

∵M0＜a，N0＜a，M0－N0≧0
∴M0－N0＜a ， N1－M1＜1 ，又 N1 和 M1 為正整數 ∴M1－N1≧0 ∴M1≧N1

其他情況同理可得證。∴M0≧N0 ，M1≧N1，………..，Md≧Nd

結論：若C n

r
不為質數 a 的倍數，且 n＝ ac MMM )......( 01 ，r＝ ad NNN )......( 01 ，

則對於所有 Mi≧Ni（0≦i≦d）。

範例一範例一範例一範例一：n=7909306971,r=88,a=7 
＜解＞：先將 7909306971 及 88 化為 7 進制

7909306971=3666666666667，88=1547

∵6≧1,6≧5, 6≧4（對於所有 Mi≧Ni） ∴ 7909306971
88C 不被 7 整除

範例二範例二範例二範例二：n=77948683,r=77948600,a=11 
＜解＞：先將 77948683 及 77948600 化為 11 進制

77948683=3aaaaaaa11，77948600=3aaaaa3411 (式子中 a的代表 10) 

∵3≧3,a≧a, a≧a, a≧a, a≧a, a≧3, a≧4（對於所有 Mi≧Ni）∴ 77948683
77948600C 不被 11 整除

問題二：若問題二：若問題二：若問題二：若C n

r
不被不被不被不被 aaaa

mmmm（（（（aaaa 為質數）整除，試求為質數）整除，試求為質數）整除，試求為質數）整除，試求 nnnn、、、、rrrr、、、、aaaa、、、、mmmm 的關係？的關係？的關係？的關係？

(一)猜測：若Cn

r 不為 am 的倍數，n＝ ac MMM )( 01LL ，r＝ ad NNN )( 01LL ，

則 Mi＜Ni 的組數與他們之前 Mi-1=Ni-1 的組數之和必小於 m 組。

(猜測想法請見附錄 2-1) 

(二)證法：Cn
r = ( ) !!

!
rnr

n
−

，若Cn
r 不為 a

m
的倍數，則分子的 a 的冪次必比分母的 a 的冪次

方小 m 次，所以，可導出下列不等式：





++



+





∞a
n

a
n

a
n ......2

& ＜ 



 −++



 −+



 −+



++



+





∞∞ a
rn

a
rn

a
rn

a
r

a
r

a
r ............ 22

& +m…(＊)

∵n=r+(n-r)

∴ 



 −+



≥









 −+



≥









 −+



≥





∞∞∞ a
rn

a
r

a
n

a
rn

a
r

a
n

a
rn

a
r

a
n ,......,, 222

設 n＝ 00 YaX + ，r＝ '
0

'
0 YaX +

若 0Y ≧ '
0Y ，則 



 −+



=





a
rn

a
r

a
n

若 0Y ＜ '
0Y ，則 



 −+



=





a
rn

a
r

a
n

+1

設 n＝ 11
2 YXa + ，r＝ '

1
'
1

2 YXa +

若 1Y ≧ '
1Y ，則 



 −+



=





222 a
rn

a
r

a
n

若 1Y ＜ '
1Y ，則 



 −+



=





222 a
rn

a
r

a
n

+1

………

因為要符合(＊)式，所以滿足 iY ＜ 'iY 的個數必小於 m 個。
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設 n＝ ac MMM )( 01LL ，r＝ ad NNN )( 01LL （c≧d）

1、若 Yk≧Yk
’
，則 a

k
Mk + a

k-1
Mk-1 +……aM1+ M0≧ a

k
Nk+……N0

則 a
k
（Mk-Nk）≧a

k-1
（Nk-1-Mk-1）+……+（N0-M0）

(1)若 Mk-1＞Nk-1，則 Mk≧Nk

(2)若 Mk-1＜Nk-1，則 Mk＞Nk

(3)若 Mk-1＝Nk-1，則 Mk≧Nk

2、若 kY ＜ '
kY ，則 a

k
Mk + a

k-1
Mk-1 +……aM1+ M0＜ a

k
Nk+……N0

則 a
k
（Mk-Nk）＜a

k-1
（Nk-1-Mk-1）+……+（N0-M0）

(1)若 Mk-1＞Nk-1，則 Mk＜Nk

(2)若 Mk-1＜Nk-1，則 Mk≦Nk

(3)若 Mk-1＝Nk-1，則 Mk≦Nk

由上述條件知，若 Mk＞Nk，則 kY ≧ '
kY ，若 Mk＜Nk，則 kY ＜ '

kY
若 Mk=Nk，則探討 Nk－1 與 Mk-1 的關係，若 Nk－1>Mk-1， 1−kY ≧ '

1−kY ，同時， kY ＜ '
kY ；

若 Mk-1>Nk-1， 1−kY ＜ '
1−kY ， kY ＜ '

kY ，若 Mk-1=Nk-1……，再探討 Mk-2=Nk-2，以此法繼續討論下去，

即可得出所要證明的結果。

結論：若Cn

r 不為 am 的倍數，n=（ 01c ......M MM ）a， r=（ 01d ......N NN ）a

則(1)若 Mi<Ni，則算一組

(2)若 Mi=Ni，則比較右邊那一位，一直比較到某一位 Mk≠Nk 時，k＜i，
○1. Mk＞Nk⇒第 i 組、……、第 k 組都不算

○2. Mk＜Nk⇒第 i 組、……、第 k+1 組共算成 i-k 組

將(1)(2)中所得的組數相加，則其和必小於 m 組。

範例一範例一範例一範例一：n=585937499,r=86,a=5,m=2 
＜解＞：先將 585937499 及 86 化為 5 進制

585937499=21444444444445，

86=                 3215
S=                  000 
∵4ε3,寫 0，4ε2,寫 0，4ε1,寫 0
S=0+0+0=0＜2（Mi＜Ni 的組數與他們之前 Mi-1=Ni-1 的組數之和必小於 m 組）

∴ 585937499
86C 不被 5 的 2 次方整除

範例二範例二範例二範例二：n=41504822198929,r=120,a=23,m=2 
＜解＞：先將 41504822198929 及 120 化為 23 進制

41504822198929=100mmmmmmmm23 (式子中 m的代表 22) 
120=                        5523 
S=                          00 
∵mε5,寫 0，mε5,寫 0
S=0+0=0＜2（Mi＜Ni 的組數與他們之前 Mi-1=Ni-1 的組數之和必小於 m 組）

∴ 89294150482219
120C 不被 23 的 2 次方整除
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二、對於二項式中的單項進行證明（被整除）：、對於二項式中的單項進行證明（被整除）：、對於二項式中的單項進行證明（被整除）：、對於二項式中的單項進行證明（被整除）：

問題三：若問題三：若問題三：若問題三：若Cn

r 被質數被質數被質數被質數 a 整除，試求整除，試求整除，試求整除，試求 n、、、、r、、、、a 的關係？的關係？的關係？的關係？

(一)猜測：若Cn

r 為質數 a 倍數，n=（ 01c ......M MM ）a， r=（ 01d ......N NN ）a

則存在至少一個 Mi＜Ni（0≦ i ≦d）。(猜測想法請見附錄 2-1) 

(二)證法： ( ) !!
!
rnr

nCn

r −
= ，若Cn

r 被 a 整除，則分子的 a 的冪次方數必大於分母 a 的冪次

方數。所以可以導出下列不等式：





++



+





∞a
n

a
n

a
n

LL2 ＞ 



 −++



 −+



 −+



++



+





∞∞ a
rn

a
rn

a
rn

a
r

a
r

a
r

LLLL 22

∵n= r+（n-r）

∴ 



 −+



≥





a
rn

a
r

a
n

， LL



 −+



≥





222 a
rn

a
r

a
n

， 



 −+



≥





∞∞∞ a
rn

a
r

a
n

若 



++



+





∞a
n

a
n

a
n

LL2 ＞ 



 −+



++



 −+



+



 −+





∞∞ a
rn

a
r

a
rn

a
r

a
rn

a
r

LL22

則 




a
n

＞ 



 −+





a
rn

a
r

或 





2a
n

＞ 



 −+





22 a
rn

a
r

或……或 





∞a
n

＞ 



 −+





∞∞ a
rn

a
r

設 n＝ 00 YaX + ，r＝ '
0

'
0 YaX +

若 0Y ＜ '
0Y ，則 




a
n

＝ 0X ＞ 




a
r + 



 −
a
rn

＝ '
0X + 0X － '

0X －1= 0X －1

若 0Y ≧ '
0Y ，則 




a
n

＝ 0X ＝ 




a
r + 



 −
a
rn

＝ '
0X + 0X － '

0X ＝ 0X

設 n＝ 11
2 YXa + ，r＝ '

1
'
1

2 YXa +

若 1Y ＜ '
1Y ，則 





2a
n

＝ 1X ＞ 





2a
r + 



 −

2a
rn

＝ '
1X + 1X － '

1X －1= 1X －1

若 1Y ≧ '
1Y ，則 





2a
n

＝ 1X ＝ 





2a
r + 



 −

2a
rn

＝ '
1X + 1X － '

1X ’＝ 1X

∴若上述不等式成立，則 0Y ＜ '
0Y 或 1Y ＜ '

1Y 或……，必至少有一個會成立。

設 n＝ ac MMM )( 01LL ， r＝ ad NNN )( 01LL

設 Yi＜Yi
，
，則 Mi×ai＋Mi－1×ai－1＋…….＋M0×a0＜Ni×ai＋Ni－1×ai－1＋…….＋N0×a0

（Mi－Ni）ai＋（Mi－1－Ni－1）ai－1＋…….＋（M0－N0）a0＜0
∵a＞Mk－Nk＞-a，其中 0≦ k ≦d， ∴Mi－Ni＜0 ∴Mi＜Ni

結論：若Cn

r 為質數 a 倍數，n＝ ac MMM )( 01LL ，r＝ ad NNN )( 01LL

則存在至少一個 Mi＜Ni（0≦ i ≦d）。

範例一範例一範例一範例一：n=27512614111,r=55,a=31 
＜解＞：先將 27512614111 及 55 化為 31 進制

27512614111=1000000031，55=1o31 (式子中 o的代表 24) 

∵0＜1，0＜o（存在至少一個 Mi＜Ni）∴ 12751261411
55C 被 31 整除
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範例二範例二範例二範例二：n=279841,r=58,a=23 
＜解＞：先將 279841 及 58 化為 23 進制

279841=1000023，58=2c23 

∵0＜c，or 0＜2（存在至少一個 Mi＜Ni）∴ 279841
58C 被 23 整除

問題四：若問題四：若問題四：若問題四：若Cn

r 被被被被 aaaa
mmmm（（（（aaaa 為質數）整除，試求為質數）整除，試求為質數）整除，試求為質數）整除，試求 nnnn、、、、rrrr 、、、、aaaa、、、、mmmm 的關係？的關係？的關係？的關係？

(一)猜測：若Cn

r 為 am 的倍數，n=（ 01c ......M MM ）a， r=（ 01d ......N NN ）a，

則 Mi＜Ni 的組數與他們之前 Mi-1=Ni-1 的組數之和必大於等於 m 組。

(猜測想法請見附錄 2-1) 

(二)證明：Cn

r = ( ) !!
!
rnr

n
−

，若Cn

r 為 a
m
的倍數，則分子的 a 的冪次方必比分母的 a 的冪次

方大於等於 m 次，所以，可導出下列不等式：





++



+





∞a
n

a
n

a
n ......2

& ≧ 



 −++



 −+



 −+



++



+





∞∞ a
rn

a
rn

a
rn

a
r

a
r

a
r ............ 22

& +m…(※)

∵n=r+ [ ]rn − ∴ 



 −+



≥









 −+



≥









 −+



≥





∞∞∞ a
rn

a
r

a
n

a
rn

a
r

a
n

a
rn

a
r

a
n ,......,; 222

設 n＝ 00 YaX + ，r＝ '
0

'
0 YaX +

若 0Y ≧ '
0Y ，則 



 −+



=





a
rn

a
r

a
n

若 0Y ＜ '
0Y ，則 



 −+



=





a
rn

a
r

a
n

+1

設 n＝ 11
2 YXa + ， r＝ '

1
'
1

2 YXa +

若 1Y ≧ '
1Y ，則 



 −+



=





222 a
rn

a
r

a
n

若 1Y ＜ '
1Y ，則 



 −+



=





222 a
rn

a
r

a
n

+1

因為要符合(※)式，所以滿足 iY ＜ 'iY 的個數必大於等於 m 個。

設 n=（ 01c ......M MM ）a ，r=（ 01d ......N NN ）a  （c≧d）

1、若 'kk YY ≥ ，則 a
k
Mk + a

k-1
Mk-1 +……aM1+ M0≧ a

k
Nk+……N0

則 a
k
（Mk-Nk）≧a

k-1
（Nk-1-Mk-1）+……+（N0-M0）

(1)若 Mk-1＞Nk-1 ，則 Mk≧Nk

(2)若 Mk-1＜Nk-1 ，則 Mk＞Nk

(3)若 Mk-1＝Nk-1 ，則 Mk≧Nk

2、若 kY ＜ '
kY ，則 a

k
Mk + a

k-1
Mk-1 +……aM1+ M0＜ a

k
Nk+……N0

則 a
k
（Mk-Nk）＜a

k-1
（Nk-1- Mk-1）+……+（N0-M0）

(1)若 Mk-1＞Nk-1 ，則 Mk＜Nk

(2)若 Mk-1＜Nk-1 ，則 Mk≦Nk

(3)若 Mk-1＝Nk-1 ，則 Mk≦Nk

由上述條件知，若 Mk＞Nk， kY ≧ '
kY ，若 Mk＜Nk， kY ＜ '

kY
若 Mk=Nk，則探討 Nk－1 與 Mk-1 的關係，若 Nk－1>Mk-1， 1−kY ≧ '

1−kY ，同時， kY ＜ '
kY；若 Mk-1>Nk-1，



8

1−kY ＜ '
1−kY ， kY ＜ '

kY ，若 Mk-1=Nk-1……，再探討 Mk-2=Nk-2，以此法繼續討論下去，即可得

出所要證明的結果。

結論：若Cn

r 不為 am 的倍數，n=（ 01c ......M MM ）a， r=（ 01d ......N NN ）a

則(1)若 Mi<Ni，則算一組

(2)若 Mi=Ni，則比較右邊那一位，一直比較到某一位 Mk≠Nk 時，k＜i，
○1. Mk＞Nk⇒第 i 組、……、第 k 組都不算

○2. Mk＜Nk⇒第 i 組、……、第 k+1 組共算成 i-k 組

將(1)(2)中所得的組數相加，則其和必大於等於 m 組。

範例一範例一範例一範例一：n=343,r=45,a=7,m=2 
＜解＞：先將 343 及 45 化為 7 進制

343=10007

45=   637

S=   11 
∵0＜3，寫 1，下一位，0＜6,寫 1
S=1+1=2≧2（Mi＜Ni 的組數與他們之後 Mi-1＝Ni-1 的組數之和必大於等於 m 組）

∴ 343
45C 被 7 的 2 次方整除

範例二範例二範例二範例二：n=14641,r=50,a=11,m=2 
＜解＞：先將 14641 及 50 化為 11 進制

14641=1000011 

50=      4611 

S=       11 
∵0＜4，寫 1，0＜6，寫 1
S=1+1=2≧2（Mi＜Ni 的組數與他們之後 Mi-1＝Ni-1 的組數之和必大於等於 m 組）

∴ 14641
50C 被 11 的 2 次方整除



9

三、對於二項式進行證明（不被整除）：三、對於二項式進行證明（不被整除）：三、對於二項式進行證明（不被整除）：三、對於二項式進行證明（不被整除）：

問題五：（原題）若問題五：（原題）若問題五：（原題）若問題五：（原題）若Cn

0 、、、、Cn

1 、、、、Cn

2 、、、、Cn

3 、……、、……、、……、、……、Cn

n 都不能被都不能被都不能被都不能被 2 整除，求整除，求整除，求整除，求 n 的條件？的條件？的條件？的條件？

(一) 猜測：若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n皆不能被 2 整除，則 n＝2m-1。

（m 為正整數）

(二)證法：

1、充分性：

Cn

r ＝
r)!-1-(2r!

1)!-(2
m

m

＝
rmmmmm

××××
−×−×−×−×−

......321
)2()......42()32()22()12(

＝
rmmmmm )2(.....

4
)42(

3
)32(

2
)22(

1
)12( −××−×−×−×−

設 j 為 1~r 之中的任一整數，且 j＝2s×bj（bj 為奇數且 m＞s）

則
j
jm )2( −

＝
j

s
j

sm

b
b

2
)22( −

＝
j

j
sm

b
b )2( −−

因為 bj 為奇數，2m-s-bj 也是奇數，∴
j
jm )2( − =

j

j
sm

b
b )2( −−

也是奇數。

∴連乘積
rmmmmm )2(.....

4
)42(

3
)32(

2
)22(

1
)12( −××−×−×−×−

＝Cn

r 也是奇數。

∴不被 2 整除。

2、必要性：

若 n 不等於 2m－1，則有兩種可能：

(1) n＝2m×h－1（2Φh 且 k≠1，m≠0）

C n

r ＝
r)!-1-h(2r!

1)!-h(2
m

m

×
×

＝
rhhhhh mmmmm

××××
−××−××−××−××−×

......321
)2()......42()32()22()12(

＝
rhhhhh mmmmm )2(.....

4
)42(

3
)32(

2
)22(

1
)12( −×××−××−××−××−×

設 j 為 1~r 之中的任一整數，且 j＝2s×bj（bj 為奇數）

則
j

jhm )2( −×
＝

j
s

j
sm

b
bh

×
×−×

2
)22(

＝
j

j
sm

b
bh )2( −×−

當 m＝s 時，

j
jhm )2( −× =

j

j
sm

b
bh )2( −×−

＝
j

j

b
bh )( −

再設 h＝2e＋1，則當 1＝bj 時

j

j

b
bh )( −

＝2e（也就是 r 取 2m 時） ∴C
n

r 為 2 的倍數

(2). n＝2h   取Cn

1 ＝
)!1(

!
−n
n

＝n＝2h 即為偶數，所以此題得證。

結論：若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n 都不為 2 的倍數

則 n＝2m‧k-1，且 1≦k＜2，m、k 為正整數。
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範例一範例一範例一範例一：n=63 

＜解＞：∵63=26-1  ∴ 63
0C 、 63

1C 、……、 63
63C 都不被 2 整除

範例二範例二範例二範例二：n=15 

＜解＞：∵15=24-1   ∴ 15
0C 、 15

1C 、……、 15
15C 都不被 2 整除

問題六：若問題六：若問題六：若問題六：若Cn

0 、、、、Cn

1 、、、、Cn

2 、、、、Cn

3 、……、、……、、……、、……、Cn

n 都不能被質數都不能被質數都不能被質數都不能被質數 a 整除，求整除，求整除，求整除，求 n、、、、a 的關係？的關係？的關係？的關係？

(一)猜測：若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n皆不能被質數 a 整除，

則 n＝ am‧k－1， k∈﹛1，2，3…，a-1﹜（m、k 是正整數）

(猜測想法請見附錄 3-1) 
(二)證法：

＜證法一＞

1、充分性：、充分性：、充分性：、充分性：

Cn

r ＝
r)!-1-k(ar!

1)!-k(a
m

m

×
×

＝
×××××

××××××××××
......4321

r)-k(a......4)-k(a3)-k(a2)-k(a1)-k(a mmmmm

＝
rkakakakaka mmmmm )(.....

4
)4(

3
)3(

2
)2(

1
)1( −×××−××−××−××−×

設 j 為 1~r 之中的任一整數，且 j＝as×bj（bj 不為 a 的倍數且 m≧s）

○1. 當 m＞s

則
j

jkam )( −×
＝

j
s

j
sm

ba
baka )( −×

＝
j

j
sm

b
bka )( −×−

因為 a 不整除 bj，a 也不整除 am－s×k－bj，

∴連乘積
rkakakakaka mmmmm )(.....

4
)4(

3
)3(

2
)2(

1
)1( −×××−××−××−××−×

＝C
n

r

也不是 a 的倍數。

○2. 當 m＝s 則 bj＜k

j
jkam )( −×

＝
j

s
j

sm

ba
baka )( −×

＝
j

j
sm

b
bka )( −×−

＝
j

j

b
bk )( −

同樣的，因為 a 不整除 bj，a 也不整除 k－bj，

∴連乘積
rkakakakaka mmmmm )(.....

4
)4(

3
)3(

2
)2(

1
)1( −×××−××−××−××−×

＝C
n

r

也不是 a 的倍數。
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2、必要性、必要性、必要性、必要性：：：：

若 n≠am×k－1，則有四種可能：

(1)n＝am×h－1（h＞a 且 a 不整除 h）

設 h=ae+t，（e≧1，a e，a>t）

( )[ ]
( )[ ] !1!

!1
rtaear

taea
m

m
n

rC −−+×
−+= =

( ) ( )rtaeataea mmmm

×××
−+××−+ ++

LL

LL

21
1 11

取 r=am×t 

則
( ) ( )

( )ta
eataea

m

mmm
n

rC ×××
××−+=

++

LL

LL

21
1 11

=
( ) ( )

( ) tta
aeeataea

m

mmm

×−×××
+××−+ ++

121
11 11

LL

LL
=

t
aeCn

r ×
−1

∵ aNCn

r ，又∈
−1 Φt ∴Cn

r 為 a 之倍數

(2).當 n＝ah－d（ a－1＞d＞1），取 r＝a－1

∵d≧2 ∴C
n

r 分母沒有 a 的倍數，但分子有 a 的倍數，也就是C
n

r 為 a 的倍數。

(3).當 n＝ah+1 
取 r＝ak－1（ak 為 1 到 n 裡面最大的 a 的冪次方數）

這時，分子的 a 的冪次方數必大於分母的 a 的冪次方數，所以C
n

r 為 a 的倍數。

(4).當 n＝ah 

取 r＝1，C
n

r ＝n＝ah 為 a 的倍數。 所以此題得證。

＜證法二＞

設：n＝ adc MMMM )( 01LLLL ，r＝ ad NNN )( 01LL

根據問題一的結論，

若C n

r
不為質數 a 倍數，n＝ adc MMMM )( 01LLLL ，r＝ ad NNN )( 01LL

對於所有 Mi≧Ni（0≦i≦d）

∵對任意的 r，Cn

r 都不能被 a 整除 ∴M0、M1、……Mc-1 都要是（a-1）

又 n≧r ∴Mc 永遠不小於 Nc

∴除了 Mc 可任意變動外，Mc-1、Mc-2……、M1、M0 皆要為（a-1）

∴n＝am×k-1，且 1≦k＜a
結論：若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3
……Cn

n 都不為質數 a 的倍數

則 n＝am×k-1，且 1≦k＜a，m、k 為正整數。

範例一範例一範例一範例一：a=23,n=183 

＜解＞：∵183=23×8-1   ∴ 183
0C 、 183

1C 、……、 183
183C 都不被質數 23 整除

範例二範例二範例二範例二：a=19,n=189 

＜解＞：∵189=19×10-1   ∴ 189
0C 、 189

1C 、……、 189
189C 都不被質數 19 整除
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問題七：問題七：問題七：問題七：若若若若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n 都不被都不被都不被都不被 am
（（（（a 為質數）整除，求為質數）整除，求為質數）整除，求為質數）整除，求 n、、、、a、、、、m 之之之之

關係？關係？關係？關係？

(一)猜測：若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 ……Cn

n皆不能被 am（a 為質數）整除，

則 n＝ as‧k－1，k∈﹛1，2，3…，am-1﹜（k 為正整數）(猜測想法請見附錄 3-2) 
(二)證法：

首先，根據問題二的結論：

n＝ ac MMM )......( 01 ，r＝ ad NNN )......( 01 ，若C
n

r 不為 am 的倍數，

其 Mi＜Ni 與其後 Mi＝Ni 的組數和必小於 m 組。

對於 n＜am：此條件成立是明顯的。

對於 n≧am：n ＝ amc MMMM )......( 01

若 Mc-m、……、M1、M0 不全為 a-1，不妨假設 Mk≠a-1（0≦k≦c-m），

必可以找到一個 r ＝ akc MMMM ))...1...(( 01+ 使Cn
r 為 am 的倍數

∴Mc-m、…、M1、M0 必須全為 a-1，而其它項（Mc、…、Mc-m+1 項）可任意變化

∴n＝ amcc aaaMM )( )1)(1)(1)(...( 1 −−−+− 。

∴n+1＝Mcac+ Mc-1ac-1+……+（Mc-m+1+1）ac-m+1。

n+1＝ ac-m+1（Mcam-1+……+Mc-m+1+1），其中 Mcam-1+……+Mc-m+1+1≦am

1、若 Mcam-1+……+Mc-m+1+1＜am ，則 n＝ ask-1，且 2≦k＜am，（s=c-m+1）

2、若 Mcam-1+……+Mc-m+1+1＝am ，則 n＝ as-1，（s=c+1）

∴n＝ ask-1，且 1≦k＜am

結論：若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n 都不為 am（a 為質數）的倍數

則 n＝as×k-1，且 1≦k＜am，m、k 為正整數。

範例一範例一範例一範例一：a=72,n=146 

＜解＞：∵146=72×3-1   ∴ 146
0C 、 146

1C 、……、 146
146C 都不被 7 的 2 次方整除

範例二範例二範例二範例二：a=34,n=161 

＜解＞：∵161=34×2-1   ∴ 161
0C 、 161

1C 、……、 161
161C 都不被 3 的 4 次方整除

問題八：若問題八：若問題八：若問題八：若 nC 0 、、、、 nC 1 、、、、…… n
nC 均不被均不被均不被均不被 a（（（（a=X1××××X2, X1、、、、X2 為質數，為質數，為質數，為質數，X1＞＞＞＞X2）整除時，求）整除時，求）整除時，求）整除時，求

n 與與與與 X1、、、、X2 的關係？的關係？的關係？的關係？

證明：因為 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 a 整除，所以取 nC0 、 nC1 、…… n

nC 均不被 X1 或 X2 整除

時 n 之條件，必可滿足。也就是當 n=X1
m×k-1（k＜X1，k∈N）或 n=X2

m×h-1（h＜X2，

h∈N）時，原題必定成立。接下來，我們要討論當 n 不是上述的數時，n 為何數時會

使原題成立。【此時 n 稱做「例外」】。

設集合 A 為 n=X1
m×k-1（k＜X1，k∈N），集合 B 為 n=X2

m×h-1（h＜X2，h∈N）

則根據餘數的概念，

A分為(1)n=X1
m×k1-1（k1＞X1，X1�k1）
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(2)n=X1×h1+S1（0≦S1＜X1-1）兩部分

B分成(1)n=X2
m×k2-1（k2＞X2，X2�k2）

(2)n=X2×h2+S2（0≦S2＜X2-1）兩部分

A ∩B即是「例外」所在。

我們可以把 A∩B分為三部份；

1.1.1.1.當 n= X1h1+ S1= X2h2+S2

∵X1�n+1，X2�n+1  ∴可設 n= X1×X2×h3+ S3 且 X1、 X2� S3+1 
n
rC = n

rC 1− ×
r 1ShXX 3321 +−+

，取 r= S3+1，則 n
rC = n

rC 1− ×
1S
hXX

3

321

+
∵X1、 X2� S3+1  ∴當 h3 大於 0 時， n

rC 為 X1 X2 的倍數。

∴只有當 h3 等於 0 時，也就是 n＜X1 X2（n= S3）時，才有可能為「例外」。

2.2.2.2.當 n= X1
m×k1-1= X2×h2+S2（X1、 X2 可互換）

∵X2�n+1 ∴X2�k1

n
rC = n

rnC − = n
rnC 1−− ×

n −
+1r = n

rnC 1−− ×
1-r-kX

1r

1
m

1

+
，取 r= X1

m+1×X2-1 

n
rC = n

rnC 1−− ×
( )2111

2
1m

1

XXkX
XX

m ×−

×+ = n
rnC 1−− ×

211

21

XXk
XX

−

∵X1、X2�k1 ∴若 k1＞X1X2 時， n
rC 為 X1X2 的倍數

∴只有當 X1＜k1＜X1X2 時，n= X1
mk1-1 時，才有可能為「例外」。

3.3.3.3.當 n= X1
m1×k1-1= X2

m2×k2-1 
n= X1

m1X2
m2×k4-1（X1、X2� k4，X2

m2k4＞X1）

n
rC = n

rnC 1−− ×
n −

+1r
，取 r= X1

m1＋1X2
m2＋1-1，

n
rC = n

rnC 1−− × 12
2

11
14

2
2

1
1

12
2

11
1

++

++

− mmmm

mm

XXkXX
XX

= n
rnC 1−− ×

)( 214

21

XXk
XX

−

∴若 k4＞X1X2，
n
rC 為 X1X2 的倍數

∴只有當 k4＜X1X2 時，也就是 n= X1
m1X2

m2k4-1（X1、X2� k4）時，才有可能為「例外」。

結論：若 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 a（a=X1×X2, X1、X2 為質數）整除，

1當 n=X1
mk-1（k＜X1，k∈N）或 n=X2

mh-1（h＜X2，h∈N）時必定成立。

2當 1. n＜X1× X2

2. n= X1
mk-1（k＜X1X2）

          3. n= X2
mk-1（k＜X1X2）

          4. n =X1
m1X2

m2k-1（
2

2

1
mX

X
＜k＜X1X2） 時均有可能成立。

範例一：範例一：範例一：範例一：n=13，X1=5，X2=3，X1×X2=15 
＜解＞∵1.n＜15 

2.n=30×14-1（14＜15）

3.n=50×14-1（14＜15）

∴13 有可能為 15 的例外，（請見附錄 8）發現 13 為 15 的例外
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範例二：範例二：範例二：範例二：n=34，X1=5，X2=3 ，X1×X2=15 
＜解＞∵1.n=5×7-1（7＜15）

∴34 有可能為 15 的例外，（請見附錄 8），發現 34 不為 15 的例外

問題九：若問題九：若問題九：若問題九：若 nC 0 、、、、 nC 1 、、、、…… n
nC 均不被均不被均不被均不被 X1××××X2×……××……××……××……×Xq,（（（（ X1、、、、X2、……、、……、、……、、……、Xq 為質數，為質數，為質數，為質數，X1

＞＞＞＞X2＞……＞＞……＞＞……＞＞……＞Xq）整除時，求）整除時，求）整除時，求）整除時，求 n 與與與與 X1、、、、X2、……、、……、、……、、……、Xq 的關係？的關係？的關係？的關係？

證明：因為 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 X1×X2×……×Xq 整除，所以取 nC0 、 nC1 、…… n

nC 均不被

X1 或 X2 或……或 Xq 整除時 n 之條件，必可滿足。也就是，當 n=X1
m×k-1（k＜X1，k∈N）

或 n=X2
m×h-1（h＜X2，h∈N）或……或 n=Xq

m×p-1（p＜Xq，p∈N）時，原題必定成

立。接下來，我們要討論當 n 不是上述的數時，n 為何數時會使原題成立。【此時 n 稱

做「例外」】。

設集合 A 為 n=X1
m×k-1（k＜X1，k∈N）

集合 B 為 n=X2
m×h-1（h＜X2，h∈N）

……

集合 Q 為 n=Xq
m×p-1（p＜Xq，p∈N）

則根據餘數的概念，

A分為 n=X1
m×k1-1（k1＞X1，X1�k）

n=X1×h1+S1（0≦S1＜X1-1）兩部分

B分成 n=X2
m×k2-1（k2＞X2，X2�k2）

n=X2×h2+S2（0≦S2＜X2-1）兩部分

……

Q分成 n=Xq
mkq-1（kq＞Xq，Xq�kq）

n=Xqhq+Sq（0≦Sq＜Xq-1）兩部分

A∩B∩……∩Q即是「例外」所在。

我們可以把 A∩B∩……∩Q分為 n+1 個部份；

1.1.1.1.當 n= Xihi+Si 的 I 元素有 n 個

∵X1，X2，……，Xq�n+1   ∴可設 n= X1 X2……Xq hu+ Su 且 X1、 X2……Xq � Su+1 

n
rC = n

rC 1− ×
r 1Sh......XXX uuq21 +−+

，取 r= Su+1，則 n
rC = n

rC 1− ×
1S

h......XXX

u

uq21

+
∵X1、 X2� Su+1 ∴當 hu 大於 0 時， n

rC 為 X1 X2……Xq 的倍數。

∴只有當 hu 等於 0 時，也就是 n＜X1 X2……Xq（n= Su）時，才有可能為「例外」。

2.2.2.2.當 n= Xihi+Si 的 i 元素有 n-1 個，可設 n=Xq
mkq-1 

∵X1，X2，……，Xq-1�n+1 
∴可設 n= X1 X2……Xq-1× ht+ St 且 X1、 X2……Xq-1 � St+1  ∴X1、 X2……Xq-1 � n+1 
∵X1、 X2……Xq-1� Xq ∴X1、 X2……Xq-1�kq

n
rC = n

rnC − = n
rnC 1−− ×

n −
+1r = n

rnC 1−− ×
1-r-kX

1r

q
m

q

+
，取 r= Xq

m+1×X1×X2×……×Xq-1-1 
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n
rC = n

rnC 1−− × ( )qq
m
q

q

XXXkX

XXX

×××−

××× −
+

......

...... 

21

11
1m

q = n
rnC 1−− ×

qq

q

XXXk
XXX

......
...... 

21

21

−

∵X1、 X2……Xq �kq ∴若 kq＞X1 X2……Xq 時， n
rC 為 X1 X2……Xq 的倍數

∴只有當 Xq＜kq＜X1 X2……Xq 時，n= Xq
mkq-1 時，才有可能為「例外」。

3.3.3.3.當 n= Xihi+Si 的 i 元素有 n-2 個，可設 n=Xq
m1×kq-1，n=Xq-1

m2×kq-1-1 
n= Xq

m1Xq-1
m2kz-1（Xq、Xq-1� kz，Xq

m1 kz＞Xq-1）

∵X1，X2，……，Xq-2�n+1  ∴可設 n= X1 X2……Xq-2 hz+ S z 且 X1、 X2……Xq-2 � S z +1 
∴X1、 X2……Xq-2 � n+1 
∵X1、 X2……Xq-2� Xq ∴X1、 X2……Xq-2�kz

n
rC = n

rnC − = n
rnC 1−− ×

n −
+1r = n

rnC 1−− ×
1-r-kXX

1r

z
m2

1-q
m1

q

+
，取 r= Xq

m1+1×Xq-1
m2×X1×……×Xq-2-1，

n
rC = n

rnC 1−− × ( )qz
m

q
m
q

m
q

XXXkXX

XXX

×××−

×××

−

+
−

+

......

...... 

21
2

1
1

12
11

1m1
q = n

rnC 1−− ×
qz

q

XXXk
XXX

......
...... 

21

21

−

∵X1、 X2……Xq �kz ∴若 kz＞X1 X2……Xq 時， n
rC 為 X1 X2……Xq 的倍數

∴只有當 1
1

m
q

X
X −

＜kz＜X1 X2……Xq 時，也就是 n= Xq
m1Xq-1

m2kz-1 時，才有可能為「例外」。

……

n.n.n.n. 當 n= Xihi+Si 的 i 元素有 0 個

n= X1
m1X2

m2……Xq
mqkd-1（X1、X2、……Xq� kd，X2

m2……Xq
mqkd＞X1）

n
rC = n

rnC 1−− ×
n −

+1r
，取 r= X1

m1＋1X2
m2＋1……Xq

mq-1， n
rC = n

rnC 1−− ×
)......(

...... 

21

21

qd

q

XXXk
XXX

−

∴若 kd＞X1 X2……Xq，
n
rC 為 X1 X2……Xq 的倍數

∴只有當
mq
q

m XX
X

×× ......2
2

1 ＜kd＜X1 X2……Xq 時，也就是 n= X1
m1X2

m2……Xq
mqkd-1 時，

才有可能為「例外」。

結論：若 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 X1×X2×……×Xq 整除，

1當 n=X1
mk-1（k＜X1，k∈N）或 n=X2

mh-1（h＜X2，h∈N）或……或 n=Xq
mt-1（t＜

Xq，t∈N）時必定成立。

2當 1.   n＜X1 X2……Xq

2.    n= X1
mk-1（k＜X1 X2……Xq）

        3.    n= X2
mk-1（k＜X1 X2……Xq）

……

(q+1).  n= Xq
mk-1（k＜X1 X2……Xq）

(q+2). n =X1
m1X2

m2k-1（ 2
2

1
mX
X

＜k＜X1 X2……Xq）

……

(2q+1). n=X1
m1X2

m2……Xq
mqk-1（ mq

q
m XX

X
×× ......2

2

1 ＜k＜X1 X2……Xq） 時均有可

能成立。
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範例一：範例一：範例一：範例一：n=13，X1=5，X2=3，X3=2，X1×X2=30 
＜解＞∵1.n＜30 

2.n=21×7-1（7＜30）

3.n=30×14-1（14＜30）

4.n=50×14-1（14＜30）

∴13 有可能為 30 的例外，（請見附錄 8）發現 13 為 30 的例外

範例二：範例二：範例二：範例二：n=29，X1=5，X2=3，X3=2，X1×X2=30 
＜解＞∵1.n＜30 

2.n=21×15-1（15＜30）

3.n=31×10-1（10＜30）

4.n=51×6-1（6＜30）

∴29 有可能為 30 的例外，（請見附錄 8）發現 29 不為 30 的例外

問題十：若問題十：若問題十：若問題十：若 nC 0 、、、、 nC 1 、、、、…… n
nC 均不被均不被均不被均不被 a 整除時（整除時（整除時（整除時（a=X1

m1××××X2
m2, X1、、、、X2 為質數，為質數，為質數，為質數，X1

m1＞＞＞＞X2
m2），），），），

求求求求 n 與與與與 X1、、、、X2 的關係？的關係？的關係？的關係？

證明：因為 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 a 整除，所以取 nC0 、 nC1 、…… n

nC 均不被 X1
m1 或 X2

m2

整除時 n 之條件，必可滿足。也就是當 n=X1
mk-1（k＜X1

m1，k∈N）或 n=X2
mh-1（h＜

X2
m2，h∈N）時，原題必定成立。接下來，我們要討論當 n 不是上述的數時，n 為何

數時會使原題成立。【此時 n 稱做「例外」】。

設集合 A 為 n=X1
m×k-1（k＜X1

m1，k∈N）

集合 B 為 n=X2
m×h-1（h＜X2

m2，h∈N）

則根據餘數的概念，

A分為 n=X1
m×k1-1（k1＞X1

m1，X1�k1）

n=X1×h1+S1（0≦S1＜X1-1）兩部分

B分成 n=X2
m×k2-1（k2＞X2

m2，X2�k2）

n=X2×h2+S2（0≦S2＜X2-1）兩部分

A∩B即是「例外」所在。

我們可以把 A∩B分為三部份；

1.1.1.1.當 n= X1h1+ S1= X2h2+S2

∵X1�n+1，X2�n+1 
∴可設 n= X1

m1 X2
m2h3+ S3 且 X1、X2� S3+1 

n
rC = n

rC 1− ×
r 1ShXX 33

m2
2

m1
1 +−+

，取 r= S3+1， n
rC = n

rC 1− ×
1S

hXX

3

3
m2

2
m1

1

+
∵X1、 X2� S3+1 

∴當 h3 大於 0 時， n
rC 為 X1 X2 的倍數。

∴當 h3 等於 0 時，也就是 n＜X1
m1X2

m2（n= S3）時，才有可能為「例外」。

2.2.2.2.當 n= X1
m×k1-1= X2×h2+S2（X1、 X2 可互換）

∵X2�n+1 ∴X2�k1
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n
rC = n

rnC − = n
rnC 1−− ×

n −
+1r = n

rnC 1−− ×
1-r-kX

1r

1
m

1

+
，取 r= X1

m+m1×X2
m2-1，

n
rC = n

rnC 1−− × ( )2
2

1
111

2
2

1m
1

mmm

mm

XXkX
XX
×−

×+

= n
rnC 1−− × 2

2
1

11

2
2

1
1

mm

mm

XXk
XX

−
∵X1、X2�k1

∴若 k1＞X1
m1X2

m2 時， n
rC 為 X1

m1X2
m2 的倍數

∴只有當 k1＜X1
m1X2

m2 時，也就是 n= X1
mk1-1 時，才有可能為「例外」。

3.3.3.3.當 n= X1
w1k1-1= X2

w2k2-1 
n= X1

w1X2
w2k4-1（X1、X2� k4，X2

w2k4＞X1
m1）

n
rC = n

rnC 1−− ×
n −

+1r
，取 r= X1

w1＋m1X2
w2＋m2-1，

n
rC = n

rnC 1−− × 22
2

11
14

2
2

1
1

22
2

11
1

mwmwww

mwmw

XXkXX
XX

++

++

−
= n

rnC 1−− ×
)( 2

2
1

14

2
2

1
1

mm

mm

XXk
XX

−

∴若 k4＞X1
m1X2

m2， n
rC 為 X1

m1X2
m2 的倍數

∴只有當 k4＜X1
m1X2

m2 時，也就是 n= X1
w1X2

w2k4-1 時，才有可能為「例外」。

結論：若 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 a（a=X1

m1×X2
m2, X1、X2 為質數）整除時，

1當 n=X1
mk-1（k＜X1

m1，k∈N）或 n=X2
mh-1（h＜X2

m2，h∈N）時必定成立。

2當 1. n＜X1
m1X2

m2
 

2. n= X1
mk-1（k＜X1

m1X2
m2）

          3. n= X2
mk-1（k＜X1

m1X2
m2）

          4. n =X1
w1X2

w2k-1（ 2
2

1
1
w

m

X
X

＜k＜X1
m1X2

m2） 時均有可能成立。

範例一：範例一：範例一：範例一：n=22，X1=5，X2=2，m1=1，m2=3，X1
m1×X2

m2=40 
＜解＞∵1.n＜40 

2.n=20×23-1（23＜40）

3.n=50×23-1（23＜40）

∴22 有可能為 40 的例外，（請見附錄 8）發現 22 為 40 的例外

範例二：範例二：範例二：範例二：n=21，X1=5，X2=2，m1=1，m2=3，X1
m1×X2

m2=40 
＜解＞∵1.n＜40 

2.21×11-1（11＜40）

3.50×22-1（22＜40）

∴21 有可能為 40 的例外，（請見附錄 8）發現 21 不為 40 的例外
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問題十一：若問題十一：若問題十一：若問題十一：若 nC0 、、、、 nC1 、、、、…… n
nC 均不被均不被均不被均不被 X1

m1××××X2
m2×……××……××……××……×Xq

mq,（（（（ X1、、、、X2、……、、……、、……、、……、Xq 為質數，為質數，為質數，為質數，

X1＞＞＞＞X2＞……＞＞……＞＞……＞＞……＞Xq）整除時，求）整除時，求）整除時，求）整除時，求 n 與與與與 X1、、、、X2、……、、……、、……、、……、Xq 的關係？的關係？的關係？的關係？

證明：因為 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 X1

m1×X2
m2×……×Xq

mq 整除，所以取 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均

不被 X1
m1 或 X2

m2 或……或 Xq
mq 整除時 n 之條件，必可滿足。也就是當 n=X1

mk-1（k
＜X1

m1，k∈N）或 n=X2
mh-1（h＜X2

m2，h∈N）或……或 n=Xq
mp-1（p＜Xq

mq，p∈N）

時，原題必定成立。接下來，我們要討論當 n 不是上述的數時，n 為何數時會使原題

成立。【此時 n 稱做「例外」】。

設集合 A 為 n=X1
mk-1（k＜X1

m1，k∈N）

集合 B 為 n=X2
mh-1（h＜X2

m2，h∈N）

……

集合 Q 為 n=Xq
mp-1（p＜Xq

mq，p∈N）

則根據餘數的概念，

A分成 n=X1
mk1-1（k1＞X1

m1，X1�k1）

n=X1h1+S1（0≦S1＜X1-1）兩部分

B分成 n=X2
mk2-1（k2＞X2

m2，X2�k2）

n=X2h2+S2（0≦S2＜X2-1）兩部分

……

Q分成 n=Xq
mkq-1（kq＞Xq

mq，Xq�kq）

n=Xqhq+Sq（0≦Sq＜Xq-1）兩部分

A∩B∩……∩Q即是「例外」所在。

我們可以把 A∩B∩……∩Q分為 n+1 個部份；

1.1.1.1.當 n= Xihi+Si 的 i 元素有 n 個

∵X1，X2，……，Xq�n+1 
∴可設 n= X1

m1 X2
m2……Xq

mq hu+ Su 且 X1、 X2……Xq � Su+1 

n
rC = n

rC 1− ×
r 1Sh......XXX uu

mq
q

m2
2

m1
1 +−+

，取 r= Su+1，

n
rC = n

rC 1− ×
1S

h......XXX

u

u
mq

q
m2

2
m1

1

+
∵X1、 X2� Su+1  ∴當 hu 大於 0 時， n

rC 為 X1
m1 X2

m2……Xq
mq 的倍數。

∴只有當 hu 等於 0 時，也就是 n＜X1
m1 X2

m2……Xq
mq（n= Su）時，才有可能為「例外」。

2.2.2.2.當 n= Xihi+Si 的 i 元素有 n-1 個，可設 n=Xq
mkq-1 

∵X1，X2，……，Xq-1�n+1  ∴可設 n= X1 X2……Xq-1 ht+ St 且 X1、 X2……Xq-1 � St+1 
∴X1、 X2……Xq-1 � n+1 
∵X1、 X2……Xq-1� Xq ∴X1、 X2……Xq-1�kq

n
rC = n

rnC − = n
rnC 1−− ×

n −
+1r = n

rnC 1−− ×
1-r-kX

1r

q
m

q

+
，取 r= Xq

m+mq×X1
m1×X2

m2×……×Xq-1
m(q-1)-1 

n
rC = n

rnC 1−− × ( )mq
q

mm
q

m
q

qm
q

m

XXXkX

XXX

×××−

××× −
−

+

......

...... 
2

2
1

1

)1(
1

1
1

mqm
q = n

rnC 1−− × mq
q

mm
q

mq
q

mm

XXXk

XXX

......

...... 
2

2
1

1

2
2

1
1

−

∵X1、 X2……Xq �kq，∴若 kq＞X1
m1 X2

m2……Xq
mq 時， n

rC 為 X1 X2……Xq 的倍數
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∴只有當 kq＜X1
m1 X2

m2……Xq
mq 時，也就是 n= Xq

mkq-1 時，才有可能為「例外」。

3.3.3.3.當 n= Xihi+Si 的 i 元素有 n-2 個，可設 n=Xq
w1kq-1，n=Xq-1

w2kq-1-1 
n= Xq

w1Xq-1
w2kz-1（Xq、Xq-1� kz，Xq

w1 kz＞Xq-1
m(q-1)）

∵X1，X2，……，Xq-2�n+1 
∴可設 n= X1 X2……Xq-2 hz+ S z 且 X1、 X2……Xq-2 � S z +1 
∴X1、 X2……Xq-2 � n+1 
∵X1、 X2……Xq-2� Xq ∴X1、 X2……Xq-2�kz

n
rC = n

rnC − = n
rnC 1−− ×

n −
+1r = n

rnC 1−− ×
1-r-kXX

1r

z
w2

1-q
w1

q

+

取 r= Xq
w1+mq×Xq-1

w2+m(q-1)×X1
m1×……×Xq-2

m(q-2)-1 

n
rC = n

rnC 1−− × ( )mq
q

mm
z

w
q

w
q

qmw
q

mmq

XXXkXX

XXX

×××−

×××

−

−+
−

+

......

...... 
2

2
1

1
2

1
1

)1(2
1

1
1

w1
q = n

rnC 1−− × mq
q

mm
z

mq
q

mm

XXXk

XXX

......

...... 
2

2
1

1

2
2

1
1

−

∵X1、 X2……Xq �kz

∴若 kz＞X1
m1 X2

m2……Xq
mq 時， n

rC 為 X1
m1 X2

m2……Xq
mq 的倍數

∴只有當 mq
q

qm
q

X

X )1(
1

−
−

＜kz＜X1
m1 X2

m2……Xq
mq 時，也就是 n= Xq

w1Xq-1
w2kz-1 時，才有可能為

「例外」。

……

n.n.n.n. 當 n= Xihi+Si 的 i 元素有 0 個

n= X1
w1X2

w2……Xq
wqkd-1（X1、X2、……Xq� kd，X2

w2……Xq
wqkd＞X1

m1）

n
rC = n

rnC 1−− ×
n −

+1r
取 r= X1

w1＋m1X2
w2＋m2……Xq

wq+mq－1

n
rC = n

rnC 1−− ×
)......(

...... 
2

2
1

1

2
2

1
1

mq
q

mm
d

mq
q

mm

XXXk

XXX

−

∴若 kd＞X1
m1 X2

m2……Xq
mq， n

rC 為 X1
m1 X2

m2……Xq
mq 的倍數

∴只有當 wq
q

w

m

XX
X
......2

2

1
1 ＜kd＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq 時，也就是 n= X1
w1X2

w2……Xq
wqkd-1 時，才

有可能為「例外」。

結論：若 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 X1

m1 X2
m2……Xq

mq 整除，

1當 n=X1
mk-1（k＜X1

m1，k∈N）或 n=X2
mh-1（h＜X2

m2，h∈N）或……或 n=Xq
mt-1（t

＜Xq
mq，t∈N）時必定成立。

2當 1. n＜X1
m1 X2

m2……Xq
mq

 

2. n= X1
mk-1（k＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq）

          3. n= X2
mk-1（k＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq）

……

(q+1). n= Xq
mk-1（k＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq）

(q+2). n =X1
w1X2

w2k-1（ 2
2

1
1
w

m

X
X

＜k＜X1
m1 X2

m2……Xq
mq）

……
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(2q+1). n=X1
w1X2

w2……Xq
mqk-1（ wq

q
w

m

XX
X
......2

2

1
1 ＜k＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq） 時均有

可能成立。

範例一：範例一：範例一：範例一：n=19，X1=7，X2=3，X3=2，m1=1，m2=2，m3=2，X1
m1×X2

m2×X3
m3=252 

＜解＞∵1.n＜252 
2.n=22×5-1（5＜252）

3.n=30×20-1（20＜252）

4.n=70×20-1（20＜252）

∴19 有可能為 252 的例外，（請見附錄 8）發現 19 為 252 的例外

範例二：範例二：範例二：範例二：n=51，X1=7，X2=3，X3=2，m1=1，m2=2，m3=2，X1
m1×X2

m2×X3
m3=252 

＜解＞∵1. n＜252 
2.n=22×13-1（13＜252）

3.n=30×52-1（52＜252）

4.n=70×52-1（52＜252）

∴51 有可能為 252 的例外，（請見附錄 8）發現 51 不為 252 的例外

結論應用 ：根據問題十的結論，我們在2-4 的狀況中得知：n =X1
w1X2

w2×k-1（ 2
2

1
1
w

m

X
X

＜k＜

X1
m1X2

m2）時， nC0 、 nC1 、……、 n
nC 有可能都不被 X1

m1X2
m2 整除。根據問題八的結論，

我們在2-4 的狀況中得知：=X1
m1X2

m2k-1（ 2
2

1
mX
X

＜k＜X1X2 ）時， nC0 、 nC1 、…… n
nC 有

可能都不被 X1X2 整除。容易看出， nC0 、 nC1 、…… n
nC 都不被 X1X2 整除的 n 一定包含於

都不被 X1
m1X2

m2 整除的 n。但根據問題十和問題八結論，卻發現在問題十 k 的底限卻不

一定比在問題八 k 的底限小（m1 越大，底限越大），最終，問題十 k 的範圍變成無意義。

但因 nC0 、 nC1 、……、 n
nC 都不被 X1X2 整除的 n 一定包含於都不被 X1

m1X2
m2 整除的 n，所

以問題八 k 的取值範圍也變成無意義。這樣，便可把2-4 的狀況刪除，達到化簡的目的。

同樣的方法也可以應用在問題九、問題十、問題十一上。

四、對於二項式進行證明（被整除）：四、對於二項式進行證明（被整除）：四、對於二項式進行證明（被整除）：四、對於二項式進行證明（被整除）：

問題十二：若問題十二：若問題十二：若問題十二：若Cn

1 、、、、Cn

2 、、、、Cn

3 、……、、……、、……、、……、Cn

n 1− 中都能被正整數中都能被正整數中都能被正整數中都能被正整數 a 整除、求整除、求整除、求整除、求 n、、、、a 的關係？的關係？的關係？的關係？

(一) 證法：本題可分為三部份：

1、、、、a 為質數。為質數。為質數。為質數。 2、、、、a 為質數冪次方。為質數冪次方。為質數冪次方。為質數冪次方。 3、、、、a 為含有兩個質因數以上的合數。為含有兩個質因數以上的合數。為含有兩個質因數以上的合數。為含有兩個質因數以上的合數。

分項討論：

1、、、、由問題三的結論問題三的結論問題三的結論問題三的結論可知：當Cn

r 為質數 a 的倍數時，

n＝ ac MMM )......( 01 ，r＝ ad NNN )......( 01 ，必存在至少一對 Mi＜Ni，0≦i≦d。

當 n、r 都是 a 的倍數時，結果顯然成立。

因為若後面不全是 0，也就是 n＝ ak )00......100( ，則只要是 ( )ar 0001000 LL= 時，

Cn
r 便不是 a 的倍數。

若頭位數字不為 1，即 n＝ ak )00......000( ，則只要 r＝ a)00......1000( 時，Cn
r 也不是 a
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的倍數。也就是 n＝am。

2、、、、由問題四的結論問題四的結論問題四的結論問題四的結論可知：當Cn

r 為 am（a 為質數）的倍數時，n＝ ac MMM )......( 01

r＝ ad NNN )......( 01 ，則 Mi＜Ni 的組數與他們之後 Mi=Ni 的組數之和必大於等於 m 組，

也是 a 的倍數。

∴若存在 n 使上述條件滿足，n＝ a)00......1000( ，

但若 m≧2 時，取 r＝ a)00......0100( 時，不滿足開頭的條件（只有一對 Mi＜Ni），

所以，只有當 m＝1 時，n＝ a)00......1000( 為解。即 n=am。

3、、、、設 a＝ 0

0
yX ． 1

1
yX ． …… ． my

mX ，

則C n

1
、C n

2
、C n

3
、……、C n

n 1−
皆被 a 整除，也就是說，C n

1
、C n

2
、Cn

3、……、C n

n 1−

能被 0

0
yX ． 1

1
yX ． ……． my

mX 整除，當然也能被 0X 、 1X 所整除。

根據 1.的結論，n＝ kX 0 、n＝ sX 1 ，但是很明顯地 kX 0 ≠ sX 1 ，

所以，這種情況下 n 不存在。

結論：若Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n 1− 都是 a 的倍數，則 a 必為質數且 n＝am，m 為正整數。

範例一範例一範例一範例一：a=5,n=25 
＜解＞：∵25=52 ∴ 25

1C 、 25
2C 、……、 25

24C 都被 5 整除

範例二範例二範例二範例二：a=11,n=121 

＜解＞：∵121=112 ∴ 121
1C 、 121

2C 、……、 121
120C 都被 11 整除

五、對於五、對於五、對於五、對於 n 項式進行證明（不被整除）：項式進行證明（不被整除）：項式進行證明（不被整除）：項式進行證明（不被整除）：

問題十三：問題十三：問題十三：問題十三： 若若若若 ( )C m

kkk n
，，， ......

21
不被質數不被質數不被質數不被質數 a 整除，求整除，求整除，求整除，求 m、、、、k1、、、、k2、、、、k3……kn、、、、a 的的的的關係？關係？關係？關係？

(一)推論：若 ( )C m

kkk n
，，， ......

21
不為質數 a 的倍數，把 m、k1、k2……kn-1 都以 a 進制表示，

則對於所有
iiiii nMMMMM 13210 ...... −++++≥

(二)證法：若 ( )C m

kkk n
，，， ......

21
不為質數 a 的倍數，則可導出不等式：








++






+






++




++




+




+




++




+





≤



++



+





∞∞∞∞ a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
m

a
m

a
m nnn LLLLLLLLLL 2

2
2
221

2
11

2

∵m=k1+ k2+ k3+ k4+……+ kn

∴ 



++



+





∞a
m

a
m

a
m

LL2
＝





++



+



++



++



+



+



++



+





∞∞∞ a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k nnn LLLLLLLL 2

2
2
221

2
11





++



+



⇒

∞a
m

a
m

a
m

LL2
＝ 



++



+



++



++



+



+



++



+





∞∞∞ a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k

a
k nnn LLLLLLLL 2

2
2
221

2
11 …(＃)

又 m=k1+ k2+ k3+ k4+……+ kn

∴ 




a
m ≧





++



+





a
k

a
k

a
k nLL21 ，







2a
m ≧





++



+





22
2

2
1

a
k

a
k

a
k nLL ，…… 





∞a
m ≧





++



+





∞∞∞ a
k

a
k

a
k nLL21

為了符合(＃)式， 
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




a
m ＝





++



+





a
k

a
k

a
k nLL21 ，







2a
m ＝





++



+





22
2

2
1

a
k

a
k

a
k nLL ，……， 





∞a
m ＝





++



+





∞∞∞ a
k

a
k

a
k nLL21

設 m= 00 YaX + ，k1= '
0

'
0 YaX + ，……，kn = '''''......'

0
''''......'

0 YaX +

1、.若 0Y ≧ '
0Y +……+ '''''......'

0Y ，則 




a
m = X0= 



++



+





a
k

a
k

a
k nLL21

2、.若 0Y ＜ '
0Y +……+ '''''......'

0Y ，則 




a
m = X0= 



++



+





a
k

a
k

a
k nLL21 （不合）

∴ 0Y ≧ '
0Y +……+ '''''......'

0Y ， 1Y ≧ '
1Y +……+ '''''......'

1Y ，……， 2−nY ≧ '
2−nY +……+ '''''......'

2−nY

設 m=（
010

000 MMcM LL ）a

k1=（
011

111 MMcM LL ）a，……，kn-1=（
011

111 −−−
−

nnn MMcM
n

LL ）a

與二項式係數同理，對於所有
iiiii nMMMMM 13210 −+++≥

結論：若 ( )C m

kkk n
，，， ......

21
不為一質數 a 的倍數，把 m、k1、k2……kn-1 都以 a 進制表示，

則對於所有
iiiii nMMMMM 13210 ...... −++++≥

問題十四：若問題十四：若問題十四：若問題十四：若 m 固定，固定，固定，固定，k1、、、、k2……………………kn 皆可變，皆可變，皆可變，皆可變， ( )C m

kkk n
，，， ......

21
都不被質數都不被質數都不被質數都不被質數 a 整除，求整除，求整除，求整除，求 m、、、、

k1、、、、k2……………………kn、、、、a 的關係？的關係？的關係？的關係？

(一)證法：設： m=（ 01c ......M MM ）a

1、若 c≠0，且 n≧3
可選擇 k1= a-1，k2= 1，k3= k4= ……= kn-2= kn-1=0 
kn= Mc×ac+ Mc-1×ac-1+……+ M1×a1-a+M0， 根據之前的結論

∵M0≧a-1+1+0+0……+0   ∴為 a 的倍數，∴→←
2、若 c=0，且 n≧3

∵M0= k1+k2+……+kn

∴不管 M0 怎麼分到 k1+k2+……+kn，k1+k2+……+kn 永遠不會比 M0 大

3、若 n=2，則結論如同二項式

4、若 n=1，則係數永遠為 1，恆不被整除

結論：m 固定時，若都不為 a（a 為質數）的倍數

則：1、當 n≧3 時，a-1≧m≧0
2、當 n＝2 時，m= at‧k-1，t、k 為正整數。

3、當 n＝1 時，m≧0
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伍、結論：伍、結論：伍、結論：伍、結論：

1、若Cn

r 不為質數 a 倍數，n＝（ 01c ......M MM ）a ，r＝（ 01d ......N NN ）a ，

則對於所有 Mi≧Ni 均可成立（0≦ i ≦d）。

2、若Cn

r 不為 am 的倍數，n=（ 01c ......M MM ）a， r=（ 01d ......N NN ）a

則(1)若 Mi<Ni，則算一組

(2)若 Mi=Ni，則比較右邊那一位，一直比較到某一位 Mk≠Nk 時，k＜i，
○1. Mk＞Nk⇒第 i 組、……、第 k 組都不算

○2. Mk＜Nk⇒第 i 組、……、第 k+1 組共算成 i-k 組

將(1)(2)中所得的組數相加，則其和必小於 m 組。

3、若Cn

r 為質數 a 的倍數，n=（ 01c ......M MM ）a， r=（ 01d ......N NN ）a，

則存在至少一個 Mi＜Ni（0≦ i ≦d）。

4、若Cn

r 不為 am 的倍數，n=（ 01c ......M MM ）a， r=（ 01d ......N NN ）a

則(1)若 Mi<Ni，則算一組

(2)若 Mi=Ni，則比較右邊那一位，一直比較到某一位 Mk≠Nk 時，k＜i，
○1. Mk＞Nk⇒第 i 組、……、第 k 組都不算

○2. Mk＜Nk⇒第 i 組、……、第 k+1 組共算成 i-k 組

將(1)(2)中所得的組數相加，則其和必大於等於 m 組。

5、若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n中都不為質數 a 的倍數，

則 n 的通式為：n＝am×k-1，m 為自然數， { }1,2,........,3,2,1 −−= aak 。

6、am 為一個質數 a 的冪次方，若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 、……、Cn

n中都不為 am 的倍數，

則 n 的通式為：n＝at×k-1，t、k 為正整數， { }1,2,........,3,2,1 −−= mm aak 。

7、若Cn

1 、Cn

2 、Cn

3 ……Cn

n 1− 中都為質數 a 的倍數，

則 n 的通式為：n＝am，m 為正整數。

8、若
nC0 、

nC1 、……
n
nC 均不被 a=X1×X2 整除時（ X1、X2 為質數，X1＞X2），

則1當 n=X1
mk-1（k＜X1，k∈N）或 n=X2

mh-1（h＜X2，h∈N）時必定成立。

2當 1. n＜X1 X2

2. n= X1
mk-1（k＜X1X2）

          3. n= X2
mk-1（k＜X1X2） 時均有可能成立。

9、若 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 a=X1×X2×……×Xq 整除時（ X1、X2、……、Xq 為質數，X1＞X2＞……

＞Xq），

則1當 n=X1
mk-1（k＜X1，k∈N）或 n=X2

mh-1（h＜X2，h∈N）或……或 n=Xq
mt-1（t＜Xq，

t∈N）時必定成立。

2當 1. n＜X1 X2……Xq

2. n= X1
mk-1（k＜X1 X2……Xq）

          3. n= X2
mk-1（k＜X1 X2……Xq）

……

(q+1). n= Xq
mk-1（k＜X1 X2……Xq） 時均有可能成立。

10、若 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 a=X1

m1×X2
m2 整除時（, X1、X2 為質數，X1

m1＞X2
m2），

則1當 n=X1
mk-1（k＜X1，k∈N）或 n=X2

mh-1（h＜X2，h∈N）時必定成立。

2當 1. n＜X1
m1X2

m2
 

2. n= X1
mk-1（k＜X1

m1X2
m2）
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      3. n= X2
mk-1（k＜X1

m1X2
m2） 時均有可能成立。

11、若 nC0 、 nC1 、…… n
nC 均不被 a=X1

m1×X2
m2×……×Xq

mq,（ X1、X2、……、Xq 為質數，X1＞X2＞……

＞Xq）整除時，

則1當 n=X1
mk-1（k＜X1

m1，k∈N）或 n=X2
mh-1（h＜X2

m2，h∈N）或……或 n=Xq
mt-1（t

＜Xq
mq，t∈N）時必定成立。

2當 1. n＜X1
m1 X2

m2……Xq
mq

 

2. n= X1
mk-1（k＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq）

          3. n= X2
mk-1（k＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq）

……

(q+1) . n= Xq
mk-1（k＜X1

m1 X2
m2……Xq

mq） 時均有可能成立。

12、若 ( )C m

kkk n
，，， ......

21
不為質數 a 的倍數，把 m、k1、k2、……、kn-1 都以 a 進制表示，

則對於所有 iM ≧ iii nMMM )1(21 −⋅⋅⋅⋅⋅⋅++ （都是充要條件）

13、若 m 固定，k1、k2……kn 皆可變， ( )C m

kkk n
，，， ......

21
都不為質數 a 的倍數

則：○1. 當 n≧3 時，a-1≧m≧0
○2. 當 n＝2 時，m＝am×k-1  （1≦k≦a-1）

○3. 當 n＝1 時，m≧0

陸、研究展望陸、研究展望陸、研究展望陸、研究展望：：：：

若Cn

0 、Cn

1 、Cn

2 、……Cn

n 皆不能被 a1
b1×a2

b2 ×……×aP
bp 整除，求 n 的條件？

根據之前的結論，所有的 n 都在這些範圍中：

1.n<a1
b1×a2

b2 ×……×aP
bp 

2. n = a1
b×k-1(k< a1

b1×a2
b2×……×aP

bp)

3. n = a2
b×k-1(k< a1

b1×a2
b2×……×aP

bp)

………… 

(p+1). n = ap
b×k-1(k< a1

b1×a2
b2×……×aP

bp)
但這是我們目前最貼近的必要條件，非充分條件。

所以，我們會更加努力埋首研究，盼望能盡速做出必要條件。

柒、參考資料：柒、參考資料：柒、參考資料：柒、參考資料：

1.、中等數學 ………………………………………………………天津師大出版

2.、高中數學課本第四冊 …………………………………………龍騰文化出版社

3.、組合學講義 …………………………………………………建興出版社

4.、趣味數論 ………………………………………………………九章出版社
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評語評語評語評語

題材內容深度夠，表達能力亦佳。

惜與國中教材的連結稍嫌不足。
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