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壹、摘要 

玩 55× 開關電燈遊戲時有很多不同的變化，我們研究這些變化中對應的函數和集合，透

過這些函數和集合的概念，我們研究 1.判斷任意二個 n x n燈炮狀態圖形 X和 Y是否同類 ? 

如果 X和 Y是同類，則我們將找出所有使圖 X變成圖 Y的方法  (開關電燈遊戲問題只是第

一個問題的特殊情形) ; 2. 所有的
2

2n 個 n x n燈炮狀態圖形有多少不同類圖形 ?由於 nn × 圖

形有
2

2n 個，當n的值愈來愈大時，要確實討論這些圖形非常困難。在這個研究計劃裡，我們

給出只要計算 n 個圖形和一些簡單分析就可以解答上述二個問題的方法，這樣不但大幅地加

快解題速度，同時也大幅地減少問題的難度。用這種方法，我們只列出 n≦18情形的解答(限

於篇幅問題)。 

 

貳、研究動機 

前幾年我玩過一個遊戲： 

有一個 55× 的方格表，每個方格內都有開啟光明的裝置，只要在方格內點一下，就

可同時點亮自己以及上、下、左、右相鄰的方格，但若是原本已是光明的方格就會

變成黑暗的。如果本來的 25 個方格內的燈炮狀態全是黑暗的，請問是否能將方格

表內的燈泡全部點亮呢 ? 

今年老師教我們集合和函數，我覺得在日常生活中，我們常常使用函數，但自已卻不察覺。

在玩這個開關電燈遊戲時有很多不同的變化，而每一種變化都是一種函數，每個函數有它的

定義域和值域;而且有的變化也涵蓋了一些合成函數的概念。在這個研究計劃裡，我希望透過
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這個遊戲，來研究使用過的集合和函數，使我深入了解集合和函數的概念，同時也能對這個

遊戲更深一層的研究。 

 

參、研究目的 

如果在一些小方格內各點一下之後，就可以把圖形 X 變成 Y，則稱圖 X與圖 Y同類。

我們將研究： 

(一).判斷任意二個 n x n燈炮狀態圖形 X和 Y是否同類 ? 如果 X和 Y是同類，則我們將

找出所有使圖 X變成圖 Y的方法。 

(二).所有的
2

2n 個 n x n燈炮狀態圖形有多少不同類圖形 ?  

最後我們也把這種想法和技巧應用到翻棋分類的問題。 

 

肆、研究設備及器材 

紙、筆、圍棋、圍棋板、電腦 

 

伍、研究過程或方法 

一、定義和記號    

定義一 

1.用 0和 1代表燈炮黑暗和光明，燈炮狀態圖形就是描述方格表內燈炮的狀態來的圖形; 

2.用■和□代表點奇數下和點偶數下，觸摸開關狀態圖形就是記錄在方格表的一些小方格內

觸摸次數的圖形; 

3.用 c和×代表改變和不改變方格內燈炮的狀態，改變狀態圖形就是記錄在方格表內改變燈炮
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狀態情形的圖形。 

我們用下列記號: 

Bn ={X|X是 nn × 的方格表中的燈炮狀態圖形}。id(Bn)是指方格表中每個方格內燈炮的

狀態全部是 0的燈炮狀態圖形; 

Cn ={P|P是 nn × 的方格表中的改變狀態圖形}。id(Cn)是指方格表中每個方格內全部是×

的改變狀態圖形; 

Tn ={K|K是 nn × 的方格表中的觸摸開關狀態圖形}。id(Tn)是指方格表中每個方格內全

部是□的改變狀態圖形; 

燈泡狀態圖形           觸摸開關狀態圖形            改變狀態圖形  

0 1 0 1 1 ■  c c × × c 
1 1 1 0 0   ■ c c × c c 
1 0 1 1 0  ■ c c × × c 
1 0 1 0 0   ■ × × c c × 
0 1 0 1 1 

 

  

 

× × c × × 

       圖 1.a                    圖 1.b                    圖 1.c 

定義二. 下面我們將定義四個函數 

1. 函數 fn:Tn  Cn：給定一個 nn × 觸摸開關狀態圖形 K，則改變狀態圖形 fn(K)就是記錄這個

觸摸開關狀態圖形 K 所造成 nn × 的方格表內燈炮的明暗狀態變化的情形。例如 K 是圖

1.b，則 fn(K)是圖 1.c。 

2. 函數 Pg : Bn Bn: 給定一個 nn × 燈炮狀態圖形 X， Pg (X) 就是按照改變狀態圖形 P來改 

變燈炮狀態圖形 X內燈炮明暗狀態所得到的新燈炮狀態圖形; 而且 Pg ( Pg (X))= X。任何一

個 nn × 改變狀態圖形 P，我們都可以定義一個的函數。例如 P是圖 1.c，X是圖 2.a，則 Pg (X)

就是圖 2.b。 
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0 1 0 1 1 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 1 

   Pg → 

0 1 1 1 1

圖 2.a                 圖 2.b 

3. 函數 Kh : Bn Bn: 給定一個 nn × 燈炮狀態圖形 X， Kh (X)= )(Kfg (X) 也就是按照改變狀態圖

形 f(K)來改變燈炮狀態圖形 X 所得到的新燈炮狀態圖形。任何一個 nn × 觸摸開關狀態圖形

K，都可以定義一個函數 Kh 。例如 K是圖 1.b，X是圖 2.a，則 Kh (X) 就是圖 2.b。 

4. 函數 Bw : nn BB ×  Cn : 給定二個 nn × 燈炮狀態圖形 X與 Y， Bw (X,Y) 是一個 nn × 改變 

狀態圖形，使得按照 Bw (X,Y)可以把圖形 X變成圖 Y，這樣的改變狀態圖形是唯一。如果

圖 X 與圖 Y 中(i,j)方格的燈炮狀態不同，則 Bw (X,Y)中(i,j)方格內就是 c，否則就是×。例

如 X是圖 2.a，Y是圖 2.b，則 Bw (X,Y)就是圖 1.c。 

定義三  

1. 給定二個 nn × 燈炮狀態圖形圖 X與圖 Y，則定義 nn × 燈炮狀態圖形 X+Y如下:  

如果 X與 Y中(i,j)方格的燈炮狀態不同，則 X+Y中(i,j)方格內就是 1，否則就是 0。 

2. 給定二個 nn × 改變狀態圖形 P與 Q，則定義 nn × 改變狀態圖形 P+Q如下: 

如果 P與 Q中(i,j)方格的狀態不同，則 P+Q中(i,j)方格內就是 c，否則就是×。 

3. 給定二個 nn × 觸摸開關狀態圖形 K與 L，則定義 nn × 觸摸開關狀態圖形 K+L如下: 

如果 K與 L中(i,j)方格的狀態不同，則 K+L中(i,j)方格內就是■，否則就是□。 

二、研究步驟與分析 

給定二個 nn × 的燈炮狀態圖形 X和 Y，根據定義，很容易得到把圖 X變成圖 Y 
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的改變狀態圖形 Bw (X,Y)，我們知道 Bw (X,Y)也會把圖 Y變成圖 X，這是一種對稱性質。要

找出使圖 X變成圖 Y的方法就是要找觸摸開關狀態圖形而不只是要找出改變狀態圖形，所

以我們是要問 

“是否存在一個 nn × 觸摸開關狀態圖形 K 使得 fn(K) = Bw (X,Y) ?”  

要找出所有使圖 X變成圖 Y的方法就是要找所有使得 fn(K) = Bw (X,Y) 的觸摸開關狀態

圖形 K。當想要把圖 X變成圖 Y時。我們也可以把圖 Y中的方格內燈炮狀態看成全是 0。

而如果圖 X與圖 Y中(i,j)方格的燈炮狀態不同，則把圖 X中的(i,j)方格內燈炮狀態看成是 1; 

如果圖 X與圖 Y中(i,j)方格的燈炮狀態相同，則把圖 X中的(i,j)方格內燈炮狀態看成是 0。

這樣我們得到新的圖 'X ，其中 Bw ( 'X ,id(B))和 Bw (X,Y)是一樣。所以說我們只要討論把任意

圖 X 變成 id(B) 的情形就可以了。 

為了要研究這個遊戲問題的 nn × 一般情形。我們將從較小值的n著手。為了方便起見，

我們把 Bw (X,id(B))簡寫成 Bw (X)。 

1.  2 x 2和 3 x 3方格表. 

 

■ ■ c × ■ ■ × c ■ × ×  ■ × ×
■  → × × 

 
 ■ →× ×

 
■ ■→ c ×

 
■ ■ → × c

圖 3.a             圖 3.b               圖 3.c              圖 3.e 

 
■  ■    ■  ■   ■  ■  ■   ■ ■  ■ ■ ■  ■ ■
  ■  ■  ■    ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■    ■  ■  ■   
■ ■  

 

■ ■ ■ 

 

 ■ ■ 

 

  ■  ■  ■   ■  ■    

 

■  ■

↓        ↓       ↓       ↓       ↓        ↓       ↓       ↓       ↓ 
c × × × c × × × c × × × × × × × × × × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × c × × × c × × × c × × × × × × × × ×
× × × 

 

× × × 

 

× × × 

 

× × ×

 

× × ×

 

× × ×

 

c × ×

 

× c × 

 

× × c

圖 4.a  圖 4.b   圖 4.c  圖 4.d   圖 4.e    圖 4.f  圖 4.g  圖 4.h   圖 4.i 

由定義三可以推出 )()()( LfKfLKf nnn +=+ ，加上圖 3 和圖 4，我們容易證明函數 f2:T2 
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 Ｃ2和 f3:T3  Ｃ3是一個一對一的對射函數，因此我們得到 

1. 所有 42 個 22× 的燈炮狀態圖形全是同類圖形。 

2. 所有 92 個 33× 的燈炮狀態圖形也全是同類圖形。 

3. 給定任意二個 22× (或是 33× )的燈炮狀態圖形 X和 Y ，將圖 X變成圖 Y的方法

都恰好只有一種。 

2.  4 x 4和 5 x 5方格表. 

 (1).當 4=n 時。我們稱一個前三列方格中燈炮全是黑暗的 44× 燈炮狀態圖形為一個標準的

44× 的燈炮狀態圖形，它們共有 16種。我們證明:任意一個 44× 的燈炮狀態圖形一定和一個

標準的 44× 的燈炮狀態圖形同類。再利用圖 5.a,圖 5.b ,圖 5.c和圖 5.d可以推論出這些個標準

的 44× 的燈炮狀態圖形全是不同類圖形。最後得到 

      
     
   

 

  
   

 

   

圖 5.a       圖 5.b       圖 5.c       圖 5.d 

1.所有的 162 個 44× 的燈炮狀態圖形共有 16個不同類圖形。 

2.給定任意二個同類的 44× 的燈炮狀態圖形 X和 Y，將圖 X變成圖 Y的方法都恰好只有

16種。 

 (2).當 5=n 時。我們稱一個前四列和最後一列的前三個方格中燈炮全是黑暗的 55× 燈炮狀

態圖形為一個標準的 55× 的燈炮狀態圖形，它們共有 4種。我們證明:任意一個 55× 的燈炮狀

態圖形一定和一個標準的 55× 的燈炮狀態圖形同類，再利用圖 6.a 和 圖 6.b 可以推論出這些

個標準的 55× 的燈炮狀態圖形全是不同類圖形。最後得到 

1.所有的 252 個 55× 的燈炮狀態圖形共有 4個不同類圖形。 
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2.任意二個同類的 55× 的燈炮狀態圖形 X和 Y，將圖 X變成圖 Y的方法都恰好只有 4種。

 

  
  
  
  
  

                              圖６.a      圖６.b   

3. 一般 nn × 方格表. 

  當 5,4=n 時。我們使用的方法相同，而且使用的方法可以推廣到這個遊戲問題的一般 nn ×

情形。在 nn × 的方格表中，我們由上而下，由左而右，把方格表中的方格依自然數順序，由

小而大，從 1,2,…編號到 2n 。令 

集合 Un={K|K是 nn × 的觸摸開關狀態圖形，除了第一列之外的每一方格內狀態都是□};  

集合 Fn(X)={ L|L是 nn × 的觸摸開關狀態圖形，且 )(XhL 的前 n-1列方格的燈炮狀態全是 0}。 

給定一個燈炮狀態圖形X，我們定義一個函數 Xv : Un  Fn(X) ，其中對於集合Un中的任一個元

素觸摸開關狀態圖形K ，按照下面操作程序，最後得到的觸摸開關狀態圖形就是 Xv (K) : 

圖形 K 中第一列的每一方格內狀態已經給定，從第二列第一個方格開始，到最後一列

最後一個方格為止，依由小而大的編號順序，按照下列規則來決定圖形 K 的方格內是■，

還是□。  

規則 : 如果燈炮狀態圖形 X 中 (i,j)方格內是 1 且圖形 K 中(i-1,j-1),(i-1,j),(i-1,j+1) 和 

(i-2,j)方格內共點偶數下; 或者如果燈炮狀態圖形 X 中 (i,j)方格內是 0 且觸摸開

關狀態圖形 K 中(i-1,j-1),(i-1,j),(i-1,j+1) 和(i-2,j)方格內共點奇數下，則 K 中(i,j)

方格內就是■。否則就是□。 
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由於只有在 nn × 的方格表中(i-1,j-1),(i-1,j),(i-1,j+1),(i,j) 和(i-2,j)五個方格內點一下才會影響

到方格表中(i-1,j)方格內燈炮狀態，而(i,j)方格是這五個方格裡編號最大，按照上述程序，(i,j)

方格可以說是由最後得到的觸摸開關狀態圖形 Xv (K)所得到 )()( Xh KVx
中(i-1,j) 方格內狀態的

最後一個拍板敲定的方格。按照上述規則來操作，一直到我們把觸摸開關狀態圖形 K中最後

一列最後一個方格決定了才停止。我們知道最後得到的觸摸開關狀態圖形 Xv (K) 是唯一的，

而且會造成 )()( Xh KVx
的前 n-1列方格內的燈炮狀態全是 0。 

令觸摸開關狀態圖形Mi是 Un中的元素，其中Mi的第一列第 i個方格是■，其餘都是□。

我們先計算 )()( iBid Mv ，由定義三可以推出 )(XhK + )(XhL = )(Xh LK + ，我們得到集合 

Dn={ ))(()()(
Bidh MV Bid

|M∈Un }。 

例一. 當 n =5時， 計算 )()( iBid Mv ，我們得到 

 

 

圖 7. 5,4,3,2,1),()( =iMv iBid   

再計算 ))(()()(
Bidh MV Bid
，我們得到 

 

 

圖 8. ))(()()(
Bidh

IBid MV 5,4,3,2,1, =i   

 

 

 

■       ■    ■ ■      ■ 
■ ■     ■ ■ ■   ■ ■ ■ ■ ■ ■   ■ ■ 
■  ■       ■  ■ ■ ■   ■  ■ 
 ■ ■ ■   ■ ■  ■ ■ ■ ■  ■ ■ ■  ■ ■ ■ ■ ■  
    ■     ■  ■  ■  ■     

0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 1  1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 
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由公式 )(XhK + )(XhL = )(Xh LK + ，我們得到圖 9中八個圖形所成的集合 D5 

 

 

 

 

    

 

圖 9. 

由於 D5中的元素前 4列方格全是 0，我們只寫出最後一列方格內狀態 

0 0 0 0 0  1 0 0 0 1  0 1 0 1 0  1 1 0 1 1 

集合 D5={                                                 }   

0 1 1 0 1  1 0 1 1 0  1 1 1 0 0  0 0 1 1 1 
 

問題 1.任意一個 nn × 燈炮狀態圖形圖 X是否和 id(B)同類 ? 如果圖 X和 id(B)同類，請找出

所有使圖 X變成 id(B)的方法。 

答: (1).只要找出集合 U中的任一個元素觸摸開關狀態圖形 K ，然後計算 )()( Xh KVx
。 

則 “圖 X和 id(B)同類 ⇔ )()( Xh KVx
 ∈ Dn”。 

(2).所有使圖 X變成 id(B)的觸摸開關狀態圖形所成的集合就是 

{ Xv (K)+ )(Bidv (M)| )()( Xh KVx
= ))(()()(

Bidh MV Bid
,M∈Un}。 

例二. 設 X是圖 10.a，請問圖 X是否和 id(B)同類 ? 如果圖 X和 id(B)同類，請找出所有使

圖 X變成 id(B)的方法。   

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 1  1 1 1 0 0 1 1 0 1 1

 

0 0 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 1 0  1 0 0 0 1 0 1 0 1 0

 

0 0 0 0 0 
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答: 觸摸開關狀態圖形 K (如圖 10.b)是集合 U中的一個元素，則 Xv (K)就是圖 10.c 

)()( Xh KVx
是圖 10.d。由例一 1知道 )()( Xh KVx

∈ Dn所以圖 X和 id(B)同類。所有使

得 )()( Xh KVx
= ))(()()(

Bidh MV Bid
的觸摸開關狀態圖形 )(Bidv (M)有四個。它們是圖

10.e ,10.f, 10.g,10,h。因此所有使圖X變成 id(B)的觸摸開關狀態圖形有圖 10.i ,10.j, 

10.k, 10,l。 

 

1 1 0 0 1 ■ ■ ■ ■  0 0 0 0 0 
1 1 0 1 1   ■ ■ ■  ■ 0 0 0 0 0 
1 1 0 0 1 

 

  ■ ■ 0 0 0 0 0 
0 0 1 1 0    ■ ■ ■ ■ ■ 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0    ■

 

1 1 1 0 0 
圖 10.a       圖 10.b      圖 10.c      圖 10.d 

圖 10.e       圖 10.f       圖 10.g      圖 10.h 

 

圖 10.i       圖 10.j       圖 10.k      圖 10.l 

例三. 本來的遊戲是：有一個 55× 的方格表，每個方格內都有開啟光明的裝置，只要在方格

內點一下，就可同時點亮自己以及上、下、左、右相鄰的方格，但若是原本已是光明

的方格就會變成黑暗的。如果本來的 25個方格內的燈炮狀態全是黑暗的，請問是否

能將方格表內的燈泡全部點亮呢 ? 

■   ■ ■  ■ ■ ■ ■  ■  ■ ■  
■ ■ ■     ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 
■ ■   ■    ■ ■ ■ ■ ■ 
■ ■  ■ ■   ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■  
■ ■   ■  ■  ■ ■ ■ ■ ■ ■  

 ■  ■ ■   ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■  
    ■ ■  ■  ■ ■ ■  
■   ■ ■ 

 

 ■  ■ ■ ■ ■ 
  ■    ■  ■ ■ ■ ■ 
■ ■  ■ ■  ■  ■ ■

 

■ ■ ■  
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答:可以。我們知道: 如果觸摸開關狀態圖形 K使本來的 25個方格內的燈炮全部是黑暗的

圖形變成 25個方格內的燈炮全部點亮的圖形，則圖形 K也可以使本來的 25個方格內的

燈炮全部是點亮的圖形變成 25個方格內的燈炮全部黑暗的圖形。由問題 1解答過程可以

得到: 所有使本來的 25個方格內的燈炮全部是黑暗的圖形變成 25個方格內的燈炮全部點

亮的圖形的觸摸開關狀態圖形有圖 11.a,11.b,11.c,11.d。 

 

■ ■     ■ ■ ■  ■ ■ ■  ■ ■ 
■ ■  ■ ■   ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 
  ■ ■ ■  ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■  
 ■ ■ ■   ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■  
 ■ ■  ■   ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■  

               圖 11.a      圖 11.b      圖 11.c     圖 11.d 

問題 2. 所有的
2

2n 個燈炮狀態圖形有幾個不同類圖形 ? 

答 : 所有的
2

2n 個燈炮狀態圖形有 |{ )(Bidv (K)|K ∈ U}|個不同類圖形。令集合

I={ )(Bidv (K)|K∈U}，且設集合 I有 i 個元素，任意一個燈炮狀態圖形圖 X，都恰好

可以找到 i個觸摸開關狀態圖形，使得圖 X保持不變，因為所有的觸摸開關狀態圖

形共有
2

2n 個，所以任意一個燈炮狀態圖形圖 X都有
2

2n /i個同類但不相同的圖形，

因此所有的
2

2n 個燈炮狀態圖形有
2

2n /(
2

2n /i)= i個不同類圖形。 

4. 應用 

在 nn× 方格中有九顆棋子 (棋子的正面是黑色，反面是白色)，我們定義兩種操作： 

(一).每次把某一行或某一列的棋子全部翻面叫作一次 A操作。 

(二).每次把某一行或某一列或某一個對角線的棋子全部翻面叫作一次 B操作。 

 如果經過有限次 A 操作(或 B操作)可以把圖 X變成圖 Y，則我們稱圖 X與圖 Y為相同

A-類（或相同 B-類），否則圖 X 與圖 Y 屬於不同的 A-類。所謂“ nn× 方格翻棋分類問題”
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是問：所有的
2

2n 個 nn× 方格棋子圖形到底可以分成多少個不同的 A-(或 B-)類? 

答: (一) A-類.由於只有 2n種不同的一次 A操作，所以我們共有 n22 個不同的 A 操作，其

中任意圖 X都恰好有兩個不同的 A 操作使得圖 X保持不變，所以任意圖 X都有

122 −n 個同 A-類但不同的影像，因此所有
2

2n 個 nn× 方格棋子圖形有 122

2 +− nn 2)1(2 −= n

個不同類圖形。 

(二) B-類.由於只有 2n+2種不同的一次 B操作，所以我們共有 222 +n 個不同的 B操作，當

n=4時，任意圖 X都恰好有四個不同的 B操作使得圖 X保持不變，因此所有 162 個

44× 方格棋子圖形有 82 個不同類圖形。 

當 n≠ 4時，任意圖X都恰好有二個不同的 B操作使得圖X保持不變，因此所有
2

2n

個 nn× 方格棋子圖形有 122

2 −− nn 2)1( 2

2 −−= n 個不同類圖形。 

在討論立體 nnn ×× 方格翻棋分類問題時，我們需要考慮到C操作。所謂一次 C操作是指每

次把某個平面上的某一行或某一列或某一個對角線的棋子全部翻面。我們一樣可以 

將所有 nnn ×× 方格棋子圖形分成不同的 C-類，但是要確實地計算出有幾個 C操作使得任意圖

X保持不變是一件相當困難的事，因為這個問題不是這個研究計劃的主題，就此打住。 

陸、研究結果 

我們的研究結果是 

1.只要找出集合 U 中的任一個元素觸摸開關狀態圖形 K ，然後計算 )()( Xh KVx
。我們有 

“ )()( Xh KVx
 ∈ Dn  ⇔ 圖 X和 id(B)同類”。 

2.所有使圖 X變成 id(B)的觸摸開關狀態圖形所成的集合就是 
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{ Xv (K)+ )(Bidv (M)| )()( Xh KVx
= ))(()()(

Bidh MV Bid
,M∈U}。   

4. 所有的
2

2n 個燈炮狀態圖形有|{ )(Bidv (K)| K∈U}|個不同類圖形。 

 

柒、討論 

在這個研究計劃裡，開始最困難的事是：這個開關電燈遊戲中有很多不同的變化，而每

一種變化都希望用適當的函數來表示，有的變化也涵蓋了一些合成函數的概念。而每個函數

有它的定義域和值域，這些定義域和值域的集合常會混淆在一起，要弄清楚它們常常需要花

費很多時間，而去找適當的函數需要花費更多的時間。 

在研究過程裡，最困難的事是確實地計算出有幾個觸摸開關狀態圖形都使得任意燈炮狀

態圖形 X保持不變。也就是計算集合 I中元素的個素。由於觸摸開關狀態圖形有
2

2n 個，當

n的值愈來愈大時，要確實計算這些圖形是非常困難，從上述研究過程，我們只要計算所有

集合 U中的 n2 個元素即可，最後得到只要計算集合 U中的 n個元素就可以，這樣不但大幅

地加快解題速度，同時也大幅地減少難度。 

由於計算的個數大幅地減少。所以我們可以用電腦計算來輔助。經過一番計算之後我們

得到 (由於篇幅問題,在此只列出 n≦18的情形) 

1. 所有
2

2n 個燈炮狀態圖形有多少不同類圖形的結果記錄在下面的表格:  

n= 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

i= 1 1 16 4 1 1 1 256 1 64 1 1 16 1 256 4 65536 

2. 把研究動機的遊戲問題中方格表的個數由 55× 推廣到一般 nn × 情形。經過一番計算之後，

首先我們找到所有使得 )()( Xh KVx
=id(B)之集合 U 中的圖形 K，其中圖形 X 方格內的燈炮
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全部點亮的。由對稱關係，我們知道由這些圖形 K得到的 Xv (K)也就是所有使本來的 2n 個

方格內的燈炮全部是黑暗的圖形變成 2n 個方格內的燈炮全部光明的觸摸開關狀態圖形。 

由例 3知道，圖 11.a,11.b,11.c, 11.d是所有使本來的 25個方格內的燈炮全部是黑暗的圖形

變成 25個方格內的燈炮全部光明的觸摸開關狀態圖形。 

由於所有集合Un中的觸摸開關狀態圖形
2n 個方格內的燈炮除了第一列之外的每一方格內狀

態都是□，我們將這些圖形 K的第一列方格內狀態視為二進制表示的整數，例如 

■ ■     ■ ■ ■  ■ ■ ■  ■ ■ 

分別視為 

               11000 二          10110 二        01101 二       00011 二    

這四個二進制表示的整數分別為 24, 22, 13, 3。我們將計算之後得到這些 nn × 圖形 K的第

一列方格內狀態視為二進制表示的整數所成的集合 Sn記錄在下面 :  

S2 ={3}; S3 ={5}; S4 ={1,2,…,16}; S5={3,13,22,24}; S6={45}; S7 ={107}; S8 ={195};  

S10 ={645}; S12={2565}; S13 ={6891}; S14={265,1032,2443.3210,4429,5196,6607,7374,8481, 

9248,10659,11426,12645,13412,14823,15590};S15 ={22861}; S19={12867,53709,91926,99480}。 

捌、結論 

這個研究計劃是針對開關電燈遊戲來進行分析，基本上其中的變化牽涉到三種圖形: 燈

炮狀態圖形、觸摸開關狀態圖形和改變狀態圖形。我們常會把表格內的 c,×,1,0,▓,□以及三種

狀態圖形混淆在一起， 本來在玩遊戲時，自已覺得觀念蠻清楚的，但是在講解給別人聽時，

總會讓人困惑不已，而且剛開始用函數來研究這個遊戲時，自已也弄得很困惑，經過一而再，

再而三的研究，才把整個概念弄得比較清楚。藉著這個研究，我們對課本裡的函數概念有比
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較深入的了解，同時也藉著函數的概念，我們才有一般性的結果。  
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（第一名） 

1. 思路清晰，思考敏捷，對問題認知非常清楚，內容可再深入研究 

2. 立意特佳，運用巧妙、精細，思路廣 

3. 應該是電燈泡，而不是電燈「炮」 

4. 題材、表達方式、內容都十分周全 

口頭簡報甚為敏捷。 


