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小題大作 -----   利用軟體（GSP）玩幾何 
 

一、研究動機： 

在“科學教育月刊第212期（1998.9）”裡有一道題目“一則幾何問

題”，在文章的最後作者建議讀者可進一步利用動態幾何軟體 Geometer 

Sketchpad （GSP） 來處理、探索這有趣的幾何題目。當我們看到筆者如

此的建議，便詢問老師這套軟體，並央求老師指導我們。起初我們只是認

為這套軟體好玩，可以讓幾何圖形移動，讓以前只能存在心中的轉動、移

動或疊合之類的幾何變換都然能真實地呈現在我們眼前。但當我們再利用

GSP深入此問題時，我們竟發現了一些出乎我們預料卻蘊含規則的結果。於

是我們就再請教老師，並做了此份探討與研究。 

我們做此份研究事先並沒有預設目標。憑著好奇心，在亂中發現、尋

找規律。也多虧有此套軟體（GSP）的實際操作，讓我們的發現以致於猜測

都可以得到初步的檢驗，而終究才有結論。總而言之，這份研究可說是在

好奇、探索與驚呼中走過。 

 

二、研究目的： 

利用動態幾何軟體，將平面幾何圖形，活靈活現的展現在我們面前。 

 

三、研究設備及器材： 

    筆、紙、電算器、電腦與及動態幾何軟體Geometer Sketchpad （GSP）。 

 

四、研究問題與過程： 

【起源】： 

在圖書館翻閱科學教育月刊時，看到月刊上這道題目（見附件一），

覺得此題目和謝銘峰老師（筆者）所提供給我們的想法與解法，與一般

證明論述方式不大相同，讓我們有想看下去的衝動------------- 

而科學教育月刊的題目如下： 

－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－ 

     將線段AD分成 AC、CD兩段。分別以 AC、CD為邊，在 AD的同側做
兩個正三角形，如圖所示：連接 AE、BD交於M點 
（1） 試求 =∠AMD ？（ 0120 ） 
（2） 證明MC平分 AMD∠  

（3） 證明CQ=CP 

A DC

B

E

M

QP
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（4） 若TS , 分別為 AE、BD之中點，試求 CST∆  是何種三角形？（正三角
形） 

＜解法詳見附件一＞ 

（一）研究問題： 

     1 .將原題目條件推廣---以AC、CD為邊，若同側作兩邊數相同之正
多邊形，會有共通的結論嗎？（定理1） 

     2 .利用動態幾何軟體，將圖形中的C點移動，則另一關係點—M點，

其移動的軌跡有何特性？（定理2.3） 

     3.將上述2的圖形作修改，探討修改後圖形中的M點，移動的軌跡又

有何特性？（範例4與定理5） 

 

（二）研究過程： 

原來的題目是以 AC、CD為一邊，向同側作兩正三角形。如果仍以 AC、
CD為邊，但改做兩正四邊形、正五邊形，⋯⋯（利用軟體描繪），我們好
奇：在所得到的圖形裡面，是不是可以保有像原題目中各小題的特性。在

這多個圖形中，初步利用GSP度量，答案似乎是確定的。所以我們就把這

一致的結論陳述於下面的定理1，並嘗試比較嚴謹的證明來支持我們提出的

結論。 

 

定理1 

在 AD上有任意一點C，分別以AC、CD為一邊，向同側作兩正 n邊形
（ n相同），  

則（1）
n

AMD
0360

=∠ 。（正 n邊形時） 

（2）MC平分 AMD∠ 。 

（3）若 TS , 分別為 AE、 BD之中點，則 CST∆ 是等腰三角形？ 

 

由於無法說明所有的情況( 3≥∈ nNnΘ )，但我們發現：在這每一類圖

形中，彼此都存在著關係。不失一般性：我們用正五邊形一例說明： 

將 AD分成 AC、CD兩段，分別再以 AC、CD為一邊，於同側做兩個正
五多角形。如圖 G 1-1 所示： 

 

 

【證明】上述的幾項敘述可利用軟體GSP 度

量，都可清楚的知道其成立與否， 

及
n

AMD
0360

=∠ （同外角大小）。 
A DC

B
E

T

M

S

P Q

G 1.1
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然而也有較為嚴謹的論述支持它們的存在。如下：  

（1） 因為 BCDACECDCEBCAC ∠=∠==   

（同外角大小） 

所以  ( )SASBCDACE ∆≅∆  

            故 EACDBC ∠=∠    再加上 BDCBDC ∠=∠  

            則  ( )AADAMDCB ∆∆ ~  

            即 
n

DCBAMB
0360

=∠=∠ （ DCB∠Θ 為正多邊形的外角） 

（2）承上。在四邊形AMBC中， AMB∠Θ ＋ ACB∠ = 0180 （外角+內角
= 0180 ） 故AMBC四點共圓，又因為 AC弧與BC弧相等（等弦
對等弧），則 CMBAMC ∠=∠ ，即MC平分 AMD∠ 。 

 

（3）承（1），因為 BDAE = ，     

∴ BDTDSEAE
2
1

2
1

===  

  ∴ ( )SASCTDCSE ∆≅∆ ，亦可看成    

CSE∆ 以C點為中心，順時鐘旋轉一
角度（正 n邊形內角大小），而與

CTS∆ 疊合。（如圖G 1-2） 

  故 CTCS = ，∴ CST∆ 是等腰三角  
形，且此等腰三角形頂角與正n邊
形之內角相等。 

                 

利用軟體GSP描繪此圖形時，我們嘗試過軟體上各種工具。我

們發現 AE、BD的交點---M，當C點在AD上移動，M點移動的軌跡
會構成一條平滑的曲線。而我們再利用此軟體（GSP）作通過 DMA ,,
三點的圓弧時，我們竟然發現此圓弧會與M點的移動軌跡互相重疊！ 

＜見附件二＞  這不就說明了M點的軌跡是一圓弧嗎？此結論詳見

定理2，我們並嘗試說明。 

圖形的方程式，也可以看做圖形上的座標點所具有的共通關係

式。而下面的算法乃是依此策略而為。 

   

定理2 如圖＜G 2-1＞，在 AD上有一點C，分別以AC、CD為一邊，向同側
作兩正三角形，則當C點在 AD滑動，點M移動的軌跡會是圓弧的一
部分。 

 

 

【證明】：（利用解析幾何證明） 

DA C

B

T

E

QP

S

M

<G 1-2>

A(0,0) D(10,0)C(a,0)

B

E

M

<G 2-1>
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    將此圖形置於直角座標， 且( )0,0A 、 ( )0,10D 。令點 ( )0,aC ， 
     我們可由ABC∆ 與 CED∆ 為正三角形 

且推得 B點座標為 







aa

2
3,

2
   與 點 E座標為 ( )








−

+ aa 10
2
3,

2
10  

則通過 AE的直線方程式為    
( ) ( )

a
a

a

a

x
y

+
−

=
−

+

−−
=

−
−

10
310

0
2

10

010
2
3

0
0

 

即為 yxxya 10310)3( −=+  ⋯○1 

通過 BD的直線方程式為  
20

3

10
2

0
2
3

10
0

−
=

−

−
=

−
−

a
a

a

a

x
y

 

故 yxya 20)3103( =+− ⋯⋯ ○2 

當 0≠a 時， 

由○1 ÷ ○2  可推得M點的軌跡方程式為 03
3

101022 =−−+ yxyx  

                                      

( )
3

753
3
55

2
2 =






 −+−=> yx  

因為M點的移動軌跡位於上述的方程式中，由此可以判斷：M點的移
動軌跡為一圓弧。 

且圓心為 





 3

3
5,5 ，半徑為

3
75
。 

 

 

由定理2的經驗，再加上我們已經有定理1的想法，我們大膽的嘗試：

如果我們把定理1圖形中的C點也在AD上移動，則M點軌跡會不會像定理
2一樣存在著規則呢？我們依舊先利用GSP作圖，再利用此軟體做初步驗

證，但結果讓我們滿意，因為M點的軌跡也是一圓弧。 

＜詳見附件三＞，  我們將此結論寫在下面的定理3。 

 

定理3 

承定理1，以 AC、CD為一邊，於同側做兩正n
邊形（ n相同 3≥∈ nNn ），則隨C點在 AD上

的滑動， AE、BD的交點--M點，其移動的軌
跡為一圓弧。 

                                                    

【證明】如右圖＜G 3-1＞ 

A(0,0) D(10,0)C(a,0)

B

E

M

<G 3-1>
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令參數θ為正 n邊形的外角， 
＜如三角形， 0120=θ ；八邊形， 045=θ ＞ 

故 00 1200 ≤< θ  

（ 3≥nΘ  ， 0
00

0 120
3

3603600 =≤=<∴
n

θ ） 

      則點B可表示為 )sin,cos( θθ aaa + 、點

)sin)10(,cos10)cos1(( θθθ aaE −−+  

則通過 AE的直線方程式為 ： 
 

( )
( ) ( ) θθ

θθ
θθ

θ
cos10cos1

sinsin10
cos10cos1

sin10
−+
−

=
−+

−
=

a
a

a
a

x
y

 

( ) θθθθ cos10sin10sincos yxxyya +=++=>  ⋯○1 
 

通過 BD的直線方程式為 ： 

( ) 10cos1
sin

10cos
sin

10 −+
=

−+
=

− θ
θ

θ
θ

a
a

aa
a

x
y

 

( ) yxyya 10sinsin10cos =−++=> θθθ ⋯⋯⋯ ○2 

 

由（○1 ÷ ○2） （ 0≠a ）

y
yx

y
yx

xyy
xyy θθθθ

θθθ
θθ cossin

10
cos10sin10

sinsin10cos
sincos +

=
+

=
−++

++
 

θθθθθθ

θθθθθθθ

cossincossin10coscos
sinsin10cossinsinsincos

222

22222

xyyyy
xxxyxyxyyy
−+++

−++=++=>
 

 

0cossin10sin10sinsin 22222 =−−+=> θθθθθ yxyx  

0cot101022 =−−+=> yxyx θ  

( ) ( ) ( )22222 cot2525cot2525cot55 θθθ +=+=−+−=> yx  
 

由上述軌跡方程式判斷：當C點於 AD上滑動，M相對移動的軌跡
為一圓弧，且圓心為 ( )θcot5,5  半徑為 θcot2525 + ， 

＜其中參數θ為正n邊形的外角＞  
 

在尋找點M所具有之特性的同時，我們又有其他的想法。由於我們
已相當熟悉定理1的結論，即 AMD∠ 的角度恆與正n邊形的內角互補，
且MC為 AMD∠ 的角平分線（見定理1）。運用此的結論，我們又想出了

另一個可以說明M點軌跡為圓弧的方法。詳見如下面的【證明二】。 
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【證明二】由定理一的結論：  

AMD∠ 的角度恆與正 n邊形的內
角互補，且MC恆為 AMD∠ 的角平分線。 

吾人令參數φ為正n邊形外角的一

半，即 
nn

00 180360
2
1

=







=φ ）。 

我們可以推得： AMC∠ = CMD∠ =φ   如
＜G 3-2＞： 

在直角座標上    令)0,0(A 、 )0,10(B ，且點 ),( yxM 、點 )0,(aC  

因為 MA的斜率為
x
y
 、 MC的斜率為

ax
y
−
、MD的斜率為

10−x
y
。   

所以 

2)(1
tantan

yxax
ay

x
y

ax
y

x
y

ax
y

AMC
+−

=
⋅

−
+

−
−==∠ φ       ⋯⋯⋯⋯○1 

2)10)((
)10(

10
1

10tantan
yxxax

ay

x
y

ax
y

ax
y

x
y

DMC
+−−

−
=

−
⋅

−
+

−
−

−==∠ φ   ⋯⋯○2 

再令 φtan=l  則 l
yxax

ay
=

+− 2)(
    ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯    ○3 

l
yxxax

ay
=

+−−
−

2)10)((
)10(
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯○4 

由 ○3 2)( ylxlaxay +−=  

             22)( ylxlxlya ⋅+⋅=+⋅=>         ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯○5 

由 ○4 2)10)(()10( ylxlxaxay +−−=−  

            yylxxlyxla 10)10())10(( 2 −⋅+−⋅=−−⋅=> ⋯⋯⋯   ○6 

○5÷○6  則 
ylyxlx

lylx
yxl

xly
10)10()10( 2

22

−+−
+

=
−−

+
 

          
xylxyl

xxlylyxlxyyxlyyxxl
10

)10(10)10()())(10(
22

222322222

−+

−+−+−=+−+−=>
 

010102202 22232 =+−+−=> lyylyxyllyx  

010102202 222 =+−+−=> ylylyxllx  

0)1(510
2

22 =
−

++−=>
l

lyyxx  

( )
2

2222
2

4
12525

2
)1(5)5(

l
l

l
lyx −

+=






 −
++−=>  

D(10,0)A(0,0) C(a,0)

BE

M(x,y)

<G 3-2>



 7

因為M點的軌跡位於上述方程式中，故判知：M點的軌跡為一圓

弧，而圓心為 






 −⋅−
l
l
2

)1(5,5
2

，半徑為
2
1

2

22

4
)1(2525 






 −
+

l
l
 

（其中 φtan=l ，而 31800

≥= n
n

φ ） 

我們在利用軟體GSP描繪相關圖形，乃是利用旋轉概念去做的。但旋

轉角度有正、負之分，而我們就常因為沒有考慮周詳而把圖形畫錯。也就

是說：我們把所要的圖形畫在異側，而不是所要的同側。不如將錯就錯，

因此我們有了再把圖形推廣的想法：如果把錯誤的圖形（不同側），遵照之

前定理二、三的做法：兩線 ( )BDAE與 的交點--M，相對於C點移動時的軌跡
又會是如何呢？剛開始時，我們只是因好奇而作嘗試，但所得的結果卻出

乎我們的預料，而具規則性。 

其圖形詳見＜附件四＞，我們把討論的結果寫在範例4。 

 

範例4 

以 AC、CD為一邊固定，向異側作兩正四邊形，如圖＜G 4-1＞， 

並令 BD與 AE兩直線交於M點，求C點於 AD上滑動時， 
M點的軌跡方程式為何？ 
 

＜解＞令點C（ 0,a ） 

則 AE的軌跡方程式：  

a
a

x
y 10−
= ⋯⋯⋯○1 

BD的軌跡方程式： 

1010 −
=

− a
a

x
y

⋯⋯○2 

由○1 × ○2知 1
10

=
−

⋅
x

y
x
y

 

        01022 =−−=> xyx  

1
55

)5(
2

2

2

2

=−
−

=>
yx
  

由上述軌跡方程式知道：M點的移動軌跡恰乃是中心為 ( )0,5 的等軸雙
曲線。 

 

有了上面範例4的激勵，我們進一步把範例四的圖形再推廣成兩異側

的正 n邊形，並探索兩射線 ( )BDAE與 的交點，M於C點在AD移動時所呈
現的軌跡會是何種圖形呢？ 

圖形詳見＜附件五＞，我們並且把探討的結論整理成定理5。 

M

A(0,0)
D(10,0)

C(a,0)

E

B

<G 4-1>
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定理5 

  承範例4，我們分別以為 AC、CD一邊，

向其異側作兩邊數相同的正n邊形，而BD 與

AE兩射線交於M點。當C點於在 AD上滑動
時，M點軌跡可構成雙曲線。 
【證明】如右圖＜G 5-1＞ 

令參數θ為正 n邊形的外角      
（ 00 1200 ≤< θ ）。 

     則點 )sin,cos( θθ aaaB + 、 

點 E座標 ))sin()10(,)cos()10(( πθθπ +−+−+ aaa         
( )θθ sin)10(,cos)10( −−+=> aaa  

 

則通過 AE的直線方程式為 ： 
( )

θθ
θθ

θθ
θθ

θ
θ

cos10)cos1(
sin10sin

cos10cos
sin10sin

cos)10(
sin10

−+
−

=

−+
−

=
−+

−
=

a
a

aa
a

aa
a

x
y

     

( ) θθθθ sin10cos10sincos xyxyya −=−+=> ⋯○1 

 

通過 BD的直線方程式為 ： 

( ) 10cos1
sin

10 −+
=

− θ
θ

a
a

x
y

 

( ) yxyya 10sinsin10sin −=+−−−=> θθθ ⋯⋯ ○2 

 

由（○1 ÷ ○2） （ 0≠a ）

y
xy

y
xy

xyy
xyy

−
−

=
−
−

=
+−−−

−+ θθθθ
θθθ

θθ sincos
10

sin10cos10
sinsin10cos

sincos
 

 

θθθθθ

θθθθθθθθ

cossinsinsin10sin
coscoscossin10cossinsincos

222

22222

xyxyxx
yyyxyxyyy

+++−

−−−=+−−=>
 

 

θθθθθθθ 22222 sin10sincossin10cossin2)1(cos xxyxyy +−−=−=>  

 

0cossin10sin10sincossin2sin 22222 =+−−−=> θθθθθθθ yxyxyx  

 

0)cossin10()sin10()(sin)cossin2()(sin 22222 =+−−−=> yxyxyx θθθθθθθ  

A(0,0)
D(10,0)

C(a,0)

E

B

M

<G 5-1>
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令 ( )θθθθθθ
θθθ
θθθ

δ 222224
2

2

cossinsincossinsin
sincossin

cossinsin
+−=−−=

−−
−

=  

                          0sin 2 <−= θ (∵ 01200 ≤< θ ，∴ 1sin0 << θ ) 

由上面的判別式知道：此二元二次方程式的圖形，可能為雙曲線或是

兩相交的直線。 
 

 

=
θθθθ
θθ

θθ
θθθ
θθθ

θ
cossin10cossin2

sin10sin2
cossin10

cossin10sin2
sin10cossin2

sin10
22

2

2
2

−
−

−
−

−−
−  

( )θθθθ 4222 sin20cossin20sin10 +=  

( )θθθ 224 sincossin200 +=  

0sin200 4 ≠= θ   (∵ 01200 ≤< θ ，∴ 1sin0 << θ ) 
 

再由上式判別：發現此二次方程式的圖形是非退化的雙曲線。 

即當C點於在 AD上滑動時，M點軌跡亦為雙曲線。 
 

 

五、研究結果： 

  （一）由原本的題目（ AC、CD為邊向同側作兩正三角形）推廣---以AC、
CD為一邊，向同側作兩邊數相同的正 n邊形，其相關的結果與原
本的題目結論一致。（見定理1） 

（二）以 AC、CD為邊，向同側做兩邊數相同的正n邊形，而 AE與BD的
交點為M點。 隨著C點於AD上移動，M點移動軌跡會是一圓弧。
（見定理2、3） 

（三）以 AC、CD為邊，向異側做兩邊數相同的正n邊形，而 AE與BD的
交點為M點。隨著C點於AD上移動，M點的移動軌跡乃為一組雙
曲線。（見範例4與定理5） 

 

 

六、討論： 

（一）原題目中有四項敘述，但在定理一中我們僅列了三項，而原來的第3

項敘述對於其他情況( 3>n )結論都不會成立。 
探究其原因---因為原題目（科學教育月刊中的題目）的證明具唯一
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性而無一般性。即它利用了 0120=∠AMD ，且 060=∠BCE （正三角形的

特殊情況），使得 0180=∠+∠ BCEAMD ，故MBCE共圓。但其他的狀
況之下（ 3>n ）， 0180≠∠+∠ BCEAMD ，則 MBCE已不再共圓，當然
也沒有 CQ=CP 的結果。 
 

（二）定理3中：在 AD同側作正 n邊時，M點軌跡圓的半徑會有極值。試
問 =n ？ 

      1.直觀而言：因為直徑為圓最長的一條弦，當4=n 時，軌跡圓的圓
心恰落於 AD上，即 AD為圓弧的直徑，故當 4=n 時
的軌跡為最小的圓（直徑最小）。 

      2.就微分的觀點：由定理3知：半徑 =r 2
1

2

22

)
4

)1(2525(
−−

+
l

l
  

            則 






 −−−
⋅







 −
+=′

−

22

22232
1

2

22

)4(
)1(200)1(400

4
)1(2525

2
1

l
llll

l
lr  

當 0=′r 時， 0)1(200)1(400 2223 =−−− llll  

0)1)(1( 22 =+−=> lll  

il ±±==> ,1,0  

又因為 0600 ≤< θ  （θ為正 n邊形外角之半）， 
則 30 ≤< l ，且 Rl∈  
故 1=l   045==> θ ， 即當 4=n ，軌跡圓有最小的半徑。 
 

 

七、結語： 

由上面的定理與範例知道：當兩正 n邊形作於 AD同側或異側時，M點
的軌跡圖形分別為圓與雙曲線。但在幾何中，我們知道屬於二次曲線的圖

形卻有四種---拋物線、圓、橢圓、雙曲線。所以我們在探索此主題時，曾

經再將相關的圖形作更多的改變，期待可以找到有關於橢圓與拋物線這兩

部分的軌跡，但還沒有成功。 

但我們相信數學是一套完整的美學。因而我們一致認為：只要再把這

類圖形做更適當的修改或再注意一些細節，這類的圖形上面應該會有某一

點，其相對於C點移動時所產生的軌跡，可以構成一橢圓或拋物線，而使

得這份理論可以更趨完整、更近完美！ 
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