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一、摘要： 

(一)先利用座標幾何導出過三角形內或外一定點的面積平分線公式，再利用尺規   
作圖，作出其面積平分線。 

(二)對於求作過四邊形內或外一定點的面積平分線，我們也是先利用座標幾何討

論出其面積平分線交於那兩邊，然後再把原點選在適當位置，使計算較為

容易，而導出其面積平分線公式。類似(一)，我們再利用尺規作圖，作出其
面積平分線。 

(三)對於求作過多邊形內或外一定點的面積平分線，我們也是仿照(二)，先決定
面積平分線交於那兩邊，然後再將多邊形轉換成相等面積的四邊形或三角

形，再利用(二)或(一)的方法處理之！  
(四)當我們利用座標幾何判斷出面積平分線交四邊形或多邊形於那兩邊(見(二)
及(三))後，亦可利用另外兩個方法求作其面積平分線：面積座標法(見附錄
A)及綜合幾何法(見附錄 B ) 。 

二、研究動機： 

我們在高一學平面座標時看到了以下的題目： 
平面上三點 A (1, 0)  B (2, 0)  C (0, 1)，若直線 y = mx 平分△ABC的面積，
求斜率 m。 

＜sol＞ 1. 設直線交 AC於P  , 交BC於Q  

          可解得 P的座標為 (
1

1
+m
，

1+m
m ) , Q的座標為 (

12
2
+m
，

12
2
+m

m ) 

       2. ∵△ABC面積為
2
1     

           ∴當△CPQ面積為
4
1
時滿足所求 

           △CPQ = △COQ - △COP 

           
4
1 = 

2
1
‧1‧﹝ 

12
2
+m

 _  
1

1
+m

 ﹞ 

           
4

173±−
=m  (負不合) 

看到了這一題，不禁令人聯想到，過三角形內或外任意一定點的面積平分線

是否存在？能否作得出？用什麼方法作出？在四邊形、多邊形時又如何呢？問了

老師及同學均得不到確定的方法，參考書籍上亦未見類似的作法。於是找了幾位

有較佳數學基礎及興趣的同學，共同研究過定點面積平分線的作法。 
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三、研究目的： 

             藉由斜座標、面積座標及綜合幾何等方法，期望能以有條理的方式，依序
探討三角形、四邊形、五邊形等等的過定點面積平分線作法，並利用同學所設

計的繪圖軟體輔助討論。 
             

四、研究過程： 

以下討論順序為： 
1. 先找出過三角形內部及外部一定點的面積平分線作法。   
2. 再找出過四邊形內部及外部一定點的面積平分線作法。 
3. 由三角形及四邊形的作法推廣到多邊形。 
4. 面積平分線的其他作法。(見附件 A,B) 
 
(一)過△ABC內、外一定點 P，作此三角形的面積平分線 L 
1.(1)首先討論點 P與 ABC∆ 的位置關係，如下圖，分別作出三中線 Li )3,2,1( =i ，

將所在平面分成六個區域。(見五.討論(一)) 

 
當P Li∈ ( 3,2,1=i )，則 Li即為所求直線 

當P −+ ∨∈ II  ，則定斜座標系 ),;( ACABA   

        P −+ ΙΙ∨ΙΙ∈  ，則定斜座標系 ),;( BABCB  

        P −+ ΙΙΙ∨ΙΙΙ∈ ，則定斜座標系 ),;( CBCAC  
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(2)由對稱性知只需討論 P −+ ∨∈ II 的情形 

 
      設 L交兩座標軸於 ),0(),0,( nNmM  

則 L方程式： 1=+
n
y

m
x  

∵L通過 ),( khP   ∴ 1=+
n
k

m
h  ⋯⋯ 1 

又 ABCAMN ∆=∆
2
1     ∴

2
1

=
ACAB
ANAM
‧

‧  ，
2
1

=mn  ⋯⋯ 2 

解 1  2 得  02 2 =+− hmkm  ⋯⋯(＊) 

      )
4

811,
4

811(),(
h

hk
k

hknm −−±
=

µ  

ㄅ. 當 P +∈ I  時 ， ∵ ,12 >+ kh   ,12 <+ kh  

∴取 ( m , n ) = (
k

hk
4

811 −+ ,
h

hk
4

811 −− ) 

ㄆ. 當 P −∈ I  時 ， ∵ ,12 <+ kh   ,12 >+ kh  

∴取 ( m , n ) = (
k

hk
4

811 −− ,
h

hk
4

811 −+ ) 

2.  作圖時只要先作出m長，取點M後再與點 P相連，即可得面積平分線 L  
由前方程式(＊)： 02 2 =+− hmkm  

 可設兩根
k

hkm
k

hkm
4

811,
4

811
21

−−
=

−+
=  
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  則










=⋅

=+

k
hmm

k
mm

2

2
1

21

21

 

 

(以下作圖定 AB為單位長) 

(1)P在△內： 

<STEP1>作 1PP // AC，得 1APh =  

作 2PP // AB，再作 32 PP // BC得 

                                3APk =  

 

<STEP2> 利用比例線段 

k
k

h
k
h 2:11:

2
1:

2
== 作圖得 

k
h

2
及

k2
1  

 
 

<STEP3> 作 1與
k
h

2
的幾何平均數得   

k
h

2
 

 

 

<STEP4> 利用
k

mm
2
1

21 =+ 及兩者的幾 

何平均數
k
h

2
，作出 1m 與 2m  

的長 
 
當 +∈ IP  時取m = 1m  

        −∈ IP  時取m = 2m  
 

(2)P在△外： 
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    當 P +∈ I  時 h <0 , k >0  則 1m >0 , 2m <0 

    令 2m′  = 2m−  可得










−
=′×

=′−

k
hmm

k
mm

2

2
1

21

21

 

作法須修正以下二步驟，其餘大致同(1) 

   <STEP1> 作 1PP // AC，所得到的 1AP 是   

h−  
        
 
 
 

<STEP4> 利用
k2

1
線段的一半與

k
h

2
−   

先作出圓的半徑，再作出 1m  
及 2m′的長 

 
      取 1mm = 即可。 
    當 P −∈ I  時，作法類似，在此省略。 
 
(二)過四邊形 ABCD內、外一定點，作此四邊形的面積平分線 L  
1. 首先討論 P點與四邊形 ABCD的位置關係，如下圖，分別作出四條面積平分 
線 Li )4,3,2,1( =i  

 

 
 

   (1)當 P Li∈ ( 3,2,1=i ,4)則 Li即為所求直線 
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   (2)當 P −+ ∨∈ II ，則 L必交於四邊形的兩相鄰邊 ADAB, ，可先作圖將四邊形 

ABCD轉換成相等面積的△ DAB1 ，再用三角形面積平線的作法而得L。 

 

             作1CB // BD交 AB於 1B ，連接 1DB 可得△ DAB1  

 

(3) P −+ ΙΙ∨ΙΙ∈ ，則 L必交於四邊形的兩相對邊 AB，CD (見五.討論(二)) 

ㄅ.CD // AB  

 

  設 43 , LL 相交於E，作PE即為所求直線L 

ㄆ. CD不平行 AB  
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           設AB、CD相交於O，建立斜座標系(O；OB，OC ) 

           設 L交兩座標軸於 ),0(),0,( nNmM  

           則 L方程式： 1=+
n
y

m
x  

∵ L通過 ),( khP   ∴ 1=+
n
k

m
h   ⋯⋯ 1 

            又
2
1

=
ABCD
AMND

四邊形

四邊形
   

∴
2
1

=
∆−∆
∆−∆
OADOBC
OADOMN    

2
1

1
=

−
−
ad
admn   ⋯⋯ 2 

           解 1  2得 0)1()1(2 2 =+++− hadmadkm   ⋯⋯(＊＊) 

            
h

thktt
k

thktt
nm

4
8

,
4

8
(),(

22 −−±
=

µ
)    其中 adt += 1    

           當 P +∈ I 時，取 ( m , n ) = (
k

thktt
4

82 −+ ,
h

thktt
4

82 −− ) 

 當 P −∈ I  時，取 ( m , n ) = (
k

thktt
4

82 −− ,
h

thktt
4

82 −+ ) 

2. 作圖同樣只要先作出m長，取點M後再與點 P相連，即可得面積平分線 L  
  由前方程式(＊＊)： 02 2 =+− thtmkm  

   設兩根  
k

thkttm
4

82

1
−+

=  ，
k

thkttm
4

82

2
−−

=  

   則










=

=+

k
thmm

k
tmm

2

2

21

21

 

   (以下作圖定 AB為單位長) 

   (1)P在四邊形內： 

<STEP1>作 1PP //CD，得 1OPh =  

    作 2PP // AB，再作 32 PP // BC得               

    3OPk =  

    作 1DD // BC得 1ODd =  
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                                          取 OAa =  

 

<STEP2>利用比例線段 1:: adad = 得 ad ,  
再得 1+= adt  
 
 

 
 

利用比例線段 kt
k
t 2:1:

2
= 作圖 

得
k
t

2
再利用比例線段 

1:
2

:
2 k

th
k

th
= 作圖得

k
th
2

 

 
 

<STEP3>作 1與
k

th
2
的幾何平均數得

k
th
2
 

 

 

 

 

<STEP4>利用幾何平均數作圖得 1m 及 2m  
長 

 

 
當P在 +∈ I  時取m = 1m  

        P在 −∈ I  時取m = 2m  
(2)P在四邊形外： 

 P +∈ I 時， h <0， k >0，則 1m >0， 2m <0 

令 2m′  = 2m−   可得










−
=′×

=′−

k
thmm

k
tmm

2

2

21

21

 

作法須修正以下二步驟，其餘大致同(1) 
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<STEP1> 作 1PP //CD，所得到的 1OP 是   

h−  
  

           

<STEP4> 利用
k
t

2
線段的一半與

k
th

2
−
先 

作出圓的半徑，再作出 1m 及 2m′  
長 

 
       取 1mm = 即可。 
     當 P −∈ I  時，作法類似，在此省略。 
 
(三)過任意n多邊形外、內一定點P作其面積平分線 L  

在處理四邊形的面積平分線後，我們得到了一條通往任意n多邊形之
路。就是必須先判斷 L會與n邊形 nAAA Λ21 的哪二邊相交。 

 
1. 首先過 Ai作面積平分線 Li( ni Λ.2.1= ) 
當P Li∈ ，則 Li即為所求直線 

       否則，P必落在通過多邊形相同兩邊的 Li之間 
 

              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P在 rL 與 1+rL 之間                       P在 rL 與 sL 之間 
 

2.(1)為方便以下說明，將 rA 依逆時針方向到 SA 的頂點改為 vBBBB Λ3,2,1  
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將 1+rA 依順時針方向到 1−SA 的頂點改為 WCCCC Λ3,2,1 (其中 )nwv =+  

 
 

 

 

 

(2)現在我們要將n邊形轉換成相等面積的四邊形 1111 CCBB WV −− ′′  

( WVWV CBCB ∈′′ −− 11 , ) 

如圖，作
′

22 BB // 31BB 且交 43BB 於 ′
2B ，則 

nAA ΛΛ1 面積= 

14321 CCBBBBB WV ΛΛΛ′
面積 

 作
′′

32 BB // 41BB 且交 54 BB 於 ′
3B ，則 

nAA ΛΛ1 面積= 

1431 CCBBBB WV ΛΛΛ′
面積 

重複 2−v 次後，可得 nAA ΛΛ1 面積

= 111 CCBB WV ΛΛ−′ 面積 

接著同樣修正 WCCCC Λ3,2,1 最後得 nAA ΛΛ1 面積= 1111 CCBB WV −− ′′ 面積 

(3)當一開始 11CB 與 WV CB 為相鄰兩邊時(即 VBB =1 或 WCC =1 )， 

    n邊形轉換後成一個三角形，可由三角形面積平分線的作法而得。 

當一開始 11CB 與 WV CB 不為相鄰兩邊時，n邊形轉換後成一四邊形 

可由四邊形面積平分線作法而得。 
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五、討論： 

(一)為什麼要將三角形分成六個區域來討論 
1. 由前面的討論得兩組解 

(1) m =
k

hk
4

811 −+  

 n  =
h

hk
4

811 −−  

      由








≤≤
≤≤

≥−=

10
10

081

n
m

hkD
 

可解得
















>≤+≤

≥+≥

≤

4
112,

4
1

12,
4
1
8
1

horkhh

khk

hk

 

即是 II ∪+  (包含邊界) 

 

(2) m =
k

hk
4

811 −−  

 n  =
h

hk
4

811 −+  

同理可解得 II ∪− (包含邊界) 
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    由此可知 I 區的點﹝不包括
8
1

=xy ﹞可作兩條不同的面積平分線交 AB、

AC兩邊 

  所以三角形內有些位置的點可作面積平分線通過不同的兩邊，而對於相同
的兩邊也可以有超過一條的平分線。 

 

2. 為什麼會產生
8
1

=xy 的界線？ 

我們用電腦將面積平分線由CE掃到DB，發覺會產生一個曲線的邊界，經由

老師指導得知，這些面積平分線包絡出這條
8
1

=xy 曲線。 

 

(二)在四邊形的討論中，為什麼當 P −+ ΙΙ∨ΙΙ∈ 時， L必過CD  與 AB兩邊？ 

1. 由前面的討論得兩組解 

(1) m =
k

thktt
4

82 −+
 

       n =
h

thktt
4

82 −−     其中 adt += 1  

由








≤≤
≤≤

≥−=

1
1

082

nd
ma

thktD
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可解得






















>≤+≤

≥+≤

<≤+≥

≥≥+

≤

4
12,

4

112,
4

4
121,

4

4
,12

8

thorkh
t

th

k
d

h
t
d

d
th

a
tkork

t
ah

aa
tk

tkk
t

h

thk

 

即是 ΙΙ∪ΙΙ+ (包含邊界) 

 

(2)  m =
k

thktt
4

82 −−  

        n =
h

thktt
4

82 −+  

        同理可得 ΙΙ∪ΙΙ− (包含邊界) 

由此更可得知， ΙΙ區的點(不包含
8
txy = )可作兩條不同的面積平分線交

於CD、 AB兩邊。 

      所以四邊形內有些位置的點可作面積平分線通過不同的兩邊(如
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+− Ι∩ΙΙ 的點)，而對於通過相同的兩邊也可以有超過一條的平分線。 
我們同樣用電腦將面積平分線從 3L 掃到 4L ，發覺這些面積平分線同樣

包絡出
8
txy = 的曲線 

 

* 由(一)與(二)的討論我們可以知道利用Li來判斷通過P點的面積平分線 L會與
哪兩邊相交。同樣可以推廣到任意n邊形。 
 

 

六、推廣： 

過n邊形內、外一定點P，作面積 r： r−1 的分割直線 L 
(一) n =3 
首先過三頂點作出六條面積 r： r−1 的分割線 Li )6,,2,1( Λ=i  
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P位置情形主要有三： 
1. 當 P Li∈ ，則 Li即為所求直線 

2. 當 P −+ ∨∈ II ，可作 L通過 AB、 AC兩邊 

 
 

設 L交兩座標軸於 ),0(),0,( nNmM  

 則 L方程式： 1=+
n
y

m
x  

∵L通過 ),( khP   ∴ 1=+
n
k

m
h   ⋯⋯ 1 

  又 r
ABC
AMN

=
∆
∆   ∴ rmn =   ⋯⋯ 2 

解 1  2 得 02 =+− rhrmkm      

( m , n ) = (
k

rhkrr
2

42 −± ,
h

rhkrr
2

42 −µ ) 
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       設1m  = 
k

rhkrr
2

42 −+      2m  =
k

rhkrr
2

42 −−
 

作圖時可利用










=

=+

k
rhmm

k
rmm

21

21

 

視P所在位置(+I 、 −Ι 與三角形內、外) 
仿研究過程(一)，討論1m 、 2m 的正負及作法得m長，最後作出面積分 
割線。 

3. 當 ∈P V，由 042 ≥−= rhkrD 得
4
rhk ≤  

由對稱性知，V區的中間可能會產生空洞﹝沒有 r： r−1 分割線通過的地 
方﹞ 

 

我們取
3
1,

5
1

=r ,
9
4
,

36
17
三種情形，用電腦將分割線掃出 
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發覺 r越小，曲線界線愈往旁邊移動，V區的空洞愈大，代表三角形中有 
愈多的部分不能作出分割線 

註：我們從第三十屆科展「三角形分割包絡線」知，
9
4

=r 時是分割線能佈滿整 
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個平面的最小 r值，現在利用我們解出的曲線邊界
4
rxy = ，由對稱性知此邊 

界必須包含重心(
3
1
，

3
1
)  

43
1

3
1 r

=×∴    亦可得
9
4

=r 為最小 

(二) n = 4 
    首先過三頂點作出八條面積 r： r−1 的分割直線 Li )8,,2,1( Λ=i  

 

P位置情形主要有四： 
1. 當 P Li∈ ，則 Li即為所求直線 

2. 當 P −+ ∨∈ II ， L必交於四邊形兩相鄰邊 AB、 AD  

      可仿研究過程(二)1.(2)，將四邊形 ABCD轉換成相等面積的△ DAB1 ， 
再用分割三角形的作法而得L。 

3. 當 P −+ ΙΙ∨ΙΙ∈ ， L必交於四邊形兩相對邊 AB、CD  

 (1)CD // AB  
 

 



 20

設 72 , LL 相交於E，作PE即為所求分割線L 

(2) CD不平行 AB  

           設AB、CD相交於O，建立斜座標系(O；OB，OC ) 

 

           設 L交兩座軸於 ),0(),0,( nNmM  

       則 L方程式： 1=+
n
y

m
x  

∵L通過 ),( khP   ∴ 1=+
n
k

m
h   ⋯⋯1    

又 r
ABCD
AMND

=
四邊形

四邊形  

           r
OADOBC
OADOMN

=
∆−∆
∆−∆

∴     r
ad
admn

=
−
−

1
 2ΛΛ  

            解1  2得02 =+− ThTmkm     其中 adrrT )1( −+=  

            ( m , n ) = (
k

ThkTT
2

42 −± ,
h

ThkTT
2

42 −µ ) 

          設1m  = 
k

ThkTT
2

42 −+  ， 2m  =
k

ThkTT
2

42 −−
 

作圖時可利用










=

=+

k
Thmm

k
Tmm

21

21

 

視P所在位置( +ΙΙ 、 −ΙΙ 與四邊形內、外) 
仿研究過程(二)2.，討論 1m 、 2m 的正負及作法得m長，最後作出面
積分割線 L。 
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4. 當 ∈P V，情形與推廣(一)3.類似，同樣取
3
1,

5
1

=r ,
9
4
,

36
17
三種情形，用

電腦將分割線掃出
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    可知當r愈小，邊界曲線愈往旁邊移動，V區的空洞愈大，代表四邊形中有 
愈多的部分不能作出分割線 

(三)當 5≥n 時，用同樣的方法先判斷 L會交於多邊形的哪二邊，再仿研究過程 
(三)的方法，將n邊形轉換成相等面積的三角形或四邊形再處理之即可完成。 
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七、結論： 

(一) 過多邊形內部、外部任一定點，均可用一定的方法作出面積平分線。 
(二) 我們目前所研究的過定點面積平分線作法不只一種。 
(三) 多邊形內部的某些區域，可以作出不只一條的面積平分線。 
(四) 多邊形內部某些區域的點，無法作出面積為某些比例的分割線。 
(五) 當面積分割線 (r :1- r) 的 r越小，多邊形內部不能作此種分割線的點所覆蓋
的面積由中心愈往旁邊擴大。 
 

八、展望： 

(一) 我們希望能再研究出其他過定點面積平分線的作法。 

(二) 當
2
1

9
4

≤≤ r 時，面積分割線 (r :1- r) 可以佈滿整個三角形，那麼四邊形、五    

邊形等等多邊形，是否也可以找到最小 r值的面積分割線佈滿整個多邊形？ 
(三) 過凹多邊形內、外一定點的面積平分線是否也有類似作法？ 

 

九、參考資料： 

(一) 世部貞市郎，1986，幾何學辭典，九章出版社譯 
(二) 楊維哲，1992，微積分(下)，三民書局 
(三) 嚴鎮軍，1991，高中數學競賽教程，九章出版社 
(四) 陳旻宏，三角形分割線形成的包絡線，三十屆科展 
(五) 朱柏貞，圓錐曲線上包絡線之探討，三十二屆科展 
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附錄A 

以面積座標法求作過多邊形內或外一定點的面積平分線 
由前斜座標的討論，知只需解決三角形與四邊形(平分線交兩對邊)的情形，
即可解決多邊形的問題，所以我們以下只討論三角形與四邊形。 
 
一、過三角形內或外一定點 P作面積平分線 L 
 

1.考慮P −+ ∨∈ II 的情形 

取△ABC為座標三角形，建立面積座標系 
設 P在座標三角形的面積座標以< g，h，k >   

表示且直線 L分別交 AB， AC於   

>−<>−< nnNmmM ,0,1,0,,1  

CD為△ABC的中線 

∵L平分△ABC 

)(,// RtCMtNDCMND ∈><>=⇒<∴ ……引理(三) 

>−−<>=−−⇒< 1,,1,
2
1,

2
1 mmtnn  

則 nt = ，得
2
1

=mn …… 1 

又 NMP ,., 三點共線 

0
01

01 =
−
−∴

nn
mm

khg
……引理(四) 

mnhnkm =+⇒ …… 2 
解  1  2  得  02 2 =+− hmkm  

   )
4

811,
4

811(),(
h

hk
k

hknm −−±
=

µ            

由上可知，此得出的公式與斜座標相同。 

1.當 P +∈ I  時，取 ( m , n ) = (
k

hk
4

811 −+ ,
h

hk
4

811 −− ) 

2.當 P −∈ I  時， 取 ( m , n ) = (
k

hk
4

811 −− ,
h

hk
4

811 −+ ) 
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2. 作圖：作出m長，取點M 後，與點 P相連即得面積平分線 L  

(以下作圖定 AB為單位長) 

 

     (1)作 ACPQ // 交 AB於Q，則 AQ即 h長。 

作 ABPR // 交 AC於R，再作 BCRS // 交 AB於 S  

則 AS即 k長。 

(2)已知單位長及 h、 k長後，同前述斜座標之作法可求m長。 
 

 
二、過四邊形 ABCD內或外一定點 P，作面積平分線 L(L交兩對邊的情形) 

    若CD不平行 AB，設 CDAB, 交於O，取△OBC為座標三角形，建立面積座

標系 

 

 

設過C之面積平分線交OB於 >−< 0,,1 ssS  

而E為BD中點，則 SE // AC RtACtSE ∈><>=⇒< ,  
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>−−<>=−+−
−

⇒< 1,,1
2

,
2
1,1

2
1 aatdssd  

則
2
dt = ，得

2
1+

=
ads ……  1 

又 L亦為四邊形 ABCD的面積平分線 

>−−<>=−−⇒<
∈><>=⇒<∴

1,,1,,
)(,//

mmunsns
RuMCuSNMCSN  

則 nu = ，得 mns = ……  2 
又 NMP ,, 三點共線 

0
01

01 =
−
−∴

nn
mm

khg
mnhnkm =+⇒ ……  3 

由  1  2  3 可得 0)1()1(2 2 =+++− hadmadkm  

   
k

thkttm
4

82 −±
=   ， 

h
thkttn

4
82 −

=
µ    (其中 adt += 1 ) 

作圖時同三角形之步驟，先定單位長及作出 h與 k的長，其餘同前述斜座標
之作法。 

 
三、引理 
    給定一三角形 ABC，以[ABC]表示它的有向面積，如果從 ACBA →→→  
以反時針繞行，則定義[ABC]為正，順時針繞行則為負。P為同一平面上任一點 

令
][
][,

][
][,

][
][

ABC
ABPw

ABC
APCv

ABC
PBCu === ，則有序三元組 >< wvu ,, 稱為 P對於三角形

ABC的面積座標(易知 1=++ wvu )，而三角形 ABC稱為座標三角形。 

引理(一)：設 ABC∆ 為座標三角形, 若 0,, =++>⇒< PCkPBhPAgkhgp   

證明：延 AP交BC於 D，則BD：DC = [ ]PAB ： [ ]PCA = k： h  

        =∴ AD
kh

h
+

AB +
kh

k
+

AC  

        又 AP： [ ] [ ]PABPCAAD += ： 

[ ] =ABC kh + ：1 

        ACkABhADkhAP +=+=∴ )(  
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同理可得： BAgBCkBP +=  

                   CBhCAgCP +=                

 PCkPBhPAg ++∴  

−= ( CPkBPhAPg ++ ) 

−= ( CBkhCAkgBAhgBChkACgkABgh +++++ )  

0=  

引理(二)：設 ABC∆ 為座標三角形若






++=

++=
>⇔<

cbap

cbap

kyhygyy

kxhxgxx
khgp ,,  

),( pp yx 為 P的直角座標 

證明：先證(⇒ ) 

由引理(一)得 0=++ PCkPBhPAg  

0)()()( =−+−+−⇒ OPOCkOPOBhOPOAg  

OCkOBhOAgOPkhg ++=++⇒ )(  

OCkOBhOAgOP ++=⇒ ，(O為直角座標系上的原點) 





++=
++=

⇒
cbaP

cbaP

kyhygyy
kxhxgxx

 

再證(⇐ ) 
由面積座標定義可知 P的第一個面積座標為 

g

yx
yx
yx

yx
yx

kyhygykxhxgxkhg

yx
yx
yx
yx
yx
yx

ABC
PBC

cc

bb

aa

cc

bb

cbacba

cc

bb

aa

cc

bb

pp

=

++++++

==

1
1
1

1
1

1
1
1

2
1

1
1
1

2
1

][
][

同理 P的第 2個面積座標為 h
ABC
PCA

=
][
][
，第 3個面積座標為 k

ABC
PAB

=
][
][  
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引理(三)：設 iP的直角座標為 ),( ii yx ，面積座標為 >< iii khg ,, ， 4,3,2,1=i  

         若 21 pp ∥ Rtpptpppp ∈><>=⇒< ,432143  ， 其中 >< 表示在面積 

                                                  座標下的向量 

證明：∵ 21PP ∥ 43PP  ∴ 4321 PPtPP =  ( )Rt ∈  

   ),(),( 34341212 yyxxtyyxx −−=−−⇒  





−+=
−+=

⇒
)(
)(

3412

3412

yytyy
xxtxx

  

由引理(二) 





−++−++−+=
−++−++−+=

cba

cba

ykktkyhhthyggtgy
xkktkxhhthxggtgx

))(())(())((
))(())(())((

3413413412

3413413412  

又由引理(二) 









−+=
−+=
−+=

)(
)(

)(

3412

3412

3412

kktkk
hhthh
ggtgg

 

>−−−<>=−−−⇒< 343434121212 ,,,, kkhhggtkkhhgg  

><>=⇒< 4321 pptpp  

引理(四)：設 ABC為座標三角形， 321 ,, PPP 是同一平面上的三點 

3,2,1),,,( =ikhgP iiii ⇒ [ ] [ ]ABC
khg
khg
khg

PPP

333

222

111

321 =  

證明：設 iP的直角座標為 ( ) 3,2,1,, =iyx ii  

則 [ ]
33

22

11

321

1
1
1

2
1

yx
yx
yx

PPP = ……  1 

由引理(二)可得  
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與 3,2,1,1 ==++ ikhg iii 同時代入 1  式 

得

cbacba

cbacba

cbacba

ykyhygxkxhxgkhg
ykyhygxkxhxgkhg
ykyhygxkxhxgkhg

333333333

222222222

111111111

2
1

++++++
++++++
++++++

 

cc

bb

aa

yx
yx
yx

khg
khg
khg

1
1
1

2
1

333

222

111

=  

= [ ]ABC
khg
khg
khg

333

222

111

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





++=
++=

cibiaii

cibiaii

ykyhygy
xkxhxgx
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附錄B 

以綜合幾何法求作過多邊形內或外一定點的面積平分線 

由前斜座標的討論，知只需解決三角形與四邊形(平分線交兩對邊)的情形，
即可解決多邊形的問題，所以我們以下只討論三角形與四邊形。 

 
一、過三角形內或外一定點 P作面積平分線 
(一)點P在 ABC∆ 內部 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作法： 

1. 取BCAB, 中點得 ED.  

2. 在ABC∆ 內作 ARB∆ ∼ AEP∆  

3. 過P作 AE的平行線交 AR於T點 

4. 作TRP ,, 之外接圓，交BD於M ，則PM即為所求。 

 

証明： 

設PM交 AC於 N 

ARB∆Θ ∼ APARAEAB
AP
AE

AB
ARAEP ×=×⇒=∴∆ ⋯⋯1 

TPRM ,,,Θ 四點共圓 ∴ ARMTPM ∠=∠  

又 ARMTPMANPTPAE ∠=∠=∠∴//  

而 RABEAP ∠=∠  
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ANP∆∴ ∼ ANAMAPAR
AM
AR

AP
ANARM ×=×⇒=⇒∆ ⋯⋯  2 

由  1  2  可得 ANAMAEAB ×=×  

 

故PM為 ABC∆ 的面積平分線 

 

(二)點P在ABC∆ 外部 

 
作法： 

1. 取 BCAB, 中點得 ED.  

2. 在ABC∆ 外作 ARB∆ ∼ AEP∆  

3. 過P作 AE的平行線交RA於T點 

4. 作TRP ,, 之外接圓，交BD於M ，則PM即為所求。 

 

証明： 

設PM交 AC於 N 

ARB∆Θ ∼ APARAEAB
AP
AE

AB
ARAEP ×=×⇒=∴∆ ⋯⋯1 

TPRM ,,,Θ 四點共圓 oARMTPN 180=∠+∠∴  

AMNABC

BACANAMBACACAB

∆=∆⇒

∠×=∠×⇒

2
1

sin
2
1sin

4
1
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又 ARMANPANPTPNAETP o ∠=∠⇒=∠+∠∴ 180//  

而 RABEAP ∠=∠  

ANP∆∴ ∼ ANAMAPAR
AM
AR

AP
ANARM ×=×⇒=⇒∆ ⋯⋯ 2 

由  1  2  可得 ANAMAEAB ×=×  

AMNABC

BACANAMBACACAB

∆=∆⇒

∠×=∠×⇒

2
1

sin
2
1sin

4
1

 

故PM為 ABC∆ 的面積平分線 

 

二、已知一四邊形 ABCD及一定點P，求作面積平分線 

(一)點在四邊形ABCD內(CD不平行 AB ) 

 

 

作法： 

1. 作CDAB, 相交於O 

2. 過C作四邊形 ABCD的面積平分線交 AB於 S 

3. 作ORS∆ ∼ OCP∆  
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過P作OC之平行線交OR於T 

4.  作P，R，T之外接圓交 AB於M 點，則PM即為所求。 

 

證明： 

設PM交OC於 N 

OCP∆Θ ∼ ORS∆ OPOROSOC
OS
OR

OP
OC

×=×⇒=∴  ⋯⋯  1 

由已知ON// TPMONPTP ∠=∠⇒  

又T，P，R，M四點共圓， 
ONPTPMTRM ∠=∠=∠∴  

而 ROMNOP ∠=∠  

NOP∆∴ ∼ ONOMOPOR
OM
OR

OP
ONROM ×=×⇒=⇒∆ ⋯ ⋯ 2 

由  1  2  得 ONOMOSOC ×=×  

BOCONOMBOCOSOC ∠××=∠×××⇒ sin
2
1sin

2
1

 

⇒ OMNOCS ∆=∆  

ODAOMNODAOCS ∆−∆=∆−∆⇒  

ABCD
2
1

⇒ 面積= AMND面積 

故PM為 ABCD的面積平分線 

 

(二)當點在形外，作法類似，故省略。 

 

 
 


