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在數學課本中，求圓錐曲線的切線是一個非常重要的課題。而課本在處

理這個問題時，是將其概分為三部分(註 1)：曲線上、已知斜率及曲線外；

關於第一部分，課本提供了一個切線公式(註 2)： 

設 )y,x(P 00 為圓錐曲線 022 =+++++ feydxcxybyax 上一點，則過 )y,x(P 00  

的切線方程式為：           

0
222

0000
00 =+

+
+

+
+

+
++ f

yy
e

xx
d

xyyx
cybyxax ------(*) 

若於曲線外，則沒有公式可用。本文成功地將(*)擴充到不論 P 是否在曲線

上或曲線外，均可適用的公式。我們定為切線公式： 

切線公式： 

設 =),( yxf feydxcxybyax +++++ 22 過點 )y,x(P 00 作圓錐曲線

0),( =yxf 之切線方程式滿足 0),(),(),( 2
00 =− yxTyxfyxf f  

其中 ),( yxTf = f
yy

e
xx

d
xyyx

cybyxax +
+

+
+

+
+

++
222

0000
00  

 

 

在某次的考試中，有道簡單的問題：過橢圓外一點做橢圓的切線，結

果有同學做錯了，原因是這點恰好在橢圓長軸頂點的上方，利用點斜式解

此切線方程式時只有一條切線，而正確的答案是兩條，沒有算出來的那條

切線恰好是垂直於 x 軸的直線，關於這一點，老師是有點生氣，因為這是

他強調過好幾次的事，居然還有人忘記。 

 

 

過圓曲線上一點做此圓錐曲線的切線，通常是逕直代入切線公式即可

求得，但是對於圓錐曲線外的點，就沒有類似此種的公式，而是應用點斜

式與判別式解出切線斜率，再由點斜式求得切線方程式。 

本文的目的在企求對於圓錐曲線外的一點，求做此圓錐曲線的切線

時，可否仿照此點為切點之情形，直接代入公式，也就是說：不論已知點

是否在圓錐曲線上，我們均給予一切線公式。 

 

 

我們知道圓錐曲線的理論是相當複雜的，但是圓是圓錐曲線之一，而

處理圓畢竟比較簡單，只要掌握圓心與半徑就可以了，所以在經過各種試

驗均失敗的情況下，我們決定從圓開始研究起。 

在課本(註 3)上的例題，求圓: 02y4x4yx 22 =−+−+ 的切線，使它通過

定點 )2,4(A ，課本提供了三種做法：利用判別式 0≥△ 、利用 rd = 的條件、

利用"斜率為已知"的切線公式。此處就以第一種做法約略述說如下： 

因 )1(0102244424 22 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅>=−⋅+⋅−+ ，∴ A在圓外。 
(1)顯然 4x = 不為切線。 
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上述的處理方法是一個非常成熟的方法，要在其中得到任何突破性的

想法是不可能的，因此我們完全放棄以上做法，改以各種異想天開的，勁

爆的想法試著去突破，幾經失敗，最後我們從答案著手： 

將兩切線方程式相乘 0)14yx3)(2y3x( =−++− ，展開得 

     )2(028y44x8y3xy8x3 22 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=−+−−−  

另一方面，如果將 A當做切點，那麼圓的切線方程式將為
02)2y(2)4x(2y2x4 =−+++−+  ⇒ )3(06y4x2 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=−+  

觀察(2)式與(3)式，似乎沒有任何關聯，我們試著將圓上的切點看成是圓外

點的趨近，這時(2)應該是(3)式的兩切線的重疊；換句話說，(2)式應該要

平方，所以 

)4(036y48x24y16xy16x4)6y4x2( 222 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=+−−++=−+  

審視(2)式與(4)式到底之間有什麼關係呢？次數相同，所以相加或相減試試

看！ 

)4()2( + ： 08y4x32y13xy8x7 22 =+−−++  

)4()2( − ： 064y88x16y19xy24x 22 =−++−−−  

這二式完全看不出有什麼名堂，再試試其他！ 

)4()2(2 +× ： )5(020y40x40y10x10 22 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=−+−+  

仔細觀察(5)式，發現恰好是圓方程式的10倍，而 10又恰好是(1)式的值，這
個結果非常有意義：如果將它寫成式子就是 )5()4()2(2 =+× 。因為我們要找出

的是(2)，所以將上式寫成 )4()5()2(2 −=× 。因此只要令 )4()5( − =0，即可得
0)2( = ，再因式分解之，即可解出兩切線方程式。 

這個發現，對我們來說是相當的意外，也許是巧合吧！因此我們又試了

好幾個各種情形的切線，結果都一一適合。因此有理由相信這個結果是正確

的。高興之餘，我們試著去證明，但不幸的是證明的困難度難以想像，所幸

在大家通力合作下，鍥而不捨終於完成。 

 

推論：自圓 0feydxyx 22 =++++ 外一點 )y,x(P 00 作圓的切線，其兩切線方程

式滿足 

0)f2
yye2

xxdyyxx(
)fyexdyx)(fyexdyx(

200
00

22
00

2
0

2
0

=++++++

−++++++++
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證明: 

1.設圓方程式： 022 =++++ feydxyx  

 

設切線 )(: 001 xxmyyL −=−  

         yymxmx =+− 00  

  將 yymxmx =+− 00 代入 022 =++++ feydxyx  

0

0)()(:

00

2
000000

2
0

2
0

2
00

2222

00
2

00
2

=++−

+++−+−+−+−+⇒

=++−+++−+

feyemx

emxdxyymxmxyymxxmxxmmxyxxmxmx

fymxmxedxymxmxx得到

      

0)(22)2()1( 00000
2

0
2

0
22

0
22 =++−++−+++−++⇒ feyemxxemdymxmxyyxmmxxxm  

0)2()22()1( 0000
2

0
2

0
2

0
2

0
22 =++−−++−++++⇒ feyemxymxyxmxxmmyemdxm  

又 042 =−= acbD    (因為是切線) 

0)2)(1(4)22( 0000
2

0
2

0
222

0
2

0 =++−−++−−++⇒ feyemxymxyxmmxmmyemd  

0444)8442()444( 2
0

2
00000

22
0

2
0 =+−++−−−−++−+⇒ fdeyymyxdyxedmfedxx  

兩根之和：
fedxx
yxdyxed

mm
444

8442
2

0
2

0

0000
21

+−+

+++
=+  

兩根之積：
fedxx
fdeyy

mm
444
444

2
0

2
0

2
0

2
0

21
+−+

+−+
=  

以兩直線為： 0)(0)( 020010 =−−−=−−− xxmyyxxmyy 及 相乘 

)(0))(())()(()( 2
0210021

2
0 axxmmyyxxmmyy ΛΛΛ=−+−−+−−⇒  

 

將兩根和及兩根積代入 )(a 式並去分母 
此式之化簡極其複雜，為了方便計算起見，將原式之三項依次設為 A、B、C。 

 A= )444()( 2
0

2
0

2
0 fedxxyy +−+−  

 

 B= )8442)()(( 000000 yxdyexedyyxx +++−−−  

 

 C= ))(444( 2
0

2
0

2
0 xxfdeyy −+−+  
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分別展開得到： 

        

          

)4(44

)82(88)4(44

)444()(

22
0

2
00

2
0

2
0

2
0000

2
0

222
0

22
0

2
0

2
0

2
0

efyydxyx

feyyyydxyyxefyydxyx

fedxxyyA

−+++

−+−−−++=

+−+−=

 

 

   

2
0

2
0

2
000

2
000

0000
2

00
2

0

0000
2

000
2

00

000000

8442

844)2(84

428442

)8442)()((

yxydxyexyedx

yxyxydxyxyexedxyxyxdxy

xyexedxyyyxyydxyexyedx

yxdyexedyyxxB

−−−−

−−−−++

+++++=

+++−−−=

 

 

)4(44

)82(88)4(44

))(444(

22
00

2
0

2
0

2
0

2
000

2
00

22
0

22
0

2

2
0

2
0

2
0

dfxyexyx

fdxxxyexxyxdfxyexyx

xxfdeyyC

−+++

−+−−−++=

−+−+=

 

 

將 A、B、C 代回 )(a 式  

)(024244

444)4()4(2

2)4()4()28(4

4)28(448)(

0
2

00
2

0
2

0

22
00

22
0

2222
0

2

00
222

0
2

0
2

0

000
2

00000

byedxyexedxydxyydx

yxyexyxyfeyfeedxy

yedxxfdxfdyyefydxy

yydxxxdfxyexxyexyxyxa

−−−−−−−=−−−−−

−−−−+−++

+−+−+−++

+−+++⇒

 

2.要將(b)化簡為推論中的式子很困難，所以反過來將 

             ))(( 22
00

2
0

2
0 feydxyxfeydxyx ++++++++  

             0])(
2

)(
2

[ 2
0000 =++++++− fyyexxdyyxx     展開 

      仿照上述方法令 ))(( 22
00

2
0

2
0 feydxyxfeydxyxD ++++++++=  

                  2
0000 ])(

2
)(

2
[ fyyexxdyyxxE ++++++=  

   展開 D，得 

222
0

2
0000

22

2
0

2
0000000000 8448448

yeyedexyydexdexyyedxxd

xdyfyydxyyydxxfxxyexxyexyxyxD

+++++++

+++++++=
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      展開 E，得 

        
2

0
2

00
2

0
2

00

0
22

0
22

0
22

0
2

0
22

0
2

442242

24444444

fyfxyyeydexyexdexy

xxddxyfyydxyxfxyexyxE

++++++

+++++++=
 

 

    

02424

4444)4()4(

22)4()4()28(

44)228(448

0
2

00
2

0

2
0

22
00

22
0

2222
0

2

00
222

0
2

0
2

0000
2

00000

=−−−−

−−−−−+−+

++−+−+−+

++−−+++=−∴

ydexyexedxydxy

ydxyxyexyxyfeyfe

edxyyedxxfdxfdyyef

ydxyyydxxxdedfxyexxyexyxyxED

 

     由 1.和 2.，故推論成立。 

 

因為圓的部分既然已成立，自然是要想辦法將此證明方法延伸到圓錐曲線

的一般情形，不過在證明之前，為了敘述的方便起見，我們做以下之規定： 

 

定義：設 =),( yxf feydxcxybyax +++++ 22 ， )y,x(P 00 為圓錐曲線 0),( =yxf 同平面

之任意點，則 ),( yxTf =0 表 f
yy

e
xx

d
xyyx

cybyxax +
+

+
+

+
+

++
222

0000
00 =0 

很顯然， ),( yxTf =0 就是 )y,x(P 00 關於圓錐曲線 =),( yxf 0 之極線，而 P 在圓錐曲

線 0),( =yxf 上時 ),( yxTf =0 即表示過 P 且與 0),( =yxf 相切之切線方程式。 

   利用推論我們順利將它推廣到圓錐曲線。 

 

定理 1：設 =),( yxf feydxcxybyax +++++ 22  

       自圓錐曲線 0),( =yxf 外一點 )y,x(P 00 作 0),( =yxf 之切線；切線方程式滿

足 0),(),(),( 2
00 =− yxTyxfyxf f  

證明: 

1.先導出若切線存在，則此兩切線方程式之乘積。 

圓錐曲線: 02 =+++++ feydxcxybyax  

設其切線為: 0000 )( mxmxyyxxmyy −+=⇒−=−  

將 y 代入圓錐曲線中 

)()( 00
2

00
2 ymxmxbxymxmxcax +−++−+⇒ 0)( 00 =++−++ fymxmxedx  

00000
2

2
000000

2
0

2
0

2
00

2222

=++−+++−+

+−+−+−+−+⇒

feyemxemxdxcxycmxxcmx

byybmxbmxyybmxxbmxxbmbmxyxxbmxbmax
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xemdcycmxbmyxbmxcmbma )22()( 0000
222 +++−+−+++⇒                 

0)2( 0000
2

0
2

0
2 =++−−++ feyemxybmxbyxbm  

 

又 042 =−= acbD    (因為是切線) 

故 2
0000

2 )22( emdcycmxbmyxbm +++−+−  

0)2)((4 0000
2

0
2

0
22 =++−−+++− feyemxybmxbyxbmcmbma  

2
0

32242 )44( xbcmmcmb ++⇒  

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0[ (4 4 ) 2 (4 2 4 2 )]y b m c bcm d e m dem y bdm cd bem cem+ + + + + + + + + +  

]2 2 3 2 2 2
0 0 0 0( 4 2 ) (2 ) ( ) ( 8 4 4 2 )x bm cm y bm c d em x y b m bcm bcm c m+ − − + + + − − − −  

[2 3 2
0 0 0 0 0( 4 4 2 2 ) 4 (8 ) ( 4 ) (4 )x bdm bem cdm cem af x y abm y ae x em+ − − − − + − + + − + + 

]2 2 22 2 3
0 0 0 0 0 0 0( 4 ) ( 4 ) 4 (8 ) ( 4 ) (4 ) ( 4 ) ( 4 )y bm x bm cfm x y bcm y cem x cem y bcm x bcm− + − + − + + − + + − + −

2 22 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 22 2
0 0 0 0 0 0 0

( 4 4 2 4 ) (4 2 2 2

2 8 4 4 ) ( 2 4 4 4 ) 0

c x abx e bf cex bdx m bdy c x y cdx cey

de abx y aex cf m c y cdy d aby aey af

⇒ − + − + − + − − − +

+ + − + + + − − − =
 

兩根和：
2

0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 2 22 2

0 0 0 0

(4 2 2 2 2 8 4 4 )
4 4 2 4

bdy c x y cdx cey de abx y aex cfm m
c x abx e bf cex bdx

− − − − + + + −
+ =

− + − + −
 

兩根積：
00

22
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2

21 4244
)4442(

bdxcexbfeabxxc
afaeyabydcdyyc

mm
−+−+−

−−−++
=  

以兩直線為 0)(0)(: 020010 =−−−=−−− xxmyyxxmyy 及 相乘 

0))(())()(()( 2
0210021

2
0 =−+−−+−−⇒ xxmmyyxxmmyy  

代入並去分母 )4244()( 00
22

0
2

0
22

0 bdxcexbfeabxxcyy −+−+−−⇒  

)4442()(

)44822224)()((

0
2

0
2

0
2

0
22

0

0000000
2

000

afaeyabydcdyycxx

cfaexyabxdeceycdxyxcbdyyyxx

−−−++−+

−+++−−−−−+

 

此式之化簡極其複雜，為了方便計算起見，將此式之三項依次設為 A、B、C。  

即   A= )4244()( 00
22

0
2

0
22

0 bdxcexbfeabxxcyy −+−+−−  



 7

 B= )822224)()(( 000000
2

000 yabxdeceycdxyxcbdyyyxx ++−−−−−  

C= )4442()( 0
2

0
2

0
2

0
22

0 afaeyabydcdyycxx −−−++−  

      
22 2 2

0 0 0

2 22 2 2
0 0 0 0

22 2 2 2 2
0 0

22 2
0 0 0 0 0

2 2
0 0

( ) [ 4 ( 4 ) (2 4 )]

( 2 )[( 4 ) ( 4 ) (2 4 )]

( 4 ) ( 4 ) (2 4 )

( 2)( 4 ) ( 2)( 4 ) ( 2)(2 4 )

( 4 )

A y y bf e x ab c x ce bd

y y y y bf e x c ab x ce bd

y e bf x y c ab x y ce bd

e bf y y c ab x y y ce bd x y y

y e bf x

= − − + + − + + −

= − + − + + − + −

= − + − + −

+ − − + − − + − −

+ − + 2 2 22
0 0 0

2
0 0 0 0 0 0

( 4 ) (2 4 )

( )( )[ ( 8 2 ) (4 2 ) (4 2 ) (2 4 )]

y c ab x y ce bd

B x x y y x y ab c x ae cd y bd ce de cf

− + −

= − − − − + − + − + −

 

2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

22
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0

( )[(2 4 ) (4 2 ) (4 2 ) (8 2 )]
(2 4 ) (4 2 ) (4 2 )

(8 2 ) (2 4 ) (4 2 )

(4 2 ) (8 2 ) (4 2 )( )

xy x y x y xy de cf x ae cd y bd ce x y ab c
xy de cf x xy ae cd xy y bd ce

x xy y ab c x y de cf x y ae cd

x y bd ce x y ab c cf de x y

x

= + − − − + − + − + −
= − + − + −

+ − + − + −

+ − + − + −

+ 2 2 2
0 0 0 0 0

2
0 0 0 0

2 2
0 0

(2 4 ) (2 4 ) (2 8 )

(4 2 ) (2 4 ) (2 4 )

(2 8 )

y cd ae x y y ce bd x y y c ae

xy cf de x xy cd ae xy ce bd

x xy c ab

− + − + −

+ − + − + −

+ −

 

    

2 22 2 2
0 0 0 0 0

2 22 2 2
0 0 0 0

22 2 2 2 2
0 0

2
0 0 0

2 22 2
0 0 0

( ) ( 4 4 2 4 )

( 2 )[( 4 ) (2 4 ) ( 4 )]

( 4 ) (2 4 ) ( 4 )
( 2)( 4 )( ) ( 2)(2 4 )( )

( 2)( 4 )( ) ( 4

C x x d c y aby aey cdy af

x x x x d af y cd ae y c ab

x d af x y cd ae x y c ab

d af x x cd ae x xy

c ab x xy x d af

= − + − − + −

= − + − + − + −

= − + − + −

+ − − + − −

+ − − + − 2 2 2 2
0 0 0 0

2 22 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

2 22 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 22 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

) (2 4 ) ( 4 )

4 2 4 4

2 8 4 8 2 8

4 2 4 4

x y cd ae x y c ab

d x afx cdx y aex y c x y abx y

d x x afx x cdx xy aex xy c x xy abx xy

d x afx cdx y aex y c x y abx y

+ − + −

= − + − + −

− + − + − +

+ − + − + −

 

將 A、B、C 代回原式 

2 2 2
0 0 0 0

2 2 22 2 2 2
0 0 0

2
0 0 0 0

2
0 0 0 0

2
0 0 0

(8 2 ) (8 2 ) (8 2 )

( 4 ) ( 4 ) (2 4 )

(2 4 ) (4 2 ) (4 2 )

(4 2 ) (4 2 ) (2 4 )

(2 4 ) (2 4 )

x xy y ab c x x af d y y bf e

x y c ab x y c ab x y cd ae

x y cd ae x xy ae cd x xy ae cd

x y y bd ce xy y bd ce x y ce bd

xy ce bd x y de cf x

− + − + −

+ − + − + −

+ − + − + −

+ − + − + −

+ − + − +

得

0
2 22 2 2 2

0 0 0

2 2

(2 4 ) (4 2 )

(4 2 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 4 )

( 4 ) 0

y de cf x y cf de

xy cf de x d af x d af y e bf

y e bf

− + −

+ − + − + − + −

+ − =

 

2.另一方面將 0),(),(),( 2
00 =− yxTyxfyxf f 展開  
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0])(
2

)(
2

)(
2

[)

)((),(),(),(

2
000000

22
0000

2
0

2
0

2
00

=++++++++−++++

++++++=−

fyyexxdxyyxcybyxaxfeydxcxy

byaxfeydxycxbyaxyxTyxfyxf f

 

(i) ))(( 22
0000

2
0

2
0 feydxcxybyaxfeydxycxbyax ++++++++++  

2 2 2 2 2 22 2
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 22 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

a x x abx y acx xy adx x aex y afx

abx y b y y bcxyy bdxy beyy bfy acx x y

bcx y y c x xy y cdx xy cex y y cfx y adx x

bdx y cdx xy d x x dex y dfx aex y bey y cexy y

⇒ + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + + +

 

2 2 2 2
0 0 0dexy e y y efy afx bfy cfxy dfx efy f+ + + + + + + + +  
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)()()()()()()(

22
0

2
0

2
00

00
2

0
2

0000000

0
22

0
2

0
222

0
2

0
2

0
2

00

bfybfyafxafxdexydeyxcfxy

cfyxbdxybdyxceyxyceyyxcdxyxcdxyx

aeyxaeyxabyxabyxeyydxxcyxyx
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yxybdyybxyybcyyxbcyxyabxxycf
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0),())(( 222
0000

2
0

2
0 =−++++++++++∴ yxTfeydxcxybyaxfeydxycxbyax f     
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4
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2
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2
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2

()
2
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2

(

)
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2
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2
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2

(

)
2
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2
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2
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4

(

)
4
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2
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2

2()
2

2([

2
2

2
2

0

2
2

0

2
2
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2

0

2
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22

0

2
2

0
2

2
22

0

2

0

2

0

2
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=−+−+−+−+

−+−+−+−+−+

−+−+−+−+

−+−+−+−+

−+−+−+−⇒

bfeybfeyafdxafdx

decfxydecfyxcfdexycfdeyxbdcexy

bdceyxcebdyxycebdyyxcdaexyx

cdaexyxaecdyxaecdyxabcyx

abcyxebfyydafxxcabyxyx

 

*)*(*0)4()4(

)4()4()24()24(

)42()42()42()42(

)24()24()24()24(
)42()42()4()4(

)28()28()28(

2222
0

22
0

22
00

00
2

0
2

0

000000

0
22

0
22

0
2222

0

2
0

2
0

2
00

−−−−−−−−−=−+−+

−+−+−+−+

−+−+−+−+

−+−+−+−+
−+−+−+−+

−+−+−⇒

bfeybfey

afdxafdxdecfxydecfyx

cfdexycfdeyxbdcexybdceyx

cebdyxycebdyyxcdaexyxcdaexyx
aecdyxaecdyxabcyxabcyx

ebfyydafxxcabyxyx

 

由 1.和 2.可得(**)=(***)故定理 1 成立 

 

接著我們就以課本(註 4)習題上的一道題目來作例子： 

 

例題一：有一圓錐曲線，其方程式為： 026442 22 =−++− yxyx ， 

1. 試求過點 )3,4( 的切線方程式 
2. 試求過點 )2,6(− 的切線方程式 

解法一：利用課本的方法 

1. 將 )3,4( 代入 026442 22 =−++− yxyx  

得 02612161816 =−++−  

)3,4(∴ 為切點 

∴切線為 026
2

34
2

4464 =−
+

+
+

+−
yxyx  

0623
01246

=+−⇒
=−−⇒

yx
yx
 

故切線為 0623 =−− yx  

2. 將 )2,6(− 代入 026442 22 =−++− yxyx  

得 1426824836 =−+−−  

∴ )2,6(− 不為切點 
設切線t之斜率為m 
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26
)6(2:

++=⇒
+=−∴

mmxy
xmyt
 

代入圓錐曲線 

3
6
511

2
3:

6
5

2
3

015812
0)262472)(21(4)]16(4[

0
0)262472()16(4)21(

0)2682484872()44824()21(
026)26(444])26()26(2[2

026)]26([44)]26([2

2

2222

2222

2222

2222

22

−−=+=∴

−∨=⇒

=−−⇒

=++−+−+∴

=∆
=++−−+−−⇒

=−++−−−+−−+−−⇒

=−++++++++−⇒

=−++++++−∴

xyxyt

m

mm
mmmm

mxmmxm
mmmxmmmxm

mmxxmxmmxmx
mmxxmmxx

與

 

即二切線為 02223 =+− yx 與 01865 =++ yx  

解法二：1.  同上 

2.  由定理一： 0)3424()26442(14 222 =++−−++−− yxyxyx  

    

0)1865)(2223(
03969616412815

0115613613641616364562814
22

2222

=+++−⇒
=+++−+⇒

=++++++−+−⇒

yxyx
yxyxyx

yxyxyxxyx
 

    故得二切線 02223 =+− yx 與 01865 =++ yx  

 

比較例題一的二做法，課本提供的方法顯然複雜許多。若使用定理一來解，則

簡單許多，同樣再舉一例題，也是課本習題(同註4)的一個題目，來當作例子： 

例題二：有一圓錐曲線，其方程式為： 08484 22 =−−++ yxyx  

1.  試求過點 )2,1( −− 的切線方程式 

2.  試求過點 )5,1( 的切線方程式 
解法一：利用課本的方法 

1. 將 )2,1( −− 代入 08484 22 =−−++ yxyx ，得 

    088844 =−+−+  

    )2,1( −−∴ 為切點 

    ∴切線為 08
2

24
2

1824 =−
−

−
−

+−−
yxyx  

    02 =+⇒ y  

2. 將 )5,1( 代入得 98208254 =−−++ ＞0 

    )5,1(∴ 在橢圓外 

    1)1( =x 時 
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044

08484
2

2

=+−⇒

=−−++

xy
yy
 

    2−⇒ y 有唯一解 
    1=∴ x 為一切線 
    (2)設切線t之斜率為m 

    則 )1(5: −=− xmyt  

    )5( mmxy −+=⇒  

    代入橢圓： 08)]5([48)]5([4 22 =−−+−+−++ mmxxmmxx  

    

12
7

02848
0)12246()16246(

0)36)(4)(4(4)]43(2[
0

0)36()43(2)4(
0)84202510()245(2)4(

08)5(448])5()5(2[4

234234

22222

2222

2222

2222

−=⇒

=+⇒
=−−+−−+++−⇒

=−−++−−−∴

=∆
=−−+−−−+⇒

=−+−+−+−++−++⇒

=−−−−+−+−++⇒

m

m
mmmmmmmm

mmmmmm

mmxmmxm
mmmxmmmxm

mmxxmxmmxmx

 

    得
12
67

12
7

+= xy  

    067127 =−+⇒ yx  

    故二切線為 067127 =−+ yx 與 1=x  
解法二：1.  同上 

        2.  由定理一： 

            

0)67127)(1(
0671274127

0)1438(723672936

0)8
2

54
2

1854()8484(3

2

222

222

=−+−⇒
=+−−+⇒

=−+−−−++⇒

=−
+

−
+

++−−−++

yxx
yxxyx

yxyxyx

yxyxyxyx

 

            故二切線為 067127 =−+ yx 與 1=x  
比較兩種解法，可見利用定理一來解切線問題比利用判別式簡潔很多。尤其是關於x-1=0

這條切線如果用判別式是無法順利解出的。必須在假設切線斜率為m之前先行處理，就這一

點而言，是我們學生們最容易忘記的，但是利用定理一則無此顧慮。 

 

 

 

1.觀察定理 2，當點P在圓錐曲線上時，此時 

，原式變成 0)
222

(0 20000
00 =+

+
+

+
+

+
++− f

yy
e

xx
d

xyyx
cybyxax  
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此即一般所用的公式 0
222

0000
00 =+

+
+

+
+

+
++ f

yy
e

xx
d

xyyx
cybyxax  

所以不論點 P點在圓錐曲線上或是在圓錐曲線外，定理 2 都是成立的，因
此，我們成功的將切線推廣公式擴充為： 

定理 2:切線定理 

設 =),( yxf feydxcxybyax +++++ 22 過點 )y,x(P 00 作圓錐曲線 0),( =yxf 之切

線方程式滿足 0),(),(),( 2
00 =− yxTyxfyxf f  

其中 ),( yxTf =0 表 )y,x(P 00 關於圓錐曲線 =),( yxf 0 的極線 

2.觀察此切線定理的形式， ),( 00 yxf 為一常數，而 0),( =yxTf 為直線方程式，

也就是所謂的對於點 P的極線，所以切線定理可以看成是圓錐曲線與極線
的圓錐曲線系其退化成二直線時。所以我們一直試圖用此角度去處理此

切線定理，非常可惜與無奈，我們無法去證明這個想法是正確的，只好

留待日後閒暇時繼續努力。 

 

 

 

比較此兩種做法，我們可以發現： 

1.傳統解法原理簡單易懂，但是計算過程較為複雜，利用定理 2，計算則較

為簡單。 

2.傳統解法必須先處理過已知點且垂直於 x 軸之直線是否為切線，較易疏

忽，利用定理 2，則無此顧忌。 
3.利用定理 2 雖然必須使用因式分解，不過雙十字交乘法的因式分解，國

中時代皆已學過，並不會造成負擔。 

 

 

註 1：參考書目 1：page210~217 
註 2：參考書目 3：page116~117 
註 3：同註 1 
註 4：同註 2 

 

參考書目： 

1.數學第三冊(南一書局：九十年修訂版) 

2.數學第四冊(南一書局：九十年修訂版) 
3.理科數學(上 )(國立編譯館八十八年第十四版 ) 


