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科展：Watson猜想初等求解 

壹、內容摘要： 

    在研究過程中，我們找出了一種方法去解決尚待解決形如 ax 4 -by 2 =k 的求解法，並且

令人驚訝的，我們可以利用這個結果去處理尚未有初等證明的 watson 猜想，利用這種

方法可以圓滿的解決 watson猜想的一些棘手的問題，對於 ax 4 -by 2 =k我們先討論最簡

單的形式：x 2 -2y 4 =-1我們先將 y前的係數消去，在將另一邊的的變數配成畢氏數，利

用連續兩次的畢氏數本原解，我們可以找到限制的條件，再利用佩爾方程找出變數間

的關係，再使用同餘去分割方程去求解，即可找出解，將watson猜想化成形如 ax 4 -by 2 =1

再利用上面所言同樣的手法，去處理即可求出 watson 猜想(求 1 2 +2 2 +3 2＋⋯

+ 2N 2K= 的所有正整數的解)，而且我也利用同餘的方式去處理 watson 猜想 3 次方的

推廣(求 3 3 3 31 2 N K+ + + =L 的所有正整數的解)，並且也證明出解只有 1。 

 

貳、研究動機： 

    在一歷屆科展網站中發現在還須解決的初等數學三十個問題中，找到一個關於給出

x 2 -2y 4 =-1此不定方程本原解的證明。我因此對這短小卻精悍的問題展開了高度興趣，

而去研究。並進而利用它處理Watson猜想。 

 

參、研究目的： 

探討出：ax 4 -by 2 =k的求解法及應用及解決Watson猜想。 

 

肆、研究器材： 

紙、筆 

伍、研究過程： 

對於任何一個數學問題我們所須的基本認知是先降低其問題的難度在去討論其一般情
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形，所以首先我們先算： 2 42 1x y− = − 這最簡單的情形希望對於幫助我們求解一般性有

所幫助。 

一、求： 2 42 1x y− = − 的正整數解。 

將原式變化為： 4 22 1y x= +  ，  令 2 1x c= + 代入得 

⇒ 4 2 2( 1)y c c= + +   ---------(甲)式         

根據(甲)式： 4 2 2( 1)y c c= + + 顯然為一組畢氏數 

∴必存在一組本原解： 

2 2

2 2 2

1 2
c m n
c mn
y m n

 = −
 + =
 = +

  或   2 2

2 2 2

2
1

c mn
c m n
y m n

=
 + = −
 = +

 且(m,n)=1 ，u、v必一奇一偶，m>n 

將上面的兩個解分別帶入(甲)式： 

1.可知 2mn- m 2 + n 2 =c+1-c=1-------(乙)式 

2.可知 m 2 -n 2 -2mn= c+1-c=1------(丙)式 

由 y 2 = m 2 +n 2知顯然為一組畢氏數 

∴必存在一組本原解： 









+=
−=

=

22

22

2

vuy
vun

uvm
   或   









+=
=

−=

22

22

2
vuy

uvn
vum

  且(u,v)=1 ，u、v必一奇一偶，u>v 

將上面的兩個解分別帶入(乙)式可得四種可能： 

(一)：當 m=2uv  n= u 2 -v 2  代入(2)式得： 

⇒ ( u 2 -v 2 ) 2 -4 u 2 v 2 +2( u 2 -v 2 )2uv=1    

⇒ ( u 2 -v 2 ) 2 -4uv(v 2 - u 2 +uv)=1 

⇒ ( u 2 -v 2 +2uv ) 2 -1=8u 2 v 2  

⇒ ( u 2 -v 2 +2uv ) 2 -2(2uv) 2 =1 

我們顯知此為佩爾方程`，所以我們易知以方程的最接近原點的自然數解為(3,2)，

(17,12)所以我們可知其所有解的形式為(3+ 2 ) n的係數。故我們令： 
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








−−+
=

−++
=+−

22
)223()223(2

2
)223()223(222

nn

nn

uv

uvvu
 

首先我們將
(3 2 2) (3 2 2)2

2 2

n n

uv + − −
= 展開得： 

⇒ .......163232 3
3

1
1 ×+×= −− nnnn CCuv  

⇒ .......833 3
3

1
1 ×+= −− nnnn CCuv  

因為 u、v中必有一個為偶數，所以易知 n必為偶數不可為奇數。且 u、v中必有一

數有因數 3。 

將方程組










−−+
=

−++
=+−

22
)223()223(2

2
)223()223(222

nn

nn

uv

uvvu
中 

v
u

nn

24
)223()223( −−+

= 代入另一式，整理得： 

0
32

])223()223[(]
2

)223()223(
22

)223()223([
2

24 =
−−+

−
−++

−
−−+

+⇒
nnnnnn

vv   

由根與係數的關係知，上式為以 2v 為變數的二次方程式 

        其兩根之積
32

])223()223[( 2nn −−+
=  

        ∵n為偶數則令 n=2p代入上式得： 

        兩根積
32

3236 pp ×
= ，故易知 v之質因數只可能有因數 3或 2 

        又因為方程










−−+
=

−++
=+−

22
)223()223(2

2
)223()223(222

nn

nn

uv

uvvu
中 

        u、v是對稱的，所以 u質因數也可得只有因數 3或 2的結果。 

        我們再回到方程：( u 2 -v 2 +2uv ) 2 -2(2uv) 2 =1整理可得： 

        ⇒ ( u 2 -v 2 +2uv+1 )( u 2 -v 2 +2uv-1 )=8(uv) 2  

        ∵u、v必一奇一偶 

∴( u 2 -v 2 +2uv+1 , u 2 -v 2 +2uv-1 )=2，及( u , v )=1 
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       1、我們易知當 u、v中任一個同時有質因數 2及 3時，則另一個必等於 1， 

          可易得，當 u=1時，則 v=0這組解。 

       2、我們可先令：u=3 a、v=2 b  (a、b街為正整數) 

          易知 u 2 -v 2 +2uv-1必無因數 3，且 1+2uv+v-u2 22 ， 1-2uv+v-u4 22  

故可列方程：




×=−××+−
×=+××+−

bbaba

ababa

24123223
32123223

22

222

 

可易解得：( u , v )=( 3 , 2 ) 

3、我們可先令：u=2 a、v=3 b  (a、b街為正整數) 

易知 u 2 -v 2 +2uv+1必無因數 3且 1+2uv+v-u4 22 ， 1-2uv+v-u2 22  

故可列方程：




×=−××+−
×=+××+−

bbaba

ababa

32132232
24132232

22

222

 

可得其無解。  

(二)：當 m=u 2 -v 2   n=2uv代入(乙)式得： 

⇒2 (u 2 -v 2 )(2uv)- (u 2 -v 2 ) 2 +(2uv) 2 =1 

⇒ [(u 2 -v 2 )-2uv] 2 +1=8(uv) 2  

uvvu 2)( 22 −−Θ 為奇數 )8(mod1]2)[( 22 ≡−−∴ uvvu   

所以無解。 

(三)、將上面的兩個解分別帶入(丙)式： 

1、當 m=u 2 -v 2   n=2uv 代入(丙)式： 

⇒ (u 2 -v 2 ) 2 -(2uv) 2 -2uv( u 2 -v 2 )=1 

⇒ (u 2 -v 2 -2uv) 2 -1=8(uv) 2  

可易知這和(a.)中的佩爾方程類似，我以我們： 










−−+
=

−++
=−−

22
)223()223(2

2
)223()223(222

nn

nn

uv

uvvu
 

仿照上式，我們可易得：u、v皆只可能有質因數 3或 2 
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之後再仿照之前的方法可得只有( u , v )=( 1 , 0 )外無正整數解。 

(四)、當 m=2uv  n= u 2 -v 2代入(3)式得： 

   ⇒ (2uv) 2 -(u 2 -v 2 ) 2 -2 (2uv)( u 2 -v 2 )=1   

   4mod1)( 222 −≡−− vuΘ  所以無解 

綜合以上結論知：x 2 -2y 4 =-1的正整數解僅有：(1,0)和(13 ,239) 

QED 

 

做到這我們不禁有一些想法，如果我們要將此方程推廣的話，那勢必會遇到像是：

y 4 =(ax) 2 +(bx) 2 +(cx) 2的方程它們的式子右邊的等式最少可拆成超過兩個的平方項，

如此一來對於使用畢氏數本原解的方式，似乎是行不通的，但數學通常是有類比性的，

如果我們可以將畢式數的方程式之本原解找出，那麼我們就可以研究出解出：

ax 2 -by 4 =-k此類類似於佩爾方程的方法。幸運的是此類畢氏數方程之本原解早已有人

對一般解做研究了，並且得到了所有解的方程式，因此我把它做為處理我所研究方程：

ax 2 -by 4 =-k的引理。 

 

[引理一]：x 2 +y 2 +z 2 =w 2的所有本原解 











++=
+−−=

=
=

222

222

2
2

cbaw
cbaz

bcy
cax

  z為奇數且( x , y , z )=1 

[引理二]：w 2 +x 2 +y 2 +z 2 =v 2的所有本原解 

    














+++=
+−−−=

=
=
=

dcbav
dcbaz

cdy
bdx
adw

222

2222

2
2
2

 z為奇數且( x , y , z , w )=1 

至於到更多項也是依此類推，但似乎在作此題只須用到最多四項，似乎與一個整數可表為四

個平方數之和有關，但因有我們有無窮多項的解，所以並不詳加探討，而我們掌握了這項新

的武器時，我們就用來處理數學中尚未有初等證明的： 
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二. Watson猜想：求 1 2 +2 2 +3 2＋⋯+ 2N 2K= 之所有正整數解。 

將此一方程化為
6

)12)(1( ++ NNN = K 2  

可分成四類來討論： 

一、N，N+1，2N+1皆不為完全平方數時： 

由輾轉相除法易知 N，N+1，2N+1，三數兩兩互質 

要使已知方程有解必要讓 N，N+1，2N+1可整除 6， 

但因 N，N+1，2N+1，三數兩兩互質 

易知互乘之數必不為完全平方數。 

∴當 N，N+1，2N+1皆不為完全平方數時，原式無解。 

二、N，N+1，2N+1恰有一個為完全平方數時： 

可再細分三類： 

(一)、當 2ZN = 時： 

    (N+1，2N+1)=1  

   ⇒存在 A∈N ，使得 26)12)(1( ANN =++ ………..(1) 

∵2 N+1為奇數   

⇒




=+
=+

2

2

312
21

CN
BN

   在和 N= a 2解聯立： 

⇒ 189)1(4)12( 242 =−=+−+ ABCNNN 9C 4 -8(AB) 2 =1  

mod(9)易知 AB=9k± 1 

 1、首先討論 9k+1的情形： 

    將 9k+1代入方程 9C 4 -8(AB) 2 =1可得： 

    22224 )2()2()18(11672 kkkkkC +++=++=⇒   

    利用已知的引理一，我們可得方程： 

  











−−++=
−−=
−−=

−−−+−−=+

)4(
)3(22
)2(22

)1(18

2222

222

cbaC
bck
ack

cbak
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    由(2)、(3)兩式易知 b=a 

    再由 C 2 =a 2 +b 2 +c 2和已知的引理一知 a、b、c必有兩個為偶                    

    有 8k+1=-a 2 -b 2 +c 2 mod(4)易知：a、b必為偶數，c為奇數 

    再由(4)式 C 2 =a 2 +b 2 +c 2和已知的引理得： 

    











++=
+−−=

=
=

222

222

2
2

zyxC
zyxc

xzb
xya

   

    ∵b=a   ∴y=z  由(1)、(2)可得：8ac+1=-a 2 -b 2 +c 2  

    ⇒8bc+1=-2b 2 +c 2  

    上面之等式組代入(5)可得：  

    ⇒ (x 2 -2z 2 -4xz+1)(x 2 -2z 2 -4xz-1)=72(xz) 2 ---(6) 

    ⇒ (x 2 -2z 2 -4xz) 2 -2(6xz) 2 =1 

[法一]這和之前所作的佩爾方程是一樣的，故我們可直接得： 

        

2 2

2

(3 2 2) (3 2 2)2 4
2

(3 2 2) (3 2 2)6
2 2

n n

n

x z xz

xz

 + + −
− − =


+ − − =

 

        首先我們 (3 2 2) (3 2 2)6
2 2

n n

xz + − −
= 展開得： 

⇒ 1 3
1 3

6 3 2 3 16.......n nn nxz C C− −= × + ×  

⇒ 1 3
1 3

3 3 3 8.......n nn nxz C C− −= + ×  

由上式可知，當 n=1時則可得 x=1、z=1，但代入方程： 

⇒ (x 2 -2z 2 -4xz+1)(x 2 -2z 2 -4xz-1)=72(xz) 2 ---(6)知其不滿足 

當 n>1時，我們可知 x或 z中有一個是 3的倍數因為 u、v中必有一個為偶

數，所以易知 n必為偶數不可為奇數。 

       再令 (3 2 2) (3 2 2)
12 2

n n

x
z

+ − −
= ，n=2p代入得： 

       4 (3 2 2) (3 2 2) (3 2 2) (3 2 2) 36 322 [ ] 0
2 2883 2

n n n n p p

z + − − + + −
+ + − =  
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       兩根積 36 32
566

p p×
= ，故易知 z之質因數只可能有因數 3或 2 

       同理亦可得 x之質因數只可能有因數 3或 2 

       (1).當 x、z任一個同時有 3和 2的因數，由於(x,z)=1我們可知另一個則為 1，

如此將 1代入後可得有解(x,z)=(1,0) 

       (2).令 3ax = ， 2bz =  

         方程(x 2 -2z 2 -4xz+1)(x 2 -2z 2 -4xz-1)=72(xz) 2中當 a>2則 

         等號左邊沒有一因數 9，但右邊確為 9的倍數，故無解。 

         當 a=1，代入方程易知無整數解 z。 

       (3).令 3az = ， 2bx =  

         可仿上易知無解。 

[法二]：我們由之前的方程知：x 2 -2z 2 =c  xz=b   b、c為自然數 

    將此二式相減可得： 

    x 2 -2z 2 -xz=c-b 

    ⇒ (x-2z)(x+z)= c-b    

    又由輾轉相除法知：( x-2z , x+z )=( 3z , x+z) 

    又因如果( 3z , x+z)的公因數有任何 z的任何因數會使得 z、x有公 

    因數與引理的 ( x , z )=1矛盾 ∴( x-2z , x+z )=3但 x、y不可以同 

    是 3的因數，因為有公因數 3的話會使( x , z )=3與( x , z )=1矛盾 

    所以可知：( x , 3)=1、( z , 3)=1 

    由(6)式：(x 2 -2z 2 -4 xz+1)(x 2 -2z 2 -4 xz-1)=72(xz) 2 mod(9) 

    可知其無解，所以要左右兩邊皆等於 0，可解得：( x , z )=( 1 , 0 ) 

    代回











++=
+−−=

=
=

222

222

2
2

zyxC
zyxc

xzb
xya

及











−−++=
−−=
−−=

−−−+−−=+

)4(
)3(22
)2(22

)1(18

2222

222

cbaC
bck
ack

cbak

 

    後可得：N=1 

   2、討論 9k-1的情形： 
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    將 AB =9k-1代入方程 9C 4 -8(AB) 2 =1可得： 

    ⇒C 4 =72k 2 -16k+1=(8k-1) 2 +(2k) 2 +(2k) 2  

    利用已知的引理：我們可知此形此方程的解為： 

    











−−++=
−−=
−−=

−−−+−−=−

)4(
)3(22
)2(22

)1(18

2222

222

cbaC
bck
ack

cbak

 

    由(1)式：8k-1=-a 2 -b 2 +c 2 mod(8)易知：a、b、c三者中必兩奇一偶 

    在(4)式：C 2 =-a 2 -b 2 +c 2 mod(8)易知：a、b、c三者中必兩偶一奇 

    ∴此方程無正整數解 

 

        (二)、當 N+1= Z 2時 

( N+1，2N+1) =1  

∴必有(N)(2N+1)=6a 2 ………..(1)(且 a∈N) 

∵2 N+1為奇數      ∴只有一種可能： 

當




=+
=

pN
qN
312

2
   消去 N⇒3p-4q=1 





+=
+=

tp
tq

43
32

 

代入 N=2q 可得：N=6t+4=3(2t+1)+1    

∵ N+1= Z 2，且 N=6t+4=3(2t+1)+1     

∴ Z 2 =3(2t+1)+2 

由於完全平方數 mod3必餘 1或 0但等號右邊卻餘 2,故矛盾無解。  

(三)：2N+1=Z 2時 

   輾轉相除由法易知 N+1，N，兩兩互質 

   ∴必有(N)(N+1)=6a 2 ………..(1)(且 a∈N) 

   1：




=
=+

2

2

3
21

cN
bN

 

    22 213 bc =+⇒  

    完全平方數 mod3必餘 1或 0 
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    等號左邊 mod(3)餘 1，但右邊餘 2或 0, 故矛盾無解。 

   2：




=
=+

2

2

2
31

cN
bN
∴N+1為奇數⇒b為奇數 

     ∵N為偶數∴N+1為奇數⇒b為奇數 

     由 231 bN =+ ⇒ c為奇數 

     由




=+
=

2

2

12
2

ZN
cN
消去 N得 

     22 14 Zc =+⇒   Θ c為奇數 

     完全平方數 mod8必餘 1或 0 

    等號右邊餘 5，但左邊餘 1，故矛盾無解。 

三：當 N，N+1，2N+1恰有兩個為完全平方數時： 

會有三種可能： 

∵由輾轉相除法易知 N，N+1，2N+1，三數兩兩互質 

因此當： 

(一)
6

1+N  = a 2且 N=b 2則 N+1=6 a 2  

   ⇒N=6 a 2 -1∴6 a 2 -1=b 2 (且 b∈N)    

   由 mod3 知完全平方數餘數為 0 or 1 

   但是上式 0-1=0 or 1(mod3) -----導致矛盾 

            0-1=0 or 1(mod3) -----導致矛盾    ∴無解 

(二)
6

12 +N = a 2則 2N+1=6 a 2  

   ⇒2N=6 a 2 -1，在由假設可得 

   




=+
=

2

2

1 cN
bN

 

   ∴6 a 2 -1=2b 2 (且 b∈N)    由 mod4 知完全平方數餘數為 0 or 1 

   )4(mod1,02 ≡a  

   )4(mod2,06 2 ≡⇒ a  
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   )4(mod1,316 2 ≡−⇒ a  

   但 )4(mod2,02 2 ≡b     ∴無解 

(三)、當
6
N = A 2則 N=6 A 2  

     有：




=+
=+

2

2

12
1

CN
BN

 

     ⇒ (2N+1) 2 -4N(N+1)=C 4 -24(AB) 2 =1 

     ⇒C 4 =1+24(AB) 2 =(4AB) 2 +(2AB) 2 +(2AB) 2 +1 

     由引理可知公式解： 

    














−+++=
−−−−=

−−−−−=
−−−−−=
−−−−−=

)5(
)4(1

)3(22
)2(22
)1(24

22222

2222

dcbaC
dcba

adAB
acAB
abAB

 

    由(1)、(2)、(3)可知：b=2c=2d 

    由(4)式：a 2 -b 2 -c 2 -d 2 =1 mod(4)易知 a為奇數 c、b、d為偶數 

    再由(5)式可知利用引理可知公式解： 

    














+++=
=
=
=

−−−=

2222

2222

2
2
2

zyxwC
wzd
wyc
wxb

zyxwa

 代入(5)式整理可得： 

    ⇒ (-6y 2 +w 2 ) 2 -24(yw) 2 =1 

    ⇒w 4 -12w 2 y 2 +36y 4 -24w 2 y 2 =1 

    ⇒w 4 -1=36y 2 (w 2 -1)可分兩種可能： 

    1、當 w≠ 1時： 

       w 2 +1=36y 2   ⇒ (6y-w)(w+6y)=1   易知無解 

    2、當 w=1時： 

       可得：( w , y )=( 1 , 1 )  代回後可得：N=24 
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四：當 N，N+1，2N+1皆為完全平方數時： 

及 N=a 2   但是 a 2 ≤N+1 ≤ (a+1) 2     

∴N+1不可能為完全平方數時 

∴與 N，N+1，2N+1皆為完全平方數矛盾   故無解 

Last：綜合以上結論知 1 2 +2 2 +3 2 ………+N 2 =K 2     僅有 N=1 or 24這兩組正整數解。 

 

綜合以上結論知此不定方程僅有解：1、24 

 

至於 24這個解還有[法二]： 

   當
6
N = a 2則 N=6 a 2  

   ⇒2N+1=12 a 2 +1 

   ⇒N+1=6 a 2 +1 

  ∴




=+
=+

22

22

16
112

ca
ba

)    由 mod3 可知 b , c 有四種可能 

1.




+=
+=
13
13

nb
mc

  2.




−=
−=
13
13

nb
mc

  3.




+=
−=
13
13

nb
mc

  4.




−=
+=
13
13

nb
mc

 

1.：




+=
+=
13
13

nb
mc

  代入(1) (2) 化簡可得 





=+
=+

32

22

223
423
ann
amm

  由這兩個方程式易知：m , n皆為偶數 

由上式易得：(m-n)[3(m+n)+2]= 2a 2  

∵任何的整數皆可表為 2 k p (p∈奇數) (k∈N)    ∴a= 2 k p 

∵m-n為偶數且 3(m+n)+2亦也又 3(m+n)+2必不為 p 2  or 2 k2  完全平方數 

∴經由上面的限制，故只有兩種分解法： 

(1)




=++
=−

−

−

212

)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

     ( j , t ∈N) 經化簡得               

           ⇒3(n+2 122 −− jk d)=(2 j2 p 2 -1)  ∵ n為偶數  ∴n+2 122 −− jk d必為偶數 

但 2 j2 p 2 -1為奇數       為了要有解：n+2 122 −− jk =1∴2 j2  p 2 -1=3   
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解得 j=1, p=1  代回：3(m+n)+2=2   矛盾       無解 

(2)




=++
=− −−

22

1)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

     ( j , t∈N) 經化簡得 

            ⇒2 12 −j  p 2 -1=3(2 jk 22 − t+n)Θ  n為偶數  ∴2 jk 22 − t+n必為偶數 

但 2 12 −j p 2 -1為奇數為了要有解：2 jk 22 − t+n =1∴2 12 −j  p 2 -1=3              

無解 

2.：




−=
−=
13
13

nb
mc

     代入(1) (2) 化簡可 





=−
=−

32

22

223
423
ann
amm

    由這兩個方程式易知：m , n皆為偶數 

由上式易得：(m-n)[3(m+n)-2]= 2a 2  

∵任何的整數皆可表為 2 k p (p∈奇數) (k∈N)    ∴a= 2 k p 

m-n為偶數且 3(m+n)+2亦也又 3(m+n)+2必不為 p 2  or 2 k2  完全平方數∴經由上

面的限制，故只有兩種分解法： 

(1)




=−+
=− −−

22

1)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

   (j , t∈N) 經化簡得                                

             ⇒ 3(n+2 122 −− jk t)=(2 j2  p 2 +1)  ∵ n 為偶數  ∴n+2 122 −− jk t 必為偶數，但

2 j2 p 2 +1為奇數         

為了要有解：n+2 122 −− jk t=1 ∴2 j2 p 2 +1=3     無解 

(2)




=−+
=−

−

−

212

)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

     (j∈N) 經化簡得 

             ⇒2 12 −j  p 2 +1=3(2 jk 22 − t+n)      

∵ n為偶數  ∴2 jk 22 − t+n必為偶數，但 2 12 −j  p 2 +1為奇數        為了要有

解：(2 jk 22 − t+n)=1 ∴2 12 −j  p 2 +1=3  解得 j=1, p=1代回 

得 3(m+n)=2   矛盾  ∵ (m.n∈N)無解 

3.：




+=
−=
13
13

nb
mc

         代入(1) (2) 化簡可得 
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



=+
=−

32

22

223
423
ann
amm

       由這兩個方程式易知：m , n皆為偶數 

由上式易得：(m+n)[3(m-n)-2]= 2a 2  

∵任何的整數皆可表為 2 k p (p∈奇數) (k∈N)    ∴a= 2 k p 

∵m-n為偶數且 3(m-n)+2亦也又 3(m-n)+2必不為 p 2  or 2 k2  完全平方數∴經由上

面的限制，故只有兩種分解法： 

(1)




=−−
=+ −−

22

1)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

        (j , t∈N) 經化簡得 

             ⇒3(2 122 −− jk t-n)=2 j2  p 2 +1 ∵ n為偶數  ∴2 jk 22 − t+n必為偶數，但 2 12 −j  p 2 +1

為奇數   為了要有解：故 2 122 −− jk t-n =1 

∴2 j2  p 2 +1=3       無解 

(2)




=−−
=+

−

−

212

)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

       (j , t∈N) 經化簡得 

             ⇒3(2 )(2 jk− t-n)=2 12 =j p 2 +1     

∵ n為偶數  ∴2 )(2 jk− t-n必為偶數，但 2 12 =j p 2 +1為奇數     為了要有解：

故 2 )(2 jk− t-n=1   ∴2 12 =j p 2 +1=3  解得 j=1, p=1代回 

3(m-n)=4   矛盾         無解 

4.：




−=
+=
13
13

nb
mc

           代入(1) (2) 化簡可得 





=−
=+

32

22

223
423
ann
amm

      由這兩個方程式易知：m , n皆為偶數 

由上式易得：(m+n)[3(m-n)+2]= 2a 2  

∵任何的整數皆可表為 2 k p (p∈奇數) (k∈N)    ∴a= 2 k p 

∵m-n為偶數且 3(m-n)+2亦也又 3(m-n)+2必不為 p 2  or 2 k2  完全平方數∴經由上

面的限制，故只有兩種分解法： 

(1)




=+−
=+ −−

22

1)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

        (j∈N) 經化簡得 
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             ⇒3(2 122 −− jk -n)=2 j2  p 2 -1   

∵ n為偶數  ∴2 122 −− jk -n必為偶數，但 2 j2  p 2 -1為奇數         

為了要有解：故 2 122 −− jk -n =1∴   2 j2  p 2 -1=3        

解得 j=1, p=1代回 3(m-n)+2=4  矛盾              無解  

(2)




=+−
=+

−

−

212

)(2

22)(3
2

pnm
tnm

j

ji

       (j ,t∈N) 經化簡得 

             ⇒3(2 )(2 jk− t-n)=2 12 =j p 2 -1    ∵ n為偶數   

∴2 )(2 jk− t-n必為偶數，但 2 12 =j p 2 +1為奇數     為了要有解：故 2 )(2 jk− t-n=1   

∴2 12 =j p 2 +1=3  解得 j=1, p=1 代回： 3(m-n)+2=2 ⇒ m=n 代入：

(m+n)[3(m-n)+2]=2a 2  

⇒ a 2 =2m 再代回 3m 2 +2m=4a 2 ⇒3m 2 +2m=8m 

解之，得 m=2 or 0(不合) 

∴將 m=2代回 c=3m+1  , b=3n-1  得 c=7，b=5   

再代回 N=6 a 2 -1=b 2  

∴N=24 

 

三.對於我們所導出關於解決：ax 4 -by 2 =k方法似乎得到了一些證實作到這，自然想作推廣當

1 3 +2 3 +3 3 ………N 3 =K 3的解 

首先：將 1 3 +2 3 +3 3 ………N 3 =[
2

)1( +nn ] 2  

    ∴原式即為：[
2

)1( +nn ] 2 =K 3   ⇒
2

)1( +nn =K 2
3

  Θ
2

)1( +nn
∈N 

    ∴K=p 2   代回整理得：n(n+1)=2p 3  ⇒ (2n+1) 2 =8 p 3 +1 

    ⇒ (2n+1) 2 =(2p+1)(4p 2 -2p+1)  ∴2n+1=t(2p+1)  t∈N or 
b
a  (a , b)=1 

(一). t∈N   則： 







+−
=+

+=+

t
ppn

ptn
12412

)12(12
2  
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 ⇒ t 2  =2p-2+
12

3
+p

  Θ  t∈N  ∴
12

3
+p

∈N 

故 2p+1=1 or  2p+1=3  負不合  ∴p=0 or 1  0不合 

(二).t=
b
a  (a , b)=1  a , b∈N 

2n+1=
b
a (2p+1) 

2n+1=
a
b

t
pp 124 2 +−    

⇒ 2

2

b
a =

12
124 2

+
+−

p
pp   易知( 2p+1 , 4p 2 -2p+1 )=3，所以我們分二種討論： 

1. ( 2p+1 , 4p 2 -2p+1 )=3： 

則我們可以令：4p 2 -2p+1=3a 2   及 2p+1=3b 2    

我們由上式易知在此解集合中 p不可能為：0或 1 

∴我們改令 p=k+2，代入 4p 2 -2p+1=3a 2   及 2p+1=3b 2中得： 





−−−−=++−+
−−−−=+

)2(31)2(2)2(4
)1(332

22

2

akk
bk

 

由(1)式易知為了使方程有解，所以只能令 k=3m 

但由 k=3m這一推論中， 

代入(2)式，得：4 (3m+2) 2 -2 (3m+2)+1=3a 2 ----(2) 

用 mod(3)易知無解。 

2. ( 2p+1 , 4p 2 -2p+1 )=1： 

(a , b)=1 故有此不定方程最小本原解：    

a 2 =4p 2 -2p+1  2b =2p+1 

但是 ∵(2p-1) 2 < 4p 2 -2p+1< (2p) 2   故無解!!!   

綜合以上結論 1 3 +2 3 +3 3 ………N 3 =[
2

)1( +nn ] 2只有 1個正整數解，即 n=1。 

QED 
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陸、科展結論： 

  我們已給出方程： kbyax =− 24 的解出他的解的一種方法： 

一、 

(一)、先將 x 4項的係數 a，利用同於將之消至為 1。 

(二)、再將變化後的方程： dcybyx ++= 24 ，的右方配成最少的完全平方和的和。 

(三)、在用所舉的引理做根解的處理。 

(四)、最後所得方程利用佩爾方程找出變數可能有的質因數組合再用方程之後的關係即可

求出解。以上就是處理 kbyax =− 24 此不定方程的方式 。 

二、且我也給出 waton猜想( 3 3 3 31 2 N K+ + + =L )的解 N=1或 24 

三、3次推廣( 3 3 3 31 2 N K+ + + =L )的解 N=1。 

 

柒、未來展望： 

一、希望能將 waton猜想推至1 2n n n nN K+ + + =L 。 

二、在做 kbyax =− 24 此不定方程中，我發現至多僅須四個完全平方式之和即可表現。 

三、能否有固定的方式將： kbyax =− 24 此不定方程中在步驟 2 中配成最少的完全平方數

中有固定的手段。 
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