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壹、摘要 

從此次的科展中，您將看到不同於以往圓及橢圓的作圖法，以及

由新的作圖法衍生出一套有系統可推廣的數學架構，並能應用到實際

生活上，例如：安全系統、防護罩、遠距傳聲。 

 

貳、研究動機 

傳統作圖：一線段 

1. 一端固定於一定點：得圓 

2. 二端固定於二定點：得橢圓 

新構想做圖：一封閉無彈性線圈繞 

1. 一定點：得圓 

2. 二定點：得橢圓 

3. 三定點以上：研究題材 

4. 圓：得圓 

5. 橢圓：得橢圓 

6. 凸圖形：得凸圖形 

7. 柱形：得橢圓曲面 

 

參、研究目的 

藉由新構想的作圖方式，找出規律及觀察其幾何性質與反射情

況，且將結果應用於實際生活上，亦可研究衍生的題材，如線圈繞一

凸圖形、柱形、球、橢圓球甚至改為正多面體。 

 

肆、研究設備及器材 

我們需要的設備以及器材，有GSP軟體、筆、圓規、直尺、木板、

軟木片和封閉的線圈。 
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伍、研究過程或方法 

一、 一定點作圖： 

取一根大頭釘，釘在木板上，再取一段封閉線圈(長度為l)，套在大頭

釘上，用筆尖把線圈繃緊，就可以畫出一個以大頭釘（ F點）為圓心，

半徑
2
lr = 之圓。並由定點發出光線作反射，觀察其反射狀況。 

二、 兩定點作圖： 

取二根大頭釘，釘在木板上，將此封閉線圈(長度為l)套在二根大頭釘

(點 1F及 2F )上，用筆尖把線圈繃緊（ 212 FFl > ），當筆尖在木板上移

動，所畫出的封閉曲線就是一個以點 1F 及 2F 為二焦點，長軸長度為

1 2l F F− 之橢圓。並由兩定點發出光線作反射，觀察其反射狀況。 

三、三定點作圖： 

取三根大頭釘，釘在木板上，將此封閉線圈(長度為l)套在三根大頭釘

（點 1F、 2F 及 3F 形成一個邊長為K之正三角形）上，用筆尖把線圈繃

緊（ 3l K> ），當筆尖在木板上移動，所畫出的封閉曲線就是「數個『橢

圓之部分圖形』的組合」。並由三定點發出光線作反射，觀察其反射狀

況。 

四、四定點作圖： 

取四根大頭釘，釘在木板上，將此封閉線圈(長度為l)套在四根大頭釘

（點 1F、 2F 、 3F 及 4F 形成一個邊長為K之正四邊形）上，用筆尖把

線圈繃緊（ 4l K> ），當筆尖在木板上移動，所畫出的封閉曲線就是「數

個『橢圓之部分圖形』的組合」。並由四定點發光線作反射，觀察其反

射狀況。 

五、五定點作圖： 

取五根大頭釘，釘在木板上，將此封閉線圈(長度為l)套在五根大頭釘

（點 1F、 2F 、 3F 、 4F 及 5F 形成一個邊長為K之正五邊形）上，用筆

尖把線圈繃緊（ 5l K> ），當筆尖在木板上移動，所畫出的封閉曲線就

是「數個『橢圓之部分圖形』的組合」。並由五定點發出光線作反射，

觀察其反射狀況。 
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六、六定點作圖： 

取六根大頭釘，釘在木板上，將此封閉線圈(長度為l)套在六根大頭釘

（點 1F、 2F 、 3F 、 4F 、 5F 及 6F 形成一個邊長為K之正六邊形）上，

用筆尖把線圈繃緊（ 6l K> ），當筆尖在木板上移動，所畫出的封閉曲

線就是「數個『橢圓之部分圖形』的組合」。並由六定點發出光線作反

射，觀察其反射狀況。 

七、ｎ定點作圖： 

取ｎ根大頭釘，釘在木板上，將此封閉線圈(長度為l)套在ｎ根大頭釘

（點 1F、 2F 、 3F 、 4F …… nF 形成一個邊長為K之正 n 邊形）上，用

筆尖把線圈繃緊（ nKl > ），當筆尖在木板上移動，所畫出的封閉曲線

就是「數個『橢圓之部分圖形』的組合」。並由n定點發出光線作反射，

觀察其反射狀況。 

八、繞任意n定點作圖： 

狀況與正n邊形原理相同。 

九、繞圓作圖： 

取一個圓形板(週長為K)，釘在木板上，將此線圈(長度為l)套在此

圓形板上，用筆尖把線圈繃緊（ Kl > ），當筆尖在木板上移動，所畫

出的封閉曲線就是一個圓。並由圓上任一點的切線方向發出光線作反

射，觀察其反射狀況。 

十、繞橢圓作圖： 

取一個橢圓形板(週長為K)，釘在木板上，將此線圈(長度為l)套在

此橢圓形板上，用筆尖把線圈繃緊（ Kl > ），當筆尖在木板上移動，

所畫出的封閉曲線就是一個橢圓。並由橢圓上任一點的切線方向發出

光線作反射，觀察其反射狀況。 

十一、 繞凸圖形作圖： 

得凸圖形，並由凸圖形任一點的切線方向發出光線作反射，觀察其反

射狀況。 

十二、 繞任意圖形作圖： 

得凸圖形。 
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十三、 繞柱形作圖： 

線圈垂直柱形之中心軸，線圈長度 l ，l>柱形底面周長，所畫出的

曲線為橢圓曲面部分圖形。並由柱形邊上任一點發出光線作反射，觀

察其反射狀況。 

十四、 繞球作圖： 

線圈要過球面的大圓方向，所得圖形為一球面，以小球切線方向發出

光線作反射，觀察其反射狀況。 

十五、 繞其他立體圖形： 

如正ｎ面體，正在研究中。 

 

陸、研究結果：詳細說明於附件一、附件二 
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附件一：圖形結果 
1、線圈繞一點得圓。 

2、線圈繞兩點得橢圓。 

3、當大頭釘的數目為三，線圈長為l時：圖形如下 

A、C、E三區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl − ，分別以( 2F , 3F )、

( 3F , 1F )、( 1F , 2F )為焦點。如圖１－１。 

B、D、F三區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 2− ，分別以( 1F , 2F )、

( 2F , 3F )、( 3F , 1F )為焦點。如圖１－２。 

4、當大頭釘的數目為四，線圈長為l時：圖形如下 

A、C、E、G 四區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 3− ，分別以

( 1F , 2F )、( 2F , 3F )、( 3F , 4F )、( 4F , 1F )為焦點。如圖２－１。 

B、D、F、H 四區所得曲線為橢圓之部分，長軸是長度為 Kl 2− ，分別以

( 1F , 3F )、( 2F , 4F )、( 3F , 1F )、( 2F , 4F )為焦點。如圖２－２。 
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※當大頭釘數目超過五時，線圈長度會影響圖形之類型結果

５、６為三類，７、８為五類，９、１０為七類‧‧‧。 
5、當大頭釘的數目為五線圈長為l時： 

所得曲線依線圈長度分為：第一類5 4 2K l K S< < +  

第二類 4 2l K S= +  

第三類 4 2l K S> +  

第一類圖形結果：線圈長度5 4 2K l K S< < + 時圖形如下 

第一類圖形說明： 

A、B、C、D、E五區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為Kl 4− ，分別

以( 1F , 2F )、( 2F , 3F )、( 3F , 4F )、( 4F , 5F )、( 5F , 1F )為焦點。如圖３－１。 

F、G、H、I、J 五區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為Kl 3− ，分別

以( 2F , 5F )、( 1F , 3F )、( 2F , 4F )、( 3F , 5F )、( 1F , 4F )為焦點。如圖３－２。 
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第二類圖形結果：線圈長度 4 2l K S= + 時圖形如下 

第二類圖形說明： 

F、G、H、I、J五區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 3− ，分別

以( 2F , 5F )、( 1F , 3F )、( 2F , 4F )、( 3F , 5F )、( 1F , 4F )為焦點。如圖３－

３。 

 第三類圖形結果：線圈長度 4 2l K S> + 時圖形如下 

第三類圖形說明： 

K、L、M、N、O 五區所得曲線為一橢圓之部分，長軸長度為Kl 2− ，分

別以( 3F , 5F )、( 1F , 4F )、( 2F , 5F )、( 1F , 3F )、( 2F , 4F )為焦點之橢圓。如

圖３－４。 

F、G、H、I、J 五區所得曲線為一橢圓之部分，長軸長度為Kl 3− ，分

別以( 2F , 5F )、( 1F , 3F )、( 2F , 4F )、( 3F , 5F )、( 1F , 4F )為焦點之橢圓。如

圖３－５。 

K

KK

KK

F4 F3

F2
F4

F1

I H

J

G

E
F

C

D

A

B

s

K

K K

K K

F4 F3

F4 F2

F1

B

A

D

C

F

E

G

J

HI

K

L

M

N

O

s

K

KK

KK

F4 F3

F2
F4

F1

O

N

M

L

K

I H

J

G

E

F

C

D

A

B

s



 10

6、當大頭釘的數目為六，線圈長為l時： 

所得曲線依線圈長度分為：第一類 SKlK 256 +<<  

第二類 SKl 25 +=  

第三類 SKl 25 +>  

第一類圖形結果：線圈長度 SKlK 256 +<< 時圖形如下 

第一類圖形說明： 

A、B、C、D、E、F六區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 5− ，

分別以( 1F , 2F )、( 2F , 3F )、( 3F , 4F )、( 4F , 5F )、( 5F , 6F )、( 6F , 1F )為焦點。

如圖４－１。 

G、H、I、J、K、L 六區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 4− ，

分別以( 1F , 3F )、( 2F , 4F )、( 3F , 5F )、( 4F , 6F )、( 5F , 1F )、( 6F , 2F )為焦點。

如圖４－２。 
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第二區圖形結果：線圈長度 SKl 25 += 時圖形如下 

第二類圖形說明： 

G、H、I、J、K、L 六區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 4− ，

分別以( 1F , 3F )、( 2F , 4F )、( 3F , 5F )、( 4F , 6F )、( 5F , 1F )、( 6F , 2F )為焦點。

如圖４－３。 

第三類圖形結果：線圈長度 SKl 25 +> 時圖形如下 

第三類圖形說明： 

M、N、O、P、Q、R六區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 3− ，

分別以( 1F , 4F )、( 2F , 5F )、( 3F , 6F )、( 4F , 1F )、( 5F , 2F )、( 6F , 1F )為焦點。

如圖４－４。 
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G、H、I、J、K、L 六區所得曲線為橢圓之部分，長軸長度為 Kl 4− ，

分別以( 1F , 3F )、( 2F , 4F )、( 3F , 5F )、( 4F , 6F )、( 5F , 1F )、( 6F , 2F )為焦點。

如圖４－５。 
7、繞圓得圓 

8、當大頭釘數目為ｎ，線圈長度為 l時： 

  所得曲線依線圈長度分為 ( )31
2

12 ≥−



 + kk

類，所得的曲線與３、４、５、６

邊形之形式皆相同。 
9、線圈繞橢圓得橢圓：檢查方式為以Ｆ1、Ｆ2為焦點作一橢圓Ｅ１，令其中心點

為ｏ，周長為K，長軸在直線Ｌ１上，短軸
在直線Ｌ２上，取一線圈長m ( m＞K)，以
此線圈繞Ｅ１，畫出一圓滑封閉曲線Ｅ２，並

交Ｌ１、Ｌ２於4點ｃ、ｅ、ｄ、ｆ，令 aoc = 、
bod = ，以ｆ為圓心oc為半徑畫弧，交Ｌ１

於兩點，此兩點恰為Ｆ1、Ｆ2，令 cFF 221 = ，

以Ｆ1、Ｆ2為焦點，線圈長為2a+2c畫橢圓，

所畫出的圓滑封閉曲線其軌跡與Ｅ２恰吻

合，故Ｅ２為橢圓。如圖左。 
詳細證明於參考資料 1 

 
10、繞凸圖形為凸圖形：詳細證明於附件二附註中。 

11、繞柱形為橢圓曲面：將平面狀況沿平面法線延伸得曲面。 
 
附件二：反射圖形 
一、反射圖形： 

1、線圈繞三角形(如圖一) 

<1>若線圈長度和三角形周長的比值介於1到
4
3

之間，則反射情況將趨近或等於一個正三

角形。 

<2>若線圈長度和三角形周長的比值等於
4
3
，且

發射角度和圖形的邊夾60°時，則反射圖

形為一最大正三角形且反射一次完成；若

不為60°，則圖形經數次反射結果與<1>
相同。 

<3>若線圈長度和周長三角形的比值大於
4
3
，則

反射圖形為無規則的反射。 

1軌跡

F3 F2

F1

L1

L2

b

a
F2F1e

f

d

c

E1

E2

O
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2、線圈繞四邊形(如圖二) 

<1>若線圈長度和四邊形周長的比值介於1到

4
23+
之間，則反射情況將趨近或等於一

個正四邊形。 

<2>若線圈長度和四邊形周長的比值等於

4
23+
，且發射角度和圖形的邊夾  45°

時，則反射圖形為一最大正四邊形且反射

一次完成；若不為45°，則圖形經數次反

射結果與<1>相同。 
<3>若線圈長度和圖形周長的比值大於

4
23+
，則圖形為無規則的反射。 

3、線圈繞五邊形(如圖三) 
<1>若線圈長度和五邊形周長的比值介於1到

5
53+
之間，則反射情況將趨近或等於一

個正五邊形。 

<2>若線圈長度和五邊形周長的比值等於

5
53+
，且發射角度和圖形的邊夾36°

時，則圖形反射為一最大正五邊形；若

不為36°，則圖形經數次反射結果與<1>
相同。 

<3>若線圈長度和五邊形周長的比值介於
5

53+
到

5
55 +
之間，反射情況

為無規則的反射。 

<4>若線圈長度和五邊形周長的比值等於
5

55 +
，且發射沿著圖形的延長線

時，則圖形反射為一最小正五芒星且反射一次完成；若不發射沿著圖

形的延長線，則圖形經數次反射反射情況將趨近或等於一個正五芒星。 

<5>若線圈長度和五邊形周長的比值介於
5

55 +
到

5
56 +
之間，則圖形反

射情況將趨近或等於一個正五芒星。 

<6>若線圈長度和五邊形周長的比值等於
5

56 +
，且發射角度和圖形的邊

夾36°時，則圖形反射為一最大正五芒星且反射一次完成；若不為   

36°，則圖形經數次反射結果與<5>相同。 

<7>若線圈長度和五邊形周長的比值大於
5

56 +
，則圖形為無規則的反射。 

 
 

1軌跡

F4 F3

F2F1

1軌跡

2軌跡

3軌跡

F4 F3

F2
F4

F1

K

IH
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4、線圈繞六邊形(如圖四) 
<1>若線圈長度和六邊形周長的比值介於1到

3
32 +
之間，則反射情況將趨近或等於

一個正六邊形。 

<2>若線圈長度和六邊形周長的比值等於

3
32 +
，且發射角度和圖形的邊夾30°

時，則圖形反射為一最大正六邊形且反

射一次完成；若不為30°，則圖形經數

次反射結果與<1>相同。 

<3>若線圈長度和六邊形周長的比值介於
3

32 +
到

6
7
之間，反射情況為無

規則的反射。 

<4>若線圈長度和六邊形周長的比值等於
6
7
，且發射沿著圖形的延長線時，

則圖形反射為一最小正三角形且反射一次完成；若不發射沿著圖形的

延長線，則圖形經數次反射情況將趨近或等於一個正三角形。 
P.S 只有正六邊型的反射非六芒星，其餘n≧5之正n邊形皆可得n芒星 

<5>若線圈長度和六邊形周長的比值介於
6
7
到

18
3215 +
之間，則圖形反射情

況將趨近或等於一個正三角形。 

<6>若線圈長度和六邊形周長的比值等於
18

3215 +
，且發射角度和圖形的邊

夾30°時，則圖形反射為一最大正三角形且反射一次完成；若不為  

30°，則圖形經數次反射結果與<5>相同。 

<7>若線圈長度和六邊形周長的比值大於
18

3215 +
，則圖形為無規則的反

射。 
5、線圈繞圓之反射：不過圓形內部。 
6、線圈繞橢圓之反射：不過橢圓內部。 
7、線圈繞凸圖形之反射：必不過凸圖形內部，詳細說明於附件二之附註。 
8、 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2軌跡
3軌跡

1軌跡

m

n
l

E

B

A

F

C

DG
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二、反射圖形之公式：  

1、反射圖形為最大正n邊形與大頭釘所成正n邊             
形之關係： 

A、正三角形的反射圖形：(如圖六) 
設三角形之邊長為K 

42
360'

×
°

=∠ ABA
  

三角形之周長為 K3  

32
360sec

232
360sec''

×
°

×=
×
°

×==
KAMBAAA          

總線圈長度為 

( ) 







×
°

××+−=++++
32

360sec
2

213'' KKDACDBCBAAA  

        

( )

K

KK

3
32

360sec
2

213 







×
°

××+−
=⇒

三角形周長

線圈長度
 

                
( )

3
32

360sec13
×
°

+−
=  

B、正四邊形的反射圖形：(如圖七) 
設四邊形之邊長為K 

42
360'

×
°

=∠ ABA
  

四邊形之周長為 K4  

42
360sec

242
360sec''

×
°

×=
×
°

×==
KAMBAAA

           總線圈長度為 

( ) 







×
°

××+−=++++
42

360sec
2

214'' KKDACDBCBAAA
 

        

( )

K

KK

4
42

360sec
2

214 







×
°

××+−
=⇒

四邊形周長

線圈長度

 

                   

( )
4

42
360sec14
×
°

+−
=

 
C、正五邊形的反射圖形：  

同理可證 

D、正n邊形的反射圖形：  
設n邊形之邊長為K 

n
BAA

×
°

=∠
2
360'''

  
則n邊形之周長為 nK 
總線圈長度為 

C D

B A

B'

C'

D'

A'

M

B C

A A'B'

C'
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( ) 







×
°

××+−
n

KKn
2
360sec

2
21

 
其中 ( )1−n 是因為， 
若用正三角形作反射則線圈長須為 

( ) 







×
°

××+−
32

360sec
2

213 KK ； 

若用正四邊形作反射則線圈長須為 

( ) 







×
°

××+−
42

360sec
2

214 KK
； 

用正五邊形作反射則線圈長須為 

( ) 







×
°

××+−
52

360sec
2

215 KK
； 

因此當正n邊形時，所反射出最大的正n邊形，則線圈長須為 

( ) 







×
°

××+−
n

KKn
2
360sec

2
21

 

( )

nK
n

KKn

n









×
°

××+−
=⇒ 2

360sec
2

21

邊形周長

總線圈長度

 

( )
n

n
n

×
°

+−
= 2

360sec1

 
2、所反射圖形為最大正n芒星與大頭釘所成正n邊形之關係： 
A、正五邊形的反射圖形：(如圖八) 
設五邊型之一邊邊長為K 

52
360

5
360 ''''

×
°

=∠=
°

=∠ AMAOAA
 

則五邊形周長為 K5  

52
360sec

252
360sec''

×
°

×=
×
°

×==
KAMBAAA

 

5
360sec''''''' °

×== AAEAAA               

5
360sec

52
360sec

2
°

×
×
°

×=
K

 

總線圈長度為 

( ) 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−=

++++++

5
360sec

52
360sec

2
2

52
360sec

2
225

''''''''
KKK

DECDBCBAAAEAAA
 

( )

K

KKK

5
5

360sec
52

360sec
2

2
52

360sec
2

225 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
=⇒

五邊形周長

總線圈長度

 

C D

B E

A
M

A''

C'' D''

E''B''

O

A' E'

D'

C'

B'
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( )
5

5
360sec

52
360sec

52
360sec25 °

×
×
°

+
×
°

+−
=

 

( )

5
5

360sec1
52

360sec25 





 °
+×

×
°

+−
=  

B、 正六邊形的反射圖形：(如圖九) 
設六邊形之邊長為K 

62
360,

6
360 ''''

×
°

=∠
°

=∠ AMAAAA
 

則六邊形周長為 K6  

62
360sec''
×
°

×== AMFFAA  

6
360sec

62
360sec

2
'''''' °

×
×
°

×==
KFAAA

 
總線圈長度為

( ) 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−=

+++++++

6
360sec

62
360sec

2
2

62
360sec

2
226

''''''''
KKK

EFDECDBCFFAAFAAA

( )

K

KKK

6
6

360sec
62

360sec
2

2
62

360sec
2

226 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
=⇒

六邊形周長

總線圈長度

 

( )
6

6
360sec

62
360sec

62
360sec26 °

×
×
°

+
×
°

+−
=

 

( )

6
6

360sec1
62

360sec26 





 °
+

×
°

+−
=  

C、正七邊形的反射圖形 
同理可證 

D、正n邊形的反射圖形 
我們經過歸納、整理，得下列之公式： 

設正n邊型之邊長為K  

n
AFA

n
AAA

×
°

=∠
°

=∠
2
360,360 ''''

 
則正n邊形周長為 nK 
總線圈長度為 

( ) 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
nn

K
n

KKn 360sec
2
360sec

2
2

2
360sec

2
22

 
其中 ( )2−n 是因為， 
若用正五邊形作反射則線圈長須為

( ) 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
5

360sec
52

360sec
2

2
52

360sec
2

225 KKK
； 

AB

C F

ED

F''

A''B''

C''

D'' E''

B'

C'

D'

E'

F'

A'

M
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用正六邊形作反射則線圈長須為

( ) 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
6

360sec
62

360sec
2

2
62

360sec
2

226 KKK
； 

同理，正七邊形之線圈長須為 

( ) 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
7

360sec
72

360sec
2

2
72

360sec
2

227 KKK
； 

因此當正n邊形時，所反射出最大的正n芒星，則線圈長須為 

( ) 





 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
nn

K
n

KKn 360sec
2
360sec

2
2

2
360sec

2
22

 

 

              

 

 

 

 

附註： 
引理一：以封閉線圈(長 >l 三角形周長)繞三角形所得曲線無折點。 
 

Pf：可能產生折點位置如圖十之P點位置，故檢查

P點是否為折點。 

1. 以F1、F2為焦點，長軸為 21 PFPF + 作橢圓E1 

以F2、F3為焦點，長軸為 32 PFPF + 作橢圓E2 
2. 過P作E1之切線L1 

過P作E2之切線L2 

3. (i).由F1向P發射，路徑為 PF1 ，反射得 2PF  
(ii).由F3向P發射，路徑為 PF3 ，反射得 2PF  
4. 由(i). (ii).知入射反射路徑皆相同，故P在

E1之切線L1，與P在E2之切線L2重合 ∴ L1= L2 
故P非折點 

5. 同理，任意相鄰兩區之邊界交點皆非折點。 

 

 

 

 

 

 

 

( )

nK
nn

K
n

KKn

n







 °

×
×
°

××+







×
°

××+−
=⇒

360sec
2
360sec

2
2

2
360sec

2
22

邊形週長

總線圈長度

( )
n

nnn
n °×

×
°+

×
°+−

=

360sec
2
360sec

2
360sec2

( )

n
nn

n 





 °
+

×
°

+−
=

360sec1
2
360sec2

F3 F2

F1

P2

1E

E
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推論一：F1、F2、F3、P、 F1為線圈所在位置

由F3射向P，則反射必過F2且不會通

過三角形內部，故以此方式發射後其

反射路徑皆不過三角形內部。如圖十

一 

 

 

 

 

引理二：已足夠長之封閉線圈繞任意n邊形所得曲線亦無折點，且反射必不過n
邊形內部。 

pf： 

1. (1)F1、Ft+1為焦點， 11 ++ tPFPF 為長軸長，作

橢圓E1 

(2)F1、Ft為焦點， tPFPF +1 為長軸作橢圓E2 

2. 過P作E1之切線L1 

過P作E2之切線L2 

3. (i).由F1向P發射，路徑為 PFt ，反射得 1PF  
(ii).由F3向P發射，路徑為 PFt 1+ ，反射得 1PF  
4.  由(i). (ii).知入射反射路徑皆相同，故P在

E1上之切線L1，與P在E2上之切線L2重合 ∴ 
L1= L2 故P非折點 

5. 同理，任意相鄰兩區之邊界交點皆非折點 

如圖十二 

推論二：F1、F2、、、、Ft、Ft+1、P、F1為線圈所在位置由F1射向P，則反射必過

Ft+1且不會通過n邊形內部，故以此方式發射後其反射路徑皆不過n邊形
內部。 

引理三：以封閉線圈繞凸圖形，所得曲線必為凸圖形。且沿切線方向反射路徑必

不過凸圖形內部。 

Pf:一足夠定長之線圈繞凸圖形所得曲線S，

將凸圖形邊界分為2
n等份，其等分點為

1P 2P …… nP2  

另An={1P 2P …… nP2 } 

且要求A1⊆A2⊆A3……⊆An 
令Sn為繞An邊形所得軌跡，Sn+1內部範圍

必大於Sn 

故當n→∞，Sn越來越靠近S 

由引理一、二 

Sn為無折點之凸圖形 

且Sn為外圍反射軌跡亦不會過2n邊形內部 

當n→∞，Sn→S 
故凸圖形沿切線方向向S反射亦不會過凸圖形內部。如圖十三 

F3 F2

F1

F3 F2

F1

P

F1

F2

F3

F4 Ft-1

Ft

Ft+1

Ft+2

Fn

P
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柒、討論 

1. 當大頭釘的數目為一時：所得為圓，反射後通過圓心之直線。 

2. 當大頭釘的數目為二時：所得為橢圓，反射數次後趨近通過兩焦點之直線。 

3. 當大頭釘的數目為三時：所得到的橢圓數目，依線圈的長度分類只有一區，

有6個。若線圈長與三角形周長之比值為
3
4
，經數次反射後軌跡趨近於一正

三角形。 

4. 當大頭釘的數目為四時：所得到的橢圓數目，依線圈的長度分類只有一區，

有 8 個。若線圈長與四邊形周長之比值為
4

23+
，經數次反射後軌跡趨近

於一正四邊形。 

5. 當大頭釘的數目為五時：所得到的橢圓數目，依線圈的長度分類有三區，各

為10、5、10個。依線圈長與五邊形周長之比值之不同，經數次反射後軌跡

趨近於一正五邊形或正五芒星。 

6. 當大頭釘的數目為六時：所得到的橢圓數目，依線圈的長度分類有三區，各

為12、6、12個。依線圈長與六邊形周長之比值之不同，經數次反射後軌跡

趨近於一正六邊形或正三角形。 

7. 當大頭釘的數目為七時：所得到的橢圓數目，依線圈的長度分類有五區，各

為14、7、14、7、14 個。依線圈長與七邊形周長之比值之不同，經數次反

射後軌跡趨近於一正七邊形或正七芒星。 

8. 當大頭釘的數目為n 時：所得到的橢圓數目，依線圈的長度分類有

( )31
2

12 ≥−



 + kk

區。 

9. 當以封閉線圈繞圓所得曲線亦為一圓。因線圈長與圓周長比值不同反射後得

不同數目之芒星軌跡。 

10. 當以封閉線圈繞橢圓所得曲線亦為一橢圓。反射軌跡亦不通過原橢圓之內

部。 

11. 當以封閉線圈繞凸圖形所得曲線亦為一凸圖形。 

12. 當以封閉線圈繞柱形所得曲線亦為一橢圓曲面。 

13.  當以封閉線圈繞球所得曲線亦為一球。 
捌、結論 
一、 當大頭釘的數目為n時，以封閉的線圈繞大頭釘作圖，所得的圖形為
數個橢圓的組合，而此些橢圓數恰巧等於大頭釘數的整數倍，而且其

類型數與橢圓數目，與大頭釘的數目有規則在，其規則為：當大頭釘

的數目為 ka 時，其所得到的橢圓數目，依線圈的長度分類有

( )31
2

12 ≥−



 + kk

個。P.S：([  ]為高斯符號) 
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二、 由n邊形頂點發射向此類曲線，依線圈長度範圍經數次反射可得穩定
之正 n 邊形或正 n 芒星，且由n個大頭釘所成的n邊形與其反射圖形
有一定的規則，其規則為： 

1. n邊形和反射出的 n邊形之線圈長度有一定的比值，期比值為：

( )
n

n
n

n
×
°
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2. n邊形和反射出的 n芒星之線圈長度有一定的比值，期比值為：
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三、 而此種構想所畫出的圖形，可實際應用於不同的建築物，達到保全及

遠距傳聲等功能。 

四、 當由任何凸圖形往切線方向發射往以封閉線圈繞凸圖形所得之曲線，

經反射後任何反射軌跡皆不會進入凸圖形內部。 

 

 

 

玖、參考資料及其他 
書名：GeometryⅡ/Berger,Marcel；Cole,M＆Levy,S,tr 
資料：GSP操作說明書 


