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調和變換之研討與應用 

一、研究動機： 

        反演變換，又名圓對稱，在幾何變換的領域佔有重要的地位。為許多難解的問

題提供了新的解法與看法。在一次偶然的機會，我看到八十四年一位學長的作品「圓

－也有春天－圓對稱的應用與推廣」中，有關圓對稱的各種應用，以及他自己定義

的一種變換－「圓平均變換」，可以用來作三等分角等的應用。讓我深深體會到幾

何變換的魅力所在。於是我也定義了「圓調和變換」，並用GSP模擬了許多圖，得

到一些有趣的曲線，開始了對此變換的研究。 

    .二、研究目的： 

    研究圓調和變換的性質與應用。  

三、 研究過程與方法 

若一圓的圓心為O，半徑為 r，則此圓以 ( )rO 表示。以下帶有箭號的線段表有向

線段，例如 AB 表 AB有向線段。 

1.圓調和變換的定義： 

            若 ( )rO 是平面上一圓，對於平面上的每一點 P，若 OP交 ( )rO 於相異兩點M、

N ，且M 落於射線 OP之上。 

則定義 P的像點 AQ 、 BQ 為OP上的兩點，且
OMOQOP A

111
=+ 、

ONOQOP B

111
=+  

這種由 P到 AQ 、 BQ 的變換，本文稱為「圓調和變換」。O稱為調和中心，已
知圓稱為參考圓， r稱為調和半徑， AQ 、 BQ 稱為P的調和點；對於調和中心，則
不去定義它的調和點。 

 

A. 基本性質： 

（1）若 rOP > ，則 AB QOQ −− ，且 rOQA > ， rOQB <<0 。 

（2）若 rOP = ，則 AQ 在無窮遠處， POQB −− 且 OPOQB 2
1

= 。 

（3）若 rOPr
<<

2
，則 POQQ BA −−− ，且 rOQA > ， rOQB < 。 

（4）若
2
rOP = ，則 POQQ BA −−− 且 rOQA = ， rOQB < 。 
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（5）若
2

0 rOP << ，則 POQQ BA −−− ，且 rOQA < ， rOQB < 。 

B.證明： 

    由
OMOQOP A

111
=+ 、

ONOQOP B

111
=+ 可知 AOQ

OMOP
OMOP

−

×
= ，

BOQ
ONOP
ONOP

−

×
=  

在此我們取OP方向為正，則 0>OM ， 0<ON  

（1）若 rOP >  

○1 0>×OMOP ， 0>−OMOP  0>∴ AOQ  

且 AOQ r
rOP
rrOP

rOP
rOP

=
−
−×

>
−
×

=
2

 

○2 0<×ONOP ， 0>−ONOP   0<∴ BOQ  

                  且BOQ r
rOP
rrOP

rOP
rOP

=
+
+×

<
+
×

=
2

 

由○1○2知則 AB QOQ −− ，且 rOQA > ， rOQB <<0 。 

（2）若 rOP =  

                ○1 0>×OMOP ， 0=−OMOP  ∞→∴ AOQ  

○2 0<×ONOP ， 0>−ONOP   0<∴ BOQ  

   且BOQ ＝
2
r

rr
rr

rOP
rOP

=
+
×

=
+
×

 

由○1○2知 AQ 在無窮遠處， POQB −− 且 OPOQB 2
1

= 。 

（3）若 rOPr
<<

2
 

○1 0>×OMOP ， 0<−OMOP  0<∴ AOQ  

且 AOQ ＝
OPr

rOP
−
×
， 
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由 OPr
<

2
r

OPr
OPOPrOPrOP >
−

⇒−>⇒>⇒ 2  

 r
OPr

rOP
>

−
×

⇒ ，即 rOQA >  

○2 0<×ONOP ， 0>−ONOP   0<∴ BOQ  

                  且=BOQ r
rOP
rrOP

rOP
rOP

=
+
+×

<
+
× 2

       

由○1○2知若 rOPr
<<

2
，則 POQQ BA −−− ，且 rOQA > ， rOQB < 。 

 

（4）、（5）同（3）理可證 

若
2
rOP = ，則 POQQ BA −−− 且 rOQA = ， rOQB < 。 

若
2

0 rOP << ，則 POQQ BA −−− ，且 rOQA < ， rOQB < 。 

四、結果與討論：以下論證採極坐標表示法 

  1. 直線的調和變換 

              定理1-1：當直線通過調和中心時，直線映射至其本身。 

          證明：點( )θρ ,P 對半徑為 r且圓心在極點的參考圓進行調和變換所得的像為









−
× θ

ρ
ρ ,

r
rQA 和 








+

+
× πθ

ρ
ρ ,

r
rQB = 








+
×

− θ
ρ
ρ ,

r
r
 

通過調和中心(極點)的直線可表成 C=θ （C為定數），而有上述的映射關係
可知θ 為不變量，所以通過一條極點的直線 C=θ 映射後還是 C=θ ， 
故調和變換將一條通過調和中心的直線映射成直線本身 

           定理1-2：當直線不通過調和中心時，直線映至一個圓錐曲線。 

          證明：設調和中心在極點，調和半徑為r，且此直線至極點的距離為a，取適當坐

標使此直線垂直極軸，則此直線可表為
θ

ρ
cos

a
= 。     

∴ 點 





 θ

θ
,

cos
aP 的像為 

       



















−
=








−
×

=


















−

×
θ

θ
θ

θ
θ

θ

θ ,
cos1

,
cos

,

cos

cos:

a
r
r

ra
ra

ra

ra

QA          
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( )

( )

( ) ( ) 

















+
+−

=







+

+−
×

=



















+
+

+−

×
+−

=


















+
+

×

πθ
πθ

πθ
πθ

πθ

πθ

πθπθ

θ

θ

,
cos1

,
cos

,

cos

cos,

cos

cos:

a
r

r
ra

ra

ra

ra

ra

ra

QB

 

與圓錐曲線標準式 
θ

ρ
cos1 e

ep
−

= 比較可知： 

此直線映射後的像為一離心率
a
re = ，焦點在調和中心且與準線距離為a之圓

錐曲線。其中，
2

0 πθ ≤≤ 和 πθπ 2
2

3
<≤ 為 AQ 之軌跡，

2
3

2
πθπ

≤≤ 為 BQ 之軌跡 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

若 ar > ，則像為雙曲線（圖一）

圖一 
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若 ar < ，則像為橢圓  （圖三）

圖三 

圖二 

若 ar = ，則像為拋物線  （圖二）
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2. 圓的調和變換 

     本文討論像源之圓通過調和中心時的各種映射情況：設調和中心在極點，調

和半徑為 r，且欲變換之圓的半徑為a，則此圓可表為 θρ cos2a=  

∴點 ( )θθ ,cos2aP 的像為 

  







−
θ

θ
θ ,

cos2
cos2:

ra
arQA  

           
( )

( ) 







+

++−
+−

=





 +

+
πθ

πθ
πθπθ

θ
θ ,

cos2
cos2,

cos2
cos2:

ra
ar

ra
arQB  

( )
( ) 








+

−+
+

= πθ
πθ
πθ ,

cos2
cos2

ra
ar

 

故此圓之像為曲線
ra

ar
−

=
θ
θρ

cos2
cos2
，其中 

πθππθ 2
2

3
2

0 <≤≤≤ 和 之部分為 AQ 之軌跡， 

2
3

2
πθπ

≤≤ 之部分為 BQ 之軌跡。 

定理2-1：當 ra = 時，像集為
1cos2

cos2
−

=
θ
θρ r
（圖四） 

(1) r20 =⇒= ρθ  

(2) 0
1cos23

0 >
−

+=⇒<<
θ

ρπθ rr  

       當θ遞增時， 1cos2 −θa 遞減，
1cos2 −θ

r
遞增 ∴ ρ遞增 

(3) ∞→⇒= ρπθ
3

 

 

圖四 
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(4) 0
cos2123

<
−

−=⇒<<
θ

ρπθπ rr  

當θ 遞增時， θcos21 a− 遞減，
θcos21 a

r
−

遞增 ∴ ρ遞增 

        (5) 0
2

=⇒= ρπθ  

(6) 0
cos212

>
−

−=⇒<<
θ

ρπθπ rr  

當θ 遞增時， θcos21 a− 遞增，
θcos21 a

r
−

遞減 ∴ ρ遞增 

(7) 
3
2r

=⇒= ρπθ  

(8) πθπ 2<< 之圖形為 πθ <<0 之圖形對極軸之映射  

討論： 

（1）以
3
πθ = 和

3
5πθ = 為漸近線 

（2）在( )θρ, 之切線斜率 

θ
θ
θθ

θ
θ

θ
θ
θθ

θ
θ

θρθ
θ
ρ

θρθ
θ
ρ

sin
1cos2

cos2cos
)1cos2(

sin2

cos
1cos2

cos2sin
)1cos2(

sin2

sin)cos(

cos)sin(

2

2

−
−

−

−
+

−
=

−

+
=

rr

rr

d
d
d
d

m  

和
3

5πθ = 時不可微分 

∴令 01cos2 ≠−θ  

)cos1(2sin
1cos2cos3 23

θθ
θθ

−
+−

=⇒ m
 

令 0)cos1(2sin =− θθ ， πθ 20 <≤ ， 

則 0=θ ，
2
π
，π ，

2
3π
  

其中
2
πθ = 和

2
3πθ = 時兩點重疊⋯⋯⋯⋯⋯⋯○1 

令 01cos2cos2 23 =+− θθ ， πθ 20 <≤ ，  

設 ⇒−=⇒+−= xxxfxxxf 46)('122)( 223 令 0)(' =xf 得
3
20和=x 時有反曲

點，但 0)0( >f ， 0)
3
2( >f ，故只有一實數解。而 0)1( <−f ， 

oxf =∴ )( 在 1− 和0之間有一解，即 θcos 在 1− 和0之間有一解 
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θ∴ 在
2
π
和

2
3π
之間有二解⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯○2 

由知○1○2知共有5個反曲點 

定理2-2：當 ra > 時，像集為
ra

ar
−

=
θ
θρ

cos2
cos2
（圖五） 

(1) ar
ra

ar 2
2
20 <<⇒
−

=⇒= ρρθ  

(2) 0
cos22

cos0
2

1 >
−

+=⇒<< −

ra
rr

a
r

θ
ρθ  

當θ遞增時， ra −θcos2 遞減，
ra

r
−θcos2

2

遞增 ∴ ρ遞增 

 

(3) ∞→⇒= − ρθ
a
r

2
cos 1  

(4)
0

cos222
cos

2
1 <

−
−=⇒<<−

θ
ρπθ

ar
rr

a
r

 

當θ遞增時， θcos2ar − 遞增，
ra

r
−θcos2

2

遞減 ∴ ρ遞增 

(5) 0
2

=⇒= ρπθ  

        (6) 0
cos22

2

>
−

−=⇒<<
θ

ρπθπ
ar
rr  

當θ遞增時， θcos2ar − 遞增，
ra

r
−θcos2

2

遞減 ∴ ρ遞增 

 

圖五 
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(7)
ar

ar
ar

rr
2

2
2

2

+
=

+
−=⇒= ρπθ  

        (8)πθπ 2<< 之圖形為 πθ <<0 之圖形對極軸之映射  

討論：  

（1） 以
a
r

2
cos 1−=θ 和

a
r

2
cos2 1−−= πθ 為漸近線 

（2） 在( )θρ, 之切線斜率  

θρθ
θ

θρθ
θ

sincos

cossin

−

+
=

d
dp
d
dp

m
θ

θ
θθ

θ
θ

θ
θ
θθ

θ
θ

sin
cos2

cos2cos
)cos2(

sin2

cos
cos2

cos2sin
)cos2(

sin2

2

2

2

2

ra
ar

ra
ar

ra
ar

ra
ar

−
−

−

−
+

−=  

和
a
r

2
cos2 1−−π 時不可微分 

∴令 0cos2 ≠− ra θ  

            
)cos(2sin

cos2cos2 23

θθ
θθ

ar
rram

−
+−

=⇒   

令 0)cos(2sin =− θθ ar  , πθ 20 <≤  

則 0=θ ，
a
r1cos−  ，

2
π
，π ，

2
3π
，

a
r1cos2 −−π  

其中
2
πθ = 和

2
3πθ = 時二點重疊⋯⋯⋯⋯⋯⋯○1 

令 0cos2cos2 23 =+− rra θθ ， πθ 20 <≤  

同定理3-1可知θ有二解落於和
2
π
和

2
3π
之間⋯⋯⋯⋯⋯○2 

由○1○2知共有7個反曲點 

定理2-3：當 rar
<<

2
時像集為 

ra
ar

−
=

θ
θρ

cos2
cos2
（圖六） 

 

圖六 
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（1） a
ra

ar 2
2
20 >⇒
−

=⇒= ρρθ  

（2） 0
cos22

cos0
2

1 >
−

+=⇒<< −

ra
rr

a
r

θ
ρθ  

  當θ遞增時， ra −θcos2 遞減，
ra

r
−θcos2

2

遞增 ∴ ρ遞增 

（3） ∞→⇒= − ρθ
a
r

2
cos 1  

（4）
0

cos222
cos

2
1 <

−
−=⇒<<−

θ
ρπθ

ar
rr

a
r

 

當θ遞增時， ra −θcos2 遞減，
ra

r
−θcos2

2

遞增∴ ρ遞增 

（5） 0
2

=⇒= ρπθ  

        （6） 0
cos22

2

>
−

−=⇒<<
θ

ρπθπ
ar
rr  

  當θ遞增時， ra −θcos2 遞增，
ra

r
−θcos2

2

遞減 ∴ ρ遞增 

（7）
ar

ar
ar

rr
2

2
2

2

+
=

+
−=⇒= ρπθ  

（8） πθπ 2<< 之圖形為 πθ <<0 之圖形對極軸之映射 

討論：  

（1）以
a
r

2
cos 1−=θ 和

a
r

2
cos2 1−−= πθ 為漸近線 

（2）同（2）理 知在( )θρ, 之切線斜率  

)cos(2sin
cos2cos2 23

θθ
θθ

ar
rram

−
+−

=  

令 0)cos(2sin =− θθ ar  , πθ 20 <≤  

          0cos >−∴ θar  

            故02sin =θ ⇒ 0=θ ，
2
π
，π ，

2
3π
 

         其中
2
πθ = 和

2
3πθ = 時二點重疊⋯⋯⋯⋯⋯⋯○1 

令 0cos2cos2 23 =+− rra θθ ， πθ 20 <≤  

設 rxaxxfrrxaxxf 46)('22)( 223 −=⇒+−=  

⇒令 0)(' =xf 得
a
rx

3
20和= 時有反曲點，其中

3
4

3
2

3
2

<<
a
r
， 

且 0)0( >f ， 0)
3
2( <
a
rf ，故 0)( =xf 有三個實數解 
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但 0)1( <−f ， 02)1( >−= raf ， 

0)( =∴ xf 在 1− 和0之間有一解，但在1和0之間無實數解， 
故 θcos 在 1− 和0之間有一解， 

θ∴ 在
2
π
和

2
3π
之間有二解⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯○2 

由○1○2知共有5個反曲點 

定理2-4：當
2
ra = 時，像集為 

1cos
cos

−
=

θ
θρ r
（圖七）  

 

 

（1） ∞→⇒= ρθ 0  

（2） 0
cos12

0 <
−

−=⇒<<
θ

ρπθ rr  

      當θ遞增時，θ遞增，
ra

r
−θcos2

2

遞減 ∴ ρ遞增 

（3） 0
2

=⇒= ρπθ  

        （4） 0
cos12

>
−

−=⇒<<
θ

ρπθπ rr  

  當θ遞增時， θcos2a 遞增，
ra

r
−θcos2

2

遞減 ∴ ρ遞增 

        （5）
2
r

=⇒= ρπθ  

（6） πθπ 2<< 之圖形為 πθ <<0 之圖形對極軸之映射  

 

 

 

 

圖七 
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         討論： 

（1）無漸近線 

（2）∵ 0=θ 時不可微分  ∴令 01cos ≠−θ  

         ∴在 ( )θ,0 之切線斜率 

         

)cos
2
11(2sin

1cos2cos

)cos
2

(2sin

cos2cos 2323

θθ

θθ

θθ

θθ

−

+−
=

−

+−
=

r
rr

rrrm  

     令 0)cos
2
11(2sin =− θθ ， πθ 20 <<  

=⇒θ
2
π
，π，

2
3π
，其中 =θ

2
π
和

2
3π
時二點重疊⋯⋯⋯⋯⋯⋯○1 

令 01cos2cos 23 =+− θθ ， πθ 20 <<  

0)1cos)(cos1(cos 2 =−−−⇒ θθθ  

2
51cos −

=∴ θ  or 
2

51+
（不合） 

2
51cos 1 −

= −θ  or 
2

51cos2 1 −
− −π ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯○2 

由○1○2知共有5個反曲點 

定理2-5：當
2

0 ra << 時，像集為
ra

ar
−

=
θ
θρ

cos2
cos2
（圖八） 

 

 

（1） 0
2
20 <⇒
−

=⇒= ρρθ
ra

ar
 

（2） 0
cos2

20
2

<
−

−=⇒<<
θ

ρπθ
ar
rr  

      當θ遞增時， θcos2a 遞增，
ra

r
−θcos2

2

遞減 ∴ ρ遞增 

（3） 0
2

=⇒= ρπθ  

 

圖八 
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（4） 0
cos22

2

>
−

−=⇒<<
θ

ρπθπ
ar
rr  

      當θ遞增時， θcos2a 遞增，
ra

r
−θcos2

2

遞減  ∴ ρ遞增 

（5）
ar

ar
2

2
+

=⇒= ρπθ  

（6） πθπ 2<< 之圖形為 πθ <<0 之圖形對極軸之映射 

討論： 

（1）無漸近線 

（2）在( )θρ, 之切線斜率  

θρθ
θ

θρθ
θ

sincos

cossin

−

+
=

d
dp
d
dp

m
θ

θ
θθ

θ
θ

θ
θ
θθ

θ
θ

sin
cos2

cos2cos
)cos2(

sin2

cos
cos2

cos2sin
)cos2(

sin2

2

2

2

2

ra
ar

ra
ar

ra
ar

ra
ar

−
−

−

−
+

−=  

          0cos2 ≠−∴ ra θ  

)cos(2sin
cos2cos2 23

θθ
θθ

ar
rram

−
+−

=⇒  

令 0)cos(2sin =− θθ ar  , πθ 20 <≤  

0cos >−∴ θar  

          故02sin =θ ⇒ 0=θ ，
2
π
，π，

2
3π
 

其中 =θ
2
π
和

2
3π
時二點重疊⋯⋯⋯⋯⋯⋯○1 

令 0cos2cos2 23 =+− rra θθ ， πθ 20 <≤  

設 rxaxxfrrxaxxf 46)('22)( 223 −=⇒+−=  

0=⇒ x 和
a
r

3
2
時有反曲點，其中

3
4

3
2

>
a
r
， 

且 0)0( >f ， 0)
3
2( <
a
rf ，故 0)( =xf 有三個實數解 

但 0)1( <−f ， 02)1( <−= raf ， 

∴ 0)( =xf 在 0 和 1− 之間與0和1之間各有一解 
故 θcos 在 0 和 1− 之間與0和1之間各有一解， 

∴θ在 0 和
2
π
與

2
π
和

2
3π
之間各有二解⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯○2 

由○1○2知共有7個反曲點 
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3. 圓錐曲線的調和變換 

在此本文討論像源之圓錐曲線的焦點位於調和中心之情況。 

      定理3 ：一條焦點在調和中心的圓錐曲線映射成兩條圓錐曲線或一直線和

一條圓錐曲線。 

設調和中心在極點，調和半徑為 r，且像源之圓錐曲線的離心率為 e，焦點至準線

之距離為 p。則此圓錐曲線可表
θ

ρ
cos1 e

ep
−

= ，故點P 






−

θ
θ

,
cos1 e

ep
的像為 









+−

=


















−
−

×
− θ

θ
θ

θ

θ ,
cos

,

cos1

cos1:
rerep

epr

r
e
ep

r
e
ep

QA   

(1)若 epr ≠  

    則

( )





















×







−

−
−

−







−

−

=



















×
−

+

− θ
θ

θ
θ

,
cos1

,
cos1

:

rep
re

p
rep

re

rep
re

rep
epr

QA   

(2)若 epr =   

  則 





 θ

θ
,

cos
: pQA  

  

( )

( ) 

















+
+

++

×
++=



















+
+

−

×
− πθ

πθ

πθπθ

θ

θ ,

cos1

cos1,

cos1

cos1:
r

e
ep

r
e

ep

r
e
ep

r
e
ep

QB
 

( ) ( ) 

















+
+

+
+

+=







+

+++
= πθ

πθ
πθ

πθ
,

cos1
,

cos
rep

re
rep

epr

rerep
epr

 

( )

( ) 



















+
+








+

−
−

−







+

−

= πθ
πθ

,
cos1

rep
re

p
rep

re

 

         與圓錐曲線標準式比較可知： 

        若:epr ≠  
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         BQ 的軌跡為一離心率為
rep

re
+

−
，焦點與準線距離為 p− （和原來反向） 

之圓錐曲線。 AQ 的軌跡為一離心率為
rep

re
−

−
，焦點與準線距離為 p−  

（和原來反向）之圓錐曲線（圖九）。  

若 :epr =  

        BQ 的軌跡為一離心率為
rep

re
+

−
，焦點與準線距離為 p− （和原來反向） 

之圓錐曲線。 AQ 的軌跡為距調和中心 p的一直線（圖十）。 
       

 

    

 

 

 

 

 

圖九 

圖十 
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4.調和變換與反演變換的關係 

 

      定理四：設調和中心為O，調和半徑為 r。作P與O的連線交參考圓於 ', AA （設

PAPA >' ）。以 ', AA 為圓心，r為半徑作圓 A和圓 .'A ，若以此二圓為反演變換的參

考圓，則P分別對圓 A與圓 .'A 作反演變換所得的像即為P對圓O作調和變換所得
的兩個像 AQ 及 BQ (參考圖十一) 

 

 

證明：依反演變換的定義可知 

    2rAPAQA =×  

2))(( rrOPrOQA =−−⇒  

22)( rrOPOQrOPOQ AA =++−×⇒  

)( OPOQrOPOQ AA +=×⇒  

rOQOP A

111
=+⇒ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯○1 

同理可得
rOQOP B

111
=− ⋯⋯⋯⋯⋯○2 

由○1○2知得證。 

五、結論與應用 

        1.結論：設調和半徑為:r  
（1） 調和變換可以把通過調和中心的直線映射成原直線。 

 

 

圖十一 
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（2）調和變換可以把不通過調和中心的直線映射成圓錐曲線： 

當直線與調和中心距離大於 r時，映射形為雙曲線； 
當直線與調和中心距離等於 r時，映射形為拋物線； 
當直線與調和中心距離小於 r時，映射形為橢圓。   

（3）調和變換可以把通過調和中心且半徑為a的圓映射成曲線 

        
ra

ar
−

=
θ
θρ

cos2
cos2
： 

        當
2
ra > 時，圖形有漸近線； 

        當
2

0 ra ≤< 時，圖形無漸近線。 

（4）調和變換可以把以調和中心為焦點的圓錐曲線映射成兩條 

           圓錐曲線或一條圓錐曲線和一直線。 

（5）圖形經調和變換可視為一系列反演變換後所得像之集合。 

2.應用： 

因為天體運動的軌跡是圓錐曲線，而直線的調和變換圖形也是圓錐曲線，因

此這個調和變換研究在應用上也就露出一道曙光！在老師的建議下，我們利用了

調和變換證明行星的運動軌道為圓錐曲線：   

      證明：建立一極坐標系，設行星位置為( ) ( )( )ttX θ, （表 X、θ為時間之函數）。
經由一個圓心在極點且半徑為 r的參考圓作調和變換後得到的 AQ 像為

( )
( ) ( )

( )( )
( )
















−
=








+
×

−
t

tX
r

t
rtX
rtX

θθ ,1
1,

1
 

由前面的討論我們知道：若取適當長度為參考圓半徑，則所有不通過調和中

心的圖形中只有圓錐曲線的 AQ 像軌跡能被映射成一直線。於是我們希望

( )( )
( )
















− −
t

tX
r

θ,1
1

1
可以表為 ( ) 








−

θ
αθβ

,
cos

1
之形式。令

r
k 1
= ，即希望

( )( ) ( )( )ttXk θ,1−− 可表為 ( )( )θαθβ ,cos − 之形式。也就是

0))((()))((( 11
2

2

=−+− −− tXktXk
d
d
θ

。 

 

為了簡化計算，令GMm為1。 

由角動量守恆： C
dt
dXCX =⇒=
θω 22 ………………….○1 
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位能：由 FSW =  得 W（位能） ∫ −==
X

dx
X

11
2  ； 

切線速度：
X
C

dt
dXX ==
θω （由○1）；法線速度：

dt
dX
 

由能量守恆： E
dt
dX

X
C

X
=++

− ))()((
2
11 22 ………………….○2 

X
dt
d

CX

X
dt
d

C
X

X

X
dt
d

d
dt

X

X
d
d

tXk
d
d

⋅=
⋅

=
⋅

==− − 1)))((( 2

2

22
1 θθ

θ
（由○1） 

○2兩邊對θ 微分： 

0)(1))(
2
1)(

2
1( 3

2

22
2 =⋅+−⋅=++ X

dt
dX

dt
d

d
d

X

X
d
dC

X
dt
d

C
X

dt
d

X
C

d
d

X

X
d
d

θ
θ

θ
θ  

0)(1
3

2
2

=⋅+
⋅⋅

−⋅⇒ X
dt
dX

dt
d

d
d

X

X
dt
d

C
XC

X
dt
d

C θ
 0)(1

=+−⇒ X
dt
d

d
d

X
C

C θ
 

)11()1( 2 XC
X

dt
d

Cd
d

−−=⋅⇒
θ

 

)11()))((()))(((( 2
1

2

2
1

XC
tXk

d
dtXk

d
d

d
d

−−=−=−⇒ −−

θθθ
 

若取 2Cr = ，即 2

1
C

k =  

則 0)1()1())((()))((( 11
2

2

=−+−−=−+− −−

X
k

X
ktXktXk

d
d
θ

 

故得證行星運動軌道為圓錐曲線。 
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