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磁磚的秘密 

一、 摘要： 

1. 由日常生活中觀察圖形，並決定以正多邊形密鋪平面，且觀察其規則。 
2. 我們發現要密鋪平面，關鍵在於每塊正則圖形在接合於一點，其內角和是否
相當於同頂角（在一相同頂點上，全部的角總和等於 ο360 ）。 

3. 使用代數式，首先檢驗符合同頂角之定義與否 

正n邊形每一內角等於 ( ) ο1802
n

n −
，可拼成均勻圖形的必要條件為 

， 1n 、 2n 、⋯、 kn 表正多邊形的邊數 

4. 討論上述方程式的 k值，進而討論 1n 、 2n 、⋯、 kn 之可能數值。    
5. 圖形滿足以下三個條件，那麼這個圖形就叫『均勻』的： 

（1）每個頂點都是由同樣的幾種正多邊形的頂點聚合而成的； 

（2）各個正多邊形的個數對每一頂點來說也都一樣。 

（3）各個正多邊形除共邊外，彼此均不重疊。 
6. 使用『動態幾何』繪圖再判別圖形有符合『均勻』與否。 

二、 研究動機： 

有一天當我們幾個好同學在走廊行走時，不經意間有人說了這麼一句話，：『走廊的

磁磚為什麼看來看去形狀都是那幾種呢？』那時候我們只是開開玩笑，覺得他可能是

『平面中的幾何圖形』學到走火入魔了，在事後仔細想想，我們卻都被這個問題給難

倒了，難道其他幾何圖形不能當磁磚的形狀嗎？ 於是我們就向老師請教這個問題，

於是開始了這趟有趣的數學之旅。 

三、 研究目的：（確定題目） 

藉由多種幾何圖形的拼湊，尋找能平鋪整個平面的正多邊形，以及不同正多邊形之間

的特性，進而探討『均勻』密鋪磁磚的數學奧妙。 

四、 研究步驟： 

（一）將原問題簡單化：繪出可能圖形並觀察其規則，先考慮同一種正則圖形（正n邊
形）。 

（二）將問題擴充：使用多種正則圖形，但圖形鋪砌地面時必須『均勻』。 
（三）將問題導入代數中並求解。 
（四）幾何與代數式是否能相結合。 

五、 研究器材： 

電腦（使用軟體Windows 98、IE 5.0、Microsoft Word 2000、The Geometer`s Sketchpad 
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動態幾何）、紙、筆 

六、 研究方法： 

（一）繪出可能圖形並觀察其規則： 

鋪砌牆壁或地板是指用某些平面圖形組成一個沒有縫隙及重疊整個平面。在日常生

活中，我們常為了使牆壁、地板增加美感，而用磁磚填補其空白感，平常我們所看

到的磁磚多半為正方形或者是長方形，這裡為了討論方便均使用正多邊形： 

步驟：繪製正三角形及正四邊形的圖形觀察 

由繪製出的圖形我們可以知道正三角形與正四邊形均可用來密鋪平面。但因

為正多邊形實在太多種了，我們無法一一用繪製的方法來判別是否可以密鋪

平面。那麼給出某些平面圖形後，能否用數學知識預先知道它是否能拼成整

個平面？例如：正三角形可以拼成一個平面圖形，而正五邊形拼在一起不能

組成一個平面圖形，因為正五邊形拼在一起後還有一個 ο36 角的縫隙。 

    （二）使用代數式討論： 

          由步驟一後，我們發現要密鋪平面，關鍵在於每塊正則圖形在接合於一點，其內

角和是否相當於同頂角（在一相同頂點上，全部的角總和等於 ο360 ），如： 

（1） 6個正三角形的角之和為ο360 ； 

（2） 4個正方形的角之和為ο360 ； 

（3） 2個正方形的角，1個正三角形的角和1個正六邊形的角，其和也是ο360 ； 

（4） 2個正三角形的角，1個正方形的角和1個正十二邊形的角，其和也是ο360 。 

          在這裡我們先考慮其內角和是否相當於同頂角，再由繪圖過程來討論是否能『均

勻』密鋪平面。 

          首先，我們必須先定義何謂『均勻』密鋪平面，如果在鋪砌平面的過程中，所拼 

成的圖形滿足以下三個條件，那麼這個圖形就叫『均勻』的： 

（1） 每個頂點都是由同樣的幾種正多邊形的頂點聚合而成的； 

（2） 各個正多邊形的個數對每一頂點來說也都一樣。 

（3） 各個正多邊形除共邊外，彼此均不重疊。 

由於正n邊形的內角和等於 ( ) ο1802 ×−n ，表示每一內角等於
( ) ο1802

n
n −

，即

ο3601
2
1







 −

n
，所以可拼成均勻圖形的必要條件為 

 

這裡的 1n 、 2n 、⋯、 kn 表示一些正多邊形的邊數，以下我們就先討論上述方程

可能的解，並藉由繪圖過程判別圖形均勻與否。 
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七、 研究過程與結果： 

 
 
 

 

 

     

 

 

 

 

 

  

 

       綜合以上兩點 63 ≤≤ k ，且 k為自然數，所以 

              k＝3，4，5或 6 

1、當 3=k 時，
2
1111

321

=++
nnn
， 

       其中 1n 、 2n 、 3n 必須滿足兩個基本條件與一個假設： 

1n 、 2n 、 3n 均為正整數， 

1n 、 2n 、 3n 3≥ ， 

321 nnn ≤≤ （因為
1221

1111
nnnn

+=+ ，所以本研究規定前項≤後項，以避免混淆。） 

（一）假設 31 =n  

            
6
1

3
1

2
111

32

=−=+∴
nn

 

            我們可以找到最大值
6
1

3
211

32

≥=+
nn

 

            因此可能存在 2n 、 3n 使得
6
111

32

=+
nn

 

（1） 若 32 nn = ，我們可以解得 1232 == nn  
（2） 若 32 nn ≠ ，則 32 nn < ，因為 32 nn ≤  

          假設 1232 << nn ， 

則
6
1

12
1

12
111

32

=+>+
nn

（不合） 

          假設 3212 nn << ， 

            則
6
1

12
1

12
111

32

=+<+
nn

（不合） 
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【結論】：  
               
             
               

          
 
 

     （Ⅰ）當 72 =n 時，
42
1

7
1

6
11

3

=−=
n

， 

           我們可以解得 423 =n  

     （Ⅱ）當 82 =n 時，
24
1

8
1

6
11

3

=−=
n

， 

           我們可以解得 243 =n  

     （Ⅲ）當 92 =n 時，
18
1

9
1

6
11

3

=−=
n

， 

           我們可以解得 183 =n  

     （Ⅳ）當 102 =n 時，
15
1

10
1

6
11

3

=−=
n

， 

           我們可以解得 153 =n  

     （Ⅴ）當 112 =n 時，
66
5

11
1

6
11

3

=−=
n

， 

                我們可以解得
5

66
3 =n （不合） 

（二）假設 41 =n  

4
1

4
1

2
111

32

=−=+∴
nn

 

            我們可以找到最大值
4
1

4
211

32

≥=+
nn

 

            因此可能存在 2n 、 3n 使得
4
111

32

=+
nn

 

（1） 若 32 nn = ，我們可以解得 832 == nn  
（2） 若 32 nn ≠ ，則 32 nn < ，因為 21 nn ≤ ， 

        根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 2n 必須滿足 52 ≥n 且 82 <n ， 
        所以我們可以得到 85 2 <≤ n  
        =∴ 2n 5、6或 7 

        （Ⅰ）當 52 =n 時，
20
1

5
1

4
11

3

=−=
n

 

              我們可以解得 203 =n  

        （Ⅱ）當 62 =n 時，
12
1

6
1

4
11

3

=−=
n
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              我們可以解得 123 =n  

        （Ⅲ）當 72 =n 時，
28
3

7
1

4
11

3

=−=
n

 

              我們可以解得
3
28

3 =n （不合） 

（三）假設 51 =n  

            
10
3

5
1

2
111

32

=−=+∴
nn

 

            我們可以找到最大值
10
3

5
211

32

≥=+
nn

 

            因此可能存在 2n 、 3n 使得
5
211

32

=+
nn

 

（1） 若 32 nn = ，我們可以解得
3

20
32 == nn  

（2） 若 32 nn ≠ ，則 32 nn < ，因為 21 nn ≤  

        根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 2n 必須滿足 52 ≥n 且
3

20
2 <n ， 

        所以我們可以得到
3
265 2 <≤ n  

     =∴ 2n 5或 6 

       （Ⅰ）當 52 =n 時，
10
1

5
1

10
31

3

=−=
n

， 

             我們可以解得 103 =n  

       （Ⅱ）當 62 =n 時，
30
4

6
1

10
31

3

=−=
n

， 

                    我們可以解得
2

15
3 =n （不合） 

（四）假設 61 =n  

            
3
1

6
1

2
111

32

=−=+∴
nn

 

            我們可以找到最大值
3
1

6
211

32

≥=+
nn

 

            因此可能存在 2n 、 3n 使得
3
111

32

=+
nn

 

（1） 若 32 nn = ，我們可以解得 632 == nn  
（2） 若 32 nn ≠ ，則 32 nn < ，因為 21 nn ≤  

        根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 2n 必須滿足 62 ≥n 且 62 <n ， 
            所以我們可以得到 66 2 <≤ n ⇒ 2n 不存在 
（五）假設 71 =n  
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14
5

7
1

2
111

32

=−=+∴
nn

 

            我們可以找到最大值
14
5

7
211

32

<=+
nn

 

            我們可以確定不存在 2n 、 3n 使得
14
511

32

=+
nn

 

（六）結論：當 71 ≥n ，
1

1
n
逐漸變小⇒

1

11
n

− 逐漸變大，且 321 nnn ≤≤Θ  

                  
32

11
nn

+∴ 亦會逐漸變小  
132

1111
nnn

−<+∴  

                  因此當 71 ≥n 時，我們可以確定不存在 1n 、 2n 、 3n  

                  使得
2
1111

321

=++
nnn

 

2、當 4=k 時， 11111

4321

=+++
nnnn
， 

       其中 1n 、 2n 、 3n 、 4n 必須滿足兩個基本條件與一個假設： 
    1n 、 2n 、 3n 、 4n 均為正整數， 

1n 、 2n 、 3n 、 4n 3≥ ， 

4321 nnnn ≤≤≤  
（一）假設 31 =n ， 

3
2111

432

=++∴
nnn

 

（1） 假設 32 =n  

我們可以找到最大值
3
21111

432

≥=++
nnn

 

因此可能存在 2n 、 3n 、 4n 使得
3
2111

432

=++
nnn

 

∵ 32 =n   
3
111

43

=+∴
nn

 

      若 43 nn = ，我們可以解得 643 == nn  
      若 43 nn ≠ ，則 43 nn < ，因為 32 nn ≤ ， 
根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 3n 必須滿足 33 >n 且 63 <n ， 
所以我們可以得到 5,463 33 =⇒<< nn  

（Ⅰ）當 43 =n 時，
12
1

4
1

3
11

4

=−=
n

， 

            我們可以解得 124 =n  

（Ⅱ）當 53 =n 時，
15
2

5
1

3
11

4

=−=
n

 

            我們可以解得
2

15
4 =n （不合） 
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（2） 假設 42 =n  

我們可以找到最大值
3
2

4
3111

432

≥=++
nnn

 

因此可能存在 2n 、 3n 、 4n 使得
3
2111

432

=++
nnn

 

      ∵ 42 =n      
12
511

43

=+∴
nn

 

      若 43 nn = ，我們可以解得
5
24

43 == nn （不合） 

      若 43 nn ≠ ，則 43 nn < ，因為 32 nn ≤ ， 

根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 3n 必須滿足 43 ≥n 且
5
24

3 <n ， 

所以我們可以得到 4
5
244 33 =⇒<≤ nn  

當 43 =n 時，
6
1

4
1

12
51

4

=−=
n

， 

我們可以解得 64 =n  
（3） 假設 52 =n  

我們可以找到最大值
4
3

5
3111

432

<=++
nnn

 

因此當 52 ≥n 時， 

我們可以確定不存在 2n 、 3n 、 4n 使得
3
2111

432

=++
nnn

 

（二）假設 41 =n ， 

            
4
3111

432

=++∴
nnn

 

（1） 假設 42 =n  

我們可以找到最大值
4
3

4
3111

432

≥=++
nnn

 

                因此可能存在 2n 、 3n 、 4n 使得
4
3111

432

=++∴
nnn

 

                ∵ 42 =n    
4
211

43

=+∴
nn

 

                若 43 nn = ，我們可以解得 443 == nn  
若 43 nn ≠ ，則 43 nn < ，因為 32 nn ≤ ， 
根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 3n 必須滿足 23 >n 且 43 <n  
所以我們可以得到 ⇒<≤ 44 3n 3n 無解 

（2） 假設 52 =n  

我們可以找到最大值
4
3

5
3111

432

<=++
nnn
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            因此當 52 ≥n 時， 

          我們可以確定不存在 2n 、 3n 、 4n 使得
4
3111

432

=++
nnn

 

（三）假設 51 =n  

           
5
4111

432

=++∴
nnn

 

（1） 假設 52 =n  

我們可以找到最大值
5
4

5
3111

432

<=++
nnn

 

            因此當 52 ≥n 時， 

我們可以確定不存在 2n 、 3n 、 4n 使得
5
4111

432

=++
nnn

 

（四）結論：當 51 ≥n ，
1

1
n
變小⇒

1

11
n

− 變大，且 

             
432

111
nnn

++∴ 亦會變小  
1432

11111
nnnn

−<++∴  

             因此當 51 ≥n 時，我們可以確定不存在 1n 、 2n 、 3n 、 4n  

             使得 11111

4321

=+++
nnnn

 

3、當 5=k 時，
2
311111

54321

=++++
nnnnn

 

       其中 1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n 必須滿足兩個基本條件與一個假設： 

1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n 均為正整數， 

1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n 3≥ ， 

54321 nnnnn ≤≤≤≤  
（一）假設 31 =n  

            
6
71111

5432

=+++∴
nnnn

 

（1） 假設 32 =n  

            我們可以找到最大值
6
7

3
41111

5432

≥=+++
nnnn

 

            因此可能存在 2n 、 3n 、 4n 、 5n 使得
6
71111

5432

=+++
nnnn

 

                       
6
5

3
1

6
7111

543

=−=++∴
nnn

 

            假設 33 =n  

              我們可以找到最大值
6
51111

543

≥=++
nnn

 

              因此可能存在 3n 、 4n 、 5n 使得
6
5111

543

=++
nnn
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2
1

3
1

6
511

54

=−=+∴
nn

 

             （Ⅰ）若 54 nn = ，我們可以解得 454 == nn  
             （Ⅱ）若 54 nn ≠ ，則 54 nn < ，因為 43 nn ≤  
              根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 2n 必須滿足 34 ≥n 且 44 <n ， 
              所以我們可以得到 43 4 <≤ n ⇒ 34 =n  

              當 34 =n 時，
6
1

3
1

2
11

5

=−=
n

 

              我們可以解得 65 =n  
            假設 43 =n  

              我們可以找到最大值
6
5

4
3111

543

<=++
nnn

 

              因此當 43 ≥n  

        我們可以確定不存在 3n 、 4n 、 5n 使得
6
5111

543

=++
nnn

 

（2） 假設 42 =n  

            我們可以找到最大值
6
711111

5432

<=+++
nnnn

 

            因此當 42 ≥n 時， 

            我們可以確定不存在 2n 、 3n 、 4n 、 5n 使得
6
71111

5432

=+++
nnnn

 

（二）假設 41 =n  

            
4
51111

5432

=+++∴
nnnn

 

            我們可以找到最大值
4
5

4
41111

5432

<=+++
nnnn

 

            我們可以確定不存在 2n 、 3n 、 4n 、 5n 使得
4
51111

5432

=+++
nnnn

 

（三）結論；當 41 ≥n ，
1

1
n
變小⇒

1

11
n

− 變大，且 

                  
5432

1111
nnnn

+++∴ 亦會變小  
15432

111111
nnnnn

−<+++∴  

                  因此當 41 ≥n 時， 
                  我們可以確定不存在 1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n  

                  使得
2
311111

54321

=++++
nnnnn

 

4、當 6=k 時， 2111111

654321

=+++++
nnnnnn

 

       其中 1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n 、 6n 必須滿足兩個基本條件與一個假設： 

1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n 、 6n 均為正整數， 
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1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n 、 6n 3≥ ， 

654321 nnnnnn ≤≤≤≤≤  
（一）假設 31 =n  

3
511111

65432

=++++∴
nnnnn

 

（1） 假設 32 =n  

我們可以找到最大值
5
3

3
511111

65432

≥=++++
nnnnn

 

因此可能存在 2n 、 3n 、 4n 、 5n 、 6n  

使得
3
511111

65432

=++++
nnnnn

 

                   ∴
3
41111

6543

=+++
nnnn

 

       （Ⅰ）假設 33 =n  

             我們可以找到最大值
3
4

3
41111

6543

≥=+++
nnnn

 

             因此可能存在 3n 、 4n 、 5n 、 6n 使得
3
41111

6543

=+++
nnnn

 

                        1111

654

=++∴
nnn

 

（a）假設 34 =n  

我們可以找到最大值 11111

654

≥=++
nnn

 

            因此可能存在 4n 、 5n 、 6n 使得 1111

654

=++
nnn

 

                      
3
211

65

=+∴
nn

 

          （α）若 65 nn = ，我們可以解得 365 == nn  
          （β）若 65 nn ≠ ，則 65 nn < ，因為 54 nn ≤  

                根據 3=k 、 11 =n 時的【結論】， 5n 必須滿足 35 ≥n 且 35 <n ，所以 
我們可以得到 33 5 <≤ n ⇒ 5n 不存在 
（b）假設 44 =n  

            我們可以找到最大值 1
4
3111

654

<=++
nnn

 

            我們可以確定不存在 4n 、 5n 、 6n 使得 1111

654

=++
nnn

 

（Ⅱ）假設 43 =n  

我們可以找到最大值
3
411111

6543

<=+++
nnnn
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我們可以確定不存在 3n 、 4n 、 5n 、 6n 使得
3
41111

6543

=+++
nnnn

 

（2） 假設 42 =n  

我們可以找到最大值
3
5

4
511111

65432

<=++++
nnnnn

 

我們可以確定不存在 2n 、 3n 、 4n 、 5n 、 6n  

使得
3
511111

65432

=++++
nnnnn

 

（二）假設 41 =n  

         ∴
4
711111

65432

=++++
nnnnn

 

         我們可以找到最大值
4
7

4
511111

65432

<=++++
nnnnn

 

         我們可以確定不存在 2n 、 3n 、 4n 、 5n 、 6n  

使得
4
711111

65432

=++++
nnnnn

 

（三）結論：當 41 ≥n ，
1

1
n
變小⇒

1

11
n

− 變大，且 

                  
65432

11111
nnnnn

++++∴ 亦會變小 
165432

1111111
nnnnnn

−<++++∴  

                  因此當 41 ≥n 時，我們可以確定不存在 1n 、 2n 、 3n 、 4n 、 5n 、 6n  

                  使得 2111111

654321

=+++++
nnnnnn

 

八、 結論： 

        

      此方程式一共找出 17組解，我們將解及其圖形列於下表中 

      ，並判斷是否能『均勻』密鋪平面：（『均勻』定義於 p3） 

k  （ 1n 、⋯、 kn ） 圖形 可否『均勻』密鋪平面

3 （3、12、12） 

 

可 
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k  （ 1n 、⋯、 kn ） 圖形 可否『均勻』密鋪平面

3 （3、10、15） 

 

否 

3 （3、9、18） 

 

否 

3 （3、8、24） 

 

否 

3 （3、7、42） 

 

否 



 13

k  （ 1n 、⋯、 kn ） 圖形 可否『均勻』密鋪平面

3 （4、5、20） 

 

否 

3 （4、6、12） 

 

可 

3 （4、8、8） 

 

可 

3 （5、5、10） 

 

否 



 14

k  （ 1n 、⋯、 kn ） 圖形 可否『均勻』密鋪平面

3 （6、6、6） 

 

可 

4 （3、3、6、6） 

 

可 

4 （3、3、4、12） 

 

否 

4 （3、4、4、6） 

 

可 
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k  （ 1n 、⋯、 kn ） 圖形 可否『均勻』密鋪平面

4 （4、4、4、4） 

 

可 

5 （3、3、4、4、4） 

 

可 

5 （3、3、3、3、6） 

 

可 

6 （3、3、3、3、3、3） 

 

可 

我們可以從上表中發現 17組解中，只有 10組能夠『均勻』密鋪平面。 
下次若你又覺得磁磚的圖形太單調時，你又多了 10種選擇，來佈置你的牆壁或地板了。 
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