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摘    要 

壹、 傳統鬼腳的化簡 

由 n腳鬼腳的最簡節數必定小於或等於 n(n-1) / 2 節，判定絕大多數
的鬼腳圖都應該先化簡再去取對應值。 

 
化簡鬼腳的工具有「代換版塊」及「化簡版塊」它們的交互運用可很

有效率的將複雜的鬼腳圖化簡，最後再透過「棒狀檢驗」可以判斷是否已

化到最簡了。 

貳、 新型鬼腳的發現與應用 

(一) 傳統鬼腳是一個一對一的函數，若將某一區塊的短節按照事先
設定的方式加上單箭頭，這時可做分組抽籤之類的用途，也就

是形成一個多對一的函數，若單箭頭加了太多，也有一套化簡

的方式。 
(二) 上述的單箭頭鬼腳與傳統鬼腳在當鬼腳圖畫好後，對應的結果
立即確定，不論遊戲者採用那一腳先走，但這是一個很糟糕的

設計，因為下一群要玩鬼腳的人必須重繪一個鬼腳圖，這既浪

費時間也浪費紙張。因此我們引進一種「不可追蹤的行走方

式」，這能使採用不同的行走次序，即產生不同的對應結果。這

也讓下一群玩此遊戲者，只要改變一下行走次序，即可重覆使

用該鬼腳圖。 
(三) 上述單箭頭配上不可追蹤行走方式的鬼腳，並非對任意的行走
次序都有不同的對應結果，本文中探討了各種各類的單箭頭陪

列方式，如棒狀、V字型、菱形、剪刀型、金字塔型、鑽石型………
等，它們的對應結果種類數各有不同，其中只有「金字塔型」

可完全充分的產生不同變化，也就是說行走次序一有更動，對

應結果必不一樣。這使「重覆使用」充分發揮。 
(四) 傳統鬼腳為何會一對一，是一個長久以來存在著的一個謎，很
多人有不同的解釋方式，不可追蹤的行走方式巧妙的解開了這

個謎。 
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環 保 鬼 腳 

                     §一個新函數的發現  § 

壹、研究動機： 

學過了線型函數和拋物線函數後，我們被函數的奧妙深深的吸引著，平時就具有

超高想像力的臘腸說：『我們可否在一對一函數對應線上多加幾槓改變一下對應方

式，也許會有新函數產生。』如圖(1)。 
     f                 f                    f                                      
1            a     1           a       

2            b     2           b      

3            c     3           c 

          圖(1)                         圖(2) 
  果然這竟然和小學玩的鬼腳遊戲一樣，接著，頑皮的臘腸又密密麻麻的添了無
數短槓上去，如圖(2)，於是大家都沿著路線走到眼花撩亂，抱怨連連，後來大家
想到：在課本上對較複雜的分數、多項式、方程式等…，不是都告訴我們要先去
化簡嗎？化簡整理後再去處理應較方便。因此同學就提議說：『能不能先化簡鬼腳

圖再沿路線對應去取值？』大家議論紛紛，心想：要如何去化簡？且化簡後鬼腳

圖會有一樣的對應值嗎？詢問老師時，老師說：『這很有意思，值得去試試。』於

是大夥兒開始展開一連串的實驗。 

貳、 研究目的： 

一、尋找化簡版塊及代換版塊 
二、尋找最簡鬼腳的判斷方式 
三、導出一套方法將任一鬼腳化成最簡鬼腳 
四、設計特殊的鬼腳做分組抽籤 
五、創造一種新型鬼腳，使其可以重複使用，並推廣其用途 

參、 研究過程： 

我們研究的方向主要分為三方面： 

一、有時玩遊戲者在圖上加了太多節(即中間的那些短線)，造成操作上的不便，且
容易走錯，我們想嘗試是否可以化簡鬼腳圖，使其中的叉路減至最少且仍不

改變原先的配置關係。 
二、遇到一群人想要隨意分成幾組時，是否也可以利用鬼腳圖來完成呢？ 
三、這種鬼腳遊戲很浪費紙張，其中製作的過程也浪費許多時間，因為每個鬼腳

圖使用一輪後就不可再使用，想再玩還得重新繪製，我們想創造一種可以重

複使用的鬼腳。 
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Part1 傳統鬼腳的化簡 

平時的鬼腳圖中間總是加了太多短節，以致使用者走起來眼花撩亂，浪費許多時

間，甚至還會走錯，這都是因為鬼腳圖過於複雜的緣故。數學上遇到繁雜的分數、方

程式、多項式、方根‧‧‧等，我們首要學習的技巧就是要將它們化簡，相同道理，

為了方便使用，鬼腳的化簡是我們要研究的第一件事。 
像我們化簡方根時，到底要化到什麼程度才停手？當然是化簡到最簡方根出現為

止。化簡鬼腳也是一樣，也必須化簡到最簡鬼腳出現為止。而最簡鬼腳的種類有哪些？

我們要如何實行鬼腳的化簡？怎樣才能得知其為最簡鬼腳呢？ 
以下我們先從較少腳數的最簡鬼腳圖去觀察： 

1、二腳： 
    ( 1.)  1 2     ( 2 .)  1 2 

        兩腳最簡的鬼腳僅此兩類更多節數者皆可 

             化簡成這兩種之一。  

 

     1 2           2 1 

  如：  1 2        1 2          1 2       1 2 

                                           

                         

                        

         1 2        1 2          2 1       2 1 

2、 三腳： 

( 1.)      ( 2.)      ( 3.)     ( 4.)      ( 5.)      ( 6.)      ( 7.)          

 

 

 

 

三腳的最簡鬼腳圖就是這七類，其餘圖形均可化簡成這七類之一。 

如： 

           

                                   其餘類推 

 

3、四腳： 

( 1.)        ( 2.)        ( 3.)       ( 4.)       ( 5.)       ( 6.)       
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( 7.)       ( 8.)       ( 9.)        ( 10.)      ( 11.)      ( 12.)       

 

 

 

 

( 13.)      ( 14.)       ( 15.)      ( 16.)      ( 17.)       ( 18.) 

                                                           

 

 

 

( 19.)      ( 20.)       ( 21.)      ( 22.)       ( 23.)      ( 24.) 

 

 

 

 

最簡鬼腳有二十四類，其餘都可化簡成這二十四類之一。 

如： 

                                                   

                                                    

                                                 其餘類推 

 
 
 

   餘此類推，我們甚至嘗試過十二腳，其狀況也類似，現在將上述資料統計歸納如
下： 
 
 
 
 3   腳  4             腳 

節數 0 1 2 3 節數 0 1 2 3 4 5 6 

個數 1 2 2 1 

 

個數 1 3 5 6 5 3 1 
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 5                            腳 

節數 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

個數 1 4 9 15 20 21 20 15 9 4 1 

 

 

 6                                   腳 

節數 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

個數 1 5 14 29 49 70 88 100 100 88 70 49 29 

節數 13 14 15           

個數 14 5 1           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由以上幾個圖可得知：3腳的最簡鬼圖中，最多節有達到3節，4腳則達到6節，

5腳達到10節，6腳會達到15節，由這些數據我們導出一個公式： 

 
3腳鬼腳：最簡鬼腳小於或等於 3*(3-1)/2 
4腳鬼腳：最簡鬼腳小於或等於 4*(4-1)/2 
5腳鬼腳：最簡鬼腳小於或等於 5*(5-1)/2 
6腳鬼腳：最簡鬼腳小於或等於 6*(6-1)/2 
‧‧‧其餘類推；都是相同的形式，因此我們可以斷定： 

 
n腳鬼腳時，最簡圖形的節數必定小於或等於 n(n-1)/2節 

 
註：由後文中介紹「單純加一節」法的建立最簡鬼腳方式可證明此公式（見 P12） 
 根據上述公式，我們知道當n腳鬼腳時，節數大於n(n-1)/2節，絕對不是最簡鬼
腳。因此有太多的鬼腳圖，都需要去化簡，有時連節數少於n(n-1)/2時，也有再化簡

的機會。 

接下來我們要去探討兩種很有用的鬼腳版塊，即代換版塊和化簡版塊。首先我們

先來研究代換版塊： 

 在做前文『最簡鬼腳分布』的探討時，我們已隱約的看到有很多腳數相同而節數

不同的鬼腳圖，具有相同的結果，而它們之間可以互相替換，我們把那種鬼腳圖稱為

『代換版塊』，如下列圖形： 
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A.  V字型                   B.  金字塔型 

(1)                                 (1)      
         
        =                                   = 
         
(2)                                 (2) 
 
 
         =       
                                              =  
(3)                                              
 
 
          = 
                    
 
 
 

                        

C. 鑽石型                D. 剪刀型  

(1)                          
 
            =                                 = 
                                               
 
 

(2)                                    E. 菱形 

 
            =                                   
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(3) 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
前面的種種實驗和歸納仍有點不足，我們想對代換版塊做更進一步的探討。 

 
首先，是對Ｖ字型的研究：經過一再的實驗，我們歸納出Ｖ字型本身有左右及上

下代替的性質，所以我們實驗出Ｖ字型可以加上一些斜排的橫槓，並且能夠加以替

換，而結果仍然相同，以下是我們對Ｖ字型的探討。 
 

V字型+連續槓 

(1) 鏡像：所加橫槓不得碰觸兩側鬼腳，且須對稱。(如圖一) 

(2) 連續槓向下平移：凡所加橫槓，不得碰觸兩側鬼腳。(如圖二) 

 

 
圖一                                   圖二 
         
 
              =                                    =  
 
 
 
    6 2 4 3 5 1     6 2 4 3 5 1                6 2 4 3 5 1   6 2 4 3 5 1  
                                          
 
 
              =                                    = 
 
 
     
    6 4 2 5 3 1     6 4 2 5 3 1                6 4 2 5 3 1   6 4 2 5 3 1 
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在Ｖ字型的探討結束後，我們更進一步的去探討金字塔型──是否有和Ｖ字型相

同的性質，所以仿造Ｖ字型的探討，對金字塔加以實驗。我們發現：金字塔的性質有

相像的地方，但金字塔可以做Ｖ字型無法做的上下翻轉，以下是我們歸納出的金字塔

性質。 
 

金字塔＋連續槓 

(1) 鏡像：加槓後，鬼腳圖必須左右對稱，且不可碰觸兩側鬼腳。(如圖一) 

(2) 連續槓向下平移：鬼腳圖必須對稱，且不可碰觸兩側鬼腳。(如圖二) 

(3) 上下翻轉：斜排槓加在鬼腳圖中，須為佈滿狀態和所留空格左右相等即可。(如

圖三) 

  

圖一           圖二            圖三 

    

１２３４５６   １２３４５６    １２３４５６   １２３４５６   １２３４５６   １２３４５６ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

６５４３２１   ６５４３２１    ６５３４２１   ６５３４２１   １６５４３２   １６５４３２ 

 

其他還有鑽石型加連續槓，它可以做鏡像與連續槓向下平移代換，與 V字型類

似，同檥不可上下翻轉，其他的類型也都有不能做到的項目，只有金字塔型它有完全

充分的代換能力，也因此在 Part2 部分，我們會特別去注意金字塔型鬼腳在新函數上

的表現！ 

 

 

 

 

 
 

 
 



 9

 
 

 
 看過代換版塊後，我們將介紹最精彩的化簡版塊。這種版塊可以將複雜的鬼腳圖
變得較簡潔。歸納如下：  

 
（A）二腳：                  （B）三腳和四腳： 

 
 
 
 
    1 2       1 2                        3 1 2       3 1 2    3 4 1 2        3 4 1 2 

     (二字型)                                 (樓梯型) 
在兩腳之間若有連續的兩節排列，   在三腳或更多腳之間的短節若排列像 
便可以全部刪去。                 兩排同方向的樓梯，則最上及最下的                

                               節可以刪去。 
      （C）三腳：                        （D）四腳： 

 

                 

 

  

 

  2 1 3       2 1 3 
    (梯型) 
在三腳或更多腳之間若排列像梯形       3 2 1 4      3 2 1 4   

（其中底有兩節短節），先刪去兩              (M字型) 

邊，再將剩餘部份往空處移         在四腳或更多腳之間若排列如M字形  
                               ，則先刪去兩邊，剩餘部份再往空處移。 
（Ｅ）            （Ｆ） 
 
 
 
 
 
 ４３１２   ４３１２      ４２３１   ４２３１ 

    （閃電型）           (剪刀型)    ６２３４５１   ６２３４５１ 

在四腳以上的腳之間排列如像閃      在四腳以上的偶數腳若排列像剪刀，上下 
電則最上及最下節可刪除。          加的節又相對，則上下的節都可刪去。 
上述基本型化簡版塊，可將原本複雜的鬼腳圖加以巧妙的化簡。為了便於記憶及
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稱呼，我們就其圖形的樣子命名，如此也增加了鬼腳的趣味性。 

此外，我們更研究了一些複合型的化簡版塊，如此有助於大面積的化簡。 

敘述如下：我們發現將偶數個金字塔型或 V字型同方向或反方向加在一起時，可以互
相消除形成空鬼腳。單數個則會剩一些。 
※另外我們發現將偶數個金字塔型或Ｖ字型同方向或反方向加在一起時可以互相消除形

成空鬼腳，單數則不行。 

(g)多個V字型的組合 

三腳                               四腳                    
                                                          
 
 
 
 
四腳                               四腳                    
 
 
 
 
 
 
 
                                         
 
 
 
 
 
 

(h)多個金字塔型的組合 
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(i)樓梯型的組合 

 

 

 

 

 

 

 

 只要具有獨立且重疊的樓梯即可化簡，但是若造成單菱形或多菱形組合者即

不可化簡。如下圖： 

 

 

 

 

                                                            ‧‧‧等 

 

 而其實二字形也是一種樓梯，它是只有一階的樓梯。這時即形成完整重疊的

樓梯，故可化簡成空鬼腳，如上圖（i）。 

以上採討的都是化簡版塊，與代換版塊相同，我們都蒐錄在結論中， 

 

由樓梯組合的化簡版塊探討中，引發我們發現了一種快速有效的最簡鬼腳檢驗法

的靈感，即『棒狀檢驗』。為了證明或解釋這種檢驗法的正確性，我們想盡辦法，先

利用『單純加一節』的方法，對同一鬼腳結果製造了兩種不同的棒狀來源，由這兩個

棒狀圖可充分說明這『棒狀檢驗』的合理性，敘述如下： 
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『單純加一節』法即是由鬼腳結果一節一節的加上去，反推到 1至 n排列的原始鬼腳。 
例如：若某三腳鬼腳的結果為 312，則反推法如下： 
                          步驟 A ：先加一節將 3和 1調換。 
                          步驟 B ：再加一節將 3和 2調換。  
        A        B       此時最後的圖即為我們所要的鬼腳圖。 
   3 1 2     1 3 2     1 2 3  
 
 當然我們也可以一次加很多節上去，將某一數字往前推進好幾步，而將其他數字
按原排列順序擠下來。 
 
例如：若某 5腳鬼腳的結果是 53412，則反推法如下： 
                                                   
 
 
              A           B           C 
       
      5 3 4 1 2     5 3 1 2 4      5 1 2 3 4     1 2 3 4 5     
       步驟 A：將 4往右推進兩步而將 1、2擠向前。 

 步驟 B：將 3往右推進 2步而將 1、2擠向前。 
 步驟 C：將 5往右推進 4步而將 1、2、3、4擠向前。 

 
這時最後的圖即為 53412的最簡鬼腳圖，當然若移動的步數不是最少就不會是

最簡鬼腳圖，這時就可以用棒狀檢驗看出來，我們舉一個例子來說明。 

 

A. 
 

 

 

 

 

 4 5 1 2 3              4 1 2 3 5              1 2 3 4 5 

B. 
 

 

 

 

 

4 5 1 2 3             5 1 2 3 4              1 2 3 4 5 
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例如結果是：45123  

 在方法A中，共移動 6步，步驟為最少，是最簡鬼腳。 
 在方法 B中，共移動 8步，我們故意使移動次數不為最少，所以不是最簡鬼
腳。現在我們使用「棒狀檢驗」來觀察它們兩者之間有何不同。 

 
 A.                        B. 

 
 
 
 
 
 
在方法 B中，兩支鬼腳棒形成樓梯型，故可以化簡。 
在方法 A中，兩支鬼腳棒既不成完整的樓梯型，也無局部性獨立的樓梯，故已
無法化簡，此時必為最簡鬼腳。 
更進一步的推想，如果使用右斜向上的棒狀檢測還不放心時，我們可以再用左斜

向上的棒狀檢驗法再試一遍，此時通過檢驗的鬼腳必為最簡鬼腳。 
順便一提，這「單純加一節法」還可說明為何 n腳最簡鬼腳的節數必小於或等於           

n（n-1）/ 2節，原因是一個移動次數最多的最簡鬼腳必定是將鬼腳結果完全倒反的狀
態，此時由「單純加一節法」知共需 n（n-1）/ 2節 
證明如下： 

將（n , n-1, n-2, n-3,…………..，1 ）調換成（1, 2, 3, ………….., n） 
共需 （n-1）+（n-2）+（n-3）+…….+ 1 = 【（n-1）+1】＊（n-1）/ 2 = 

 n（n-1）/ 2節。 
以上我們探討了化簡版塊及代換版塊各別的用法，還有最簡鬼腳判別的方法，接

著我們以實際的三個例子來說明： 
  甲原圖               (1)                  ( 2)               (3) 

                                                                                      
                                                                         

 

 

 

 

 

 

 

二字型消除      二字型消除       V字型替換      二字型消除 
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(4)       

 

 

 

 

 

 

 

 

棒狀檢驗  （都無完整或局部性獨立的樓梯型，故已是最簡鬼腳） 

乙原圖      (1)          (2)        (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            二字型消除       二字型消除       二字型消除       

 

（4）            （5）            （6）            （7） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

剪刀型代換    二字型消除    V字型代換      M字型消除 
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（8）            （9）           （10）           （11） 
 

 

 

 

 

 

二字型消除     二字型消除   二字型消除        棒狀檢驗 

 

 

丙原圖           （1）            （2）             （3）                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              二字型消除   二字型消除      樓梯型消除 

  

 

（4）           （5）             （6） 

 

 

 

                                                                                

 

 

 

 

樓梯型消除       二字型消除         棒狀檢驗 
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Part2   新型鬼腳的發現與應用 

一、分組鬼腳的發現： 

  以上探討的是可雙向行走的傳統鬼腳，不管使用者如何行走，同一鬼腳圖都會只
具有一種對應結果，且此結果必定會填滿所有鬼腳（如圖4）。 

 

  接著我們要探討的是在鬼腳圖上面加進單向箭頭，經過我們設計其中的配置方式，

便可將鬼腳的對應結果拿來分組。因為有了單向箭頭的限制，所以一腳可能擁有多種

對應結果或根本沒有對應結果，如此一來，我們可以多個對應結果分組，也許是兩個

兩個一組，三個三個一組，或一組三個一組兩個等等。 

如圖（5） 

  更進一步，我們可以利用n腳鬼腳圖來表示有n個人在進行分組抽籤，透過鬼腳圖

可以將所有人均勻地分成幾組，這就好像用猜拳來分隊，只不過利用鬼腳會更具公平

性，而且更方便。 

1 2 3 4 1  2         3 4 

  因為中間短節可供雙向行 
      圖（4） 走，所以每個數字的落點 
 不同，會填滿所有腳。（後文中 
 有解釋這個現象) 
 1  2  3  4 
1 2 3 4         1        2        3        4 
 因有有了單向箭頭的限制 
 圖（5） ，可能會出現多個數字在同 
 一落點的情況。 
 
1 4  3         1 2           3   4 
2 
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以下茲列出一些基本的分組鬼腳圖形： 
甲‧ 加入短單向箭頭做分組，箭頭成一字型排列 

 
1、   ( 1.)   ( 2.)        ( 3.)  
 
 其餘類推 
 

1 2 
3 1 2 3 

         4 5          1 2 3 4  
                          5 6 7 
    由結果顯示，若一字型排法的鬼腳中加一個單箭頭即有一腳為空鬼腳。 
2、   ( 1.)    ( 2.)        ( 3.) 
 
 
 其餘類推 
 1 3 
      2      1 3 5  
             2 4          1 3 5 7  

  2 4    
  它們的結果排列是由單數在上面那一排，而雙數在下面那一排。 

3、 (1)            （2）           （3） 

 
  
     
 

  1  2  3  4        1 2 3 4            1  2   3  4 
5   6  7          5 6 7 8            5   6   7  8  

  
  上述例子說明我們要做怎樣的分組可利用事先設定的單箭頭排列方式再上，下
各加許多短槓，使遊戲者可做隨機公平的分組。 
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乙. 加入長單向箭頭做分組 

 
以上談到了一些基本的分組鬼腳圖形，利用加入單向箭頭的鬼腳圖就可以將對應

數字結果分組，但是這些圖形所加的單向箭頭只是在兩腳之間的短箭頭，我們在想能

不能把這些單向箭頭畫得長一點，長箭頭與短箭頭相間的鬼腳圖 ，是否也能達到分
組的效果？ 
說明：行走的路徑一樣是順著箭頭的方向前進，如圖（6）。但是遇到長箭頭時必須碰
到它的兩端才順著它的方向前進，而接觸到它中間的線段，就直接穿越往下，如圖

（7）。這就好像前面有座橫跨兩地的大橋，我們就從橋下通過。 
 1 2 3 4 5           1 2 3 4 5 
 
 圖（6） 圖（7） 
 
 3                 3 
短箭頭的鬼腳圖可以分組，如果再加進長箭頭呢？我們以 12腳的鬼腳圖為例，12的
正因數有 1、2、3、4、6、12，我們就根據它的因數來做出分組鬼腳：                 
（1）1 2 3 4 5 6 7 8 9101112             1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 
 
 or 
 
 
     1  3  5  7  9  11                1 2   5 6   9 10  

2  4  6  8  10 12                3 4   7 8   11 12 
以上的分組鬼腳可將對應數字結果兩個兩個分成一組 

（2）1 2 3 4 5 6 7 8 9101112        （3）1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 
 
 
 
 

1  3     7  9                  1     5      9 
2  5     8  11                 2     6      10 
4  6    10  12                 3     7      11 
以上的分組鬼腳可將對應數           4     8      12 
字結果三個三個分成一組           以上的分組鬼腳可將對應數 

                              字結果四個四個分成一組 
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（4） 1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 
 
 
 
 

1 7 
2 8 
3 9 
4 10 
5 11 
6 12  

以上的分組鬼腳可將對應數字結果六個六個分成一組      
         （5）1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 
 
 
 
 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

以上的分組鬼腳可將十二個對應數字結果全分在一組 
  我們發現即使鬼腳圖加入長一點的單向箭頭，一樣也可以把對應數字結果分組。 
若再在箭頭區之外的上下各腳之間加入一些短槓，即更能使遊戲者隨機且公平的

分組，至於單箭頭鬼腳是否也可以化簡呢？我們也花了好多時間去實驗並整理如下

表： 
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單箭頭鬼腳的化簡與代換  

12          12 
 
   a.（二字型） 
  
 
       1           1 
       2           2 
     

    1 2 3         1 2 3  
 
 b.（樓梯型）
 
     

   1             1  
       2         2 
      3 3 

    1 2 3          1 2 3 
 
 c.（V字型）
 
    

     1             1 
 2             2   

       3             3 
                                   

    1 2 3 4        1 2 3 4 
 
  d.（金字塔）
 
    

    1             1  
        2             2 

3 3 
4 4 

   1 2 3 4        1 2 3 4  
 
 e.（閃電型）
 
 
    
       1         1 
       2             2 
       3             3 
       4             4 
                

  1 2 3 4        1 2 3 4 
 
 f.（M字型）
  
 
 
 
       1            1 
 2            2 

   3            3 
 4            4 

 1 2 3          1 2 3 
 
 g.（梯型）
 
 
  

  1             1 
    2             2     
    3             3 
 

    1 2 3 4        1 2 3 4 
 
 h.（剪刀型）
 
    
      

  1             1 
        2             2 

3 3 
4 4 

在不斷的努力嘗試之下，我們發現單箭頭的化簡版塊與代換版塊中，有一種規

律適用於以上的圖形（鑽石型除外）：以連接兩端鬼腳的斜排為界，斜排上的單箭頭

可全部消除，斜排以下的單箭頭，則要視斜排的箭頭方向而定，以圖（1）為例，斜
排下的箭頭並無碰觸到最右端之鬼腳，所以可以化簡。也就是說如果斜排的箭頭向

右，且斜排下的箭頭無碰觸到最右端之鬼腳，則斜排下的箭頭全部消除。我們稱此法

為「斜排消去法」，而鑽石型因無碰觸到兩端之鬼腳，所以不能以此種方法消除。 
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另外，我們在實驗的過程中，還發現了一個疑惑，如圖（2）的 V字型，到底要
消去左斜向下的斜排還是右斜向下的斜排？後來，我們發現這和箭頭的方向有很大的

關聯，如果箭頭向右，則以右斜向下的斜排為界，如果向左，則以左斜向下的斜排為

界，如果將方向弄反，結果也就不正確了！ 
 
圖（1）               圖（2）                                                   

                                                          
                                                          
                                                              
                                                                    
                                                          

 
二、分組鬼腳的應用： 
（一）人群分組應用 

 假定現在有甲、乙、丙、丁、戊、己六人要分成三隊，有人會覺得自己分隊會不
公平，猜拳決定又太麻煩了，這時就可以利用鬼腳圖來進行分組。 
如下圖(8)。 
說明：六人隨意在鬼腳圖上方選一個位置，走下來就可以分好組了。 
       
      丙  己   甲   戊  乙  丁         己   乙   丁  丙   甲  戊 
 
 
 
 
                                圖(8)                            圖(9) 
 
 
 
 
      丁   乙            甲                 甲                丙 
      己   戊            丙                 乙                戊 
                                            丁                己 
  如果他們覺得兩個人一隊太少了，一隊要三個人才夠，沒關係，只要使用圖  
  (9)就好了。 
 
 
 
（二）「一維換位遊戲」的最短步驟分析應用 
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在「一維換位遊戲」中黑棋和白棋各占兩端,，中間空了一位,，玩遊戲的人遇到空位
時有兩種跳法，可以直接向前移一位或跳過一位，讓黑棋和白棋輪流走動，直到黑棋與

白棋的位置互相調換為止，而移動步數至少需幾步，是否有公式可事先得知﹖這個問題

很多人都在研究，但是我們想提出另一種思考方式：那就是利用鬼腳圖來深入探討此遊

戲的奧祕。 
首先我們以一個黑棋和白棋對調為例﹕ 
說明：如果以鬼腳圖來表示，棋子前移一位就畫上一個短箭頭，跳過一位就畫一個跨越

一腳的長箭頭，如圖（15），而鬼腳為 1的代表黑棋，鬼腳為 2的代表白棋，中間
的空位就以 0表示。 

      黑 空 白 １０２ 
 

圖（１５） 
（１）                                       總共移動了 3 步，經過我們的
（２）                                           嘗試，發現這已經為最簡步數。 
（３） ２０１  
如果是兩個黑棋和兩個白棋要對調，如圖（１６），1和 2為黑棋，3和 4為白棋。 

 
（１） 1 2  0 3 4 
（２） 
（３） 
（４） 經由我們多方試驗，移 
（５） 動８步已是最簡步數。 
（６） 
（７） 
（８） 3 4  0 1 2 
若要三個黑棋和三個白棋對調，如圖（１７），1、2、3為黑棋， 4、5、6為白棋。 

 
 １２３０４５６ 

（１） （１１）   
（２） （１２） 
（３） （１３） 
（４） （１４） 
（５）           （１５）  
（６） 
（７）          最簡移動步數為１５步 
（８）  
（９） ４５６０１２３ 
（１０）                                                        （圖１７） 
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由以上的試驗結果，我們導出了一個計算最簡移動步數的公式：當 n個黑棋和 n 
個白棋要對調時，則最簡移動步數為 n*(n+2)步。 
當 n=1時，則 1*(1+2)=3(步) 
當 n=2時，則 2*(2+2)=8(步) 
當 n=3時，則 3*(3+2)=15(步) 
之前三個鬼腳圖的建構，必須先實際去移動棋子，再根據棋子移動的情況慢慢畫

成其對應的鬼腳圖，我們在想：既然可以用公式算出最簡移動步數，是否可以直接畫

出其對應的最簡鬼腳圖呢？ 
 以下 4個黑棋和 4個白棋對調，我們直接畫出鬼腳圖，再用公式檢驗其移動步數
是否已最簡： 
 
 1 2 3 4 0 5 6 7 8 
 
 
                                n*（n+2） 
                                n = 4 代入 
                                4*（4+2）= 24 (步) 
 
                 圖（18）        檢驗的結果證實圖（18）為最簡移動步數   
                                 的對應鬼腳圖。按照這鬼腳圖，再去實際  
                                 移動黑白棋就輕鬆無比了。 
 
 
 
 
 5 6 7 8 0 1 2 3 4 
    因為黑白棋子是對稱的，所以也可以畫成與以上圖形完全對稱的鬼腳圖。 
 這個遊戲在很多書籍都有研究。看了書上的方法，你一定會覺得很複雜，而且若
棋子的數目變得更多，又得重新將棋子移動一次，麻煩死了！ 
所以將來在「一維換位遊戲」中，我們就不必再浪費時間和精力去移動棋子，只

需繪出最簡移動步數的對應鬼腳圖。利用有單向箭頭的鬼腳圖，不但可以表示棋子最

簡移動的情況，還可以直接推算出最簡移動步數，另外鬼腳圖也可以成功應用在其它

方面。 
 

三、環保鬼腳的發現： 
  經過一再的思考，我們發現：以上終究還是傳統鬼腳的走法，鬼腳圖再怎麼變換，
行走順序再如何改變，同一個鬼腳終究只有一種對應結果，所以我們想要突破傳統的

鬼腳走法，創造並採用新走法的新型鬼腳。 
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 普通的傳統鬼腳走法有兩種，第一種為雙向箭頭的鬼腳，如圖(10)，此種鬼腳不
論以什麼順序走，每一腳都剛好有一個對應結果，且每個結果都一樣，第二種為單向

箭頭的鬼腳，如圖（11），此種鬼腳每一腳都不一定會有一個對應結果。 
 1  2  3  4          1  2  3  4 
 
 
             圖(10)              圖(11) 
 
 
 3  2  4  1          1     4 
                     2 
                     3    
圖（10）：由於四個腳所走的路徑已經固定，所以即使順序改變，對應結果仍然不變。 
圖（11）：由於箭頭單向的限制，因此一腳可能出現多個數字結果，也可能都沒有數
字結果。 

      仔細觀察上述兩圖，鬼腳一畫好，對應結果就確定了，而既然不能改變圖形，那
是否可以改變走法，尤其對單箭頭是否可以更動方向呢？ 
 
 因此我們嘗試創造一種可以重複使用的新型鬼腳，使產生的對應結果種類不再侷
限於固定的同一種。所以我們試著每經過一次中間的短節，就將他的方向轉向，也就

是『不可追蹤』的走法，如圖（12）。這就好像有人在跟蹤我們，到了岔路時原本在
路口的箭頭指標向左，我們跑向左邊的路後，為了躲開追蹤，順勢將箭頭的指標轉成

向右。 
         1、行走順序為(1→2→3→4) 

(1.)  1      ( 2.)  2     (3.)   3    (4.)    4 
        
          (原圖)                                        對應結果是 1243  
                                                                                 
  
    圖(12)        1          1 2        1 2  3     1 2 4 3    

        2、行走順序為(1→2→4→3) 
          (1.) 1      (2.)  2     (3.)     4  (4.)   3 

 
 
                                                        對應結果是 1234  
 
                  1         1 2        1 2  4     1 2 3 4 
行走的順序不同，造成的對應結果竟然就不一樣！ 
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採用『不可追蹤』的新走法，行走的順序不同，所造成的對應結果也有可能不同，

但這個時候我們就有了疑問：每一種行走順序都會擁有不同的對應結果嗎？圖形不

同，造成的對應結果種類是否也不同呢？ 
 以下我們以『金字塔』這個圖形為例： 
       1、行走順序為(1→2→3→4) 
原圖   (1.) 1      ( 2.)  2    (3.)    3   (4.)     4    
 
 
                                                對應結果 1 2 3 4   
          1          1 2        1 2 3      1 2 3 4 
       2、行走順序為(1→2→4→3) 

     (1.) 1     (2.)   2      (3.)    4  (4.)   3      
 
 
                                                對應結果 1 2 4 3  
          1          1 2        1 2 4      1 2 4 3 
        3、行走順序為(1→3→2→4) 
       (1.) 1      (2.)    3   (3.)  2    (4.)     4    
 
 
                                                對應結果 1 3 2 4 
 
          1          1 3        1 3 2      1 3 2 4 
        4、行走順序為(1→3→4→2) 
       (1.) 1      (2.)    3   ( 3.)    4  (4.)  2        
 
 
                                                對應結果 1 3 4 2  
          1          1 3        1 3 4      1 3 4 2 
 
      5、行走順序為(1→4→2→3) 
       (1.) 1     ( 2.)     4  (3.)  2     (4.)   3 
       
 
                                                對應結果 1 4 2 3 
 

      1          14       1 4 2      1 4 2 3 
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我們也依照此種鬼腳的圖形模樣來命名分類，主要有六類：(1)棒狀(2)V字型(3) 
菱型(4)剪刀型(5)金字塔(6)鑽石型。有趣的是：每一種圖形所造成的種類變化都不盡
相同，所擁有的自由度也不一樣。 

 
我們將新型鬼腳與傳統鬼腳做個比較並將各類新型鬼腳歸納於下表： 
傳統鬼腳：以四腳為例 4*3*2*1=24，開始的選法有 24種，但當鬼腳圖被確定時，

對應結果只有一種，所以 24*1=24(24種結果變化) 
新型鬼腳：一開始的選法仍有 24種，但當鬼腳圖被確定後，行走順序不同時，
對應結果也不一樣。以金字塔為例，可高達 24種結果，所以 24*24=576(576種結果
變化)，當腳數增多時，變化的種類也急劇增加。 
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類        別 對   應  結  果 自  由  度 
 (1)          (2) 
 
 
 

 
(左上棒)    (右上棒) 

 
(1)   7   種 
(2)   8   種 

 
(1)24*7=168 
(2)24*8=192 

 (1)          (2) 
 
 
    (上 V字)    (下 V字) 

(3) 
 
 
 

 
(左 V字)    (右 V字) 

 
(1)   8   種 

 
(2)   8   種 

 
(3)  20   種 

 
(1)24*8=192 

 
(2)24*8=192 

 
(3)24*20=480 

 

    
 
 

 
(菱型) 

   
  14   種 

 
24*14=336     

   
 
 
         
         (剪刀型) 

 
20   種 

      
24*20=480 

  

   
 
 

 
 
(金字塔型) 

 
 

  24   種 

 
 

24*24=576 
     

   
 
 
 
         

 (鑽石型) 

  
  96   種 

 
120*96=11520     

上表中的腳數各有不同，不同的行走方式造成的不同對應結果數也不同，我們花

了很多時間製作了各種類型的圖版來實驗，發現並不是每一類型都有完全充分的不同

對應結果，為了找到能做完全充分變化的類型，我們取相同的鬼腳數（六腳）來做實

驗，別小看下面這個表，我們三人花了五天五夜，轉到手腳麻痺才做成。 
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類        別 對 應 結 果 種 類 自  由  度 

 (1)          (2) 
     

 
 

 
(左上棒)    (右上棒) 

 
(1)   16 種 
 
(2)   32 種 

 
(1)720*16=11520 

 
(2)720*32=2464 

(1) 
 

        （上 V字） 
(2) 
 
 
 
 

 
 
 

 （右 V字）  (左 V字) 

 
 

  (1)  33種 
 
  
 （2）238種 
 
 
 

 
 
（1） 720*33=23760 

 
 

（2）720*238=171360

    
 

(菱型) 
 

   
  

 136  種 

 
 

720*136=97920    

 
 
 
   
 
 

 
 
(金字塔型) 

 
 

  720  種 

 
 

720*720=518400 
     

 
 
 
   
 
 
 
         

 (鑽石型) 

  
 600  種 

 
720*600=432000    

從上面的兩個總表中我們發現當腳數相同時，以金字塔的變化種類最多，也最完全。 
（1） 四腳時變化種類有24種，搭配 24種不同的走法順序，使自由度為 576種 
（2） 六腳時變化種類有720種，搭配 720種不同的走法順序，使自由度為 518400種 
其餘圖形的自由度都遠比金字塔低，所以當我們要製作一副環保鬼腳時，最適宜的圖形
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就是「金字塔」。而且當我們真正操作這個環保鬼腳時，還有幾個特色，敘述如下： 
各種圖形若先將箭頭一起指向某一邊，當各腳都走完後，非常神奇的所有箭頭都

會回復原狀，又回到同一邊，這樣有兩個好處（1）若中間有人走錯，當全部走完時會
出現有的箭頭指向不同邊（2）若有另一批人緊接著要玩這鬼腳時，那就直接走下去，
根本不用重新調整箭頭，真是環保中的環保啊！ 

四、環保鬼腳的應用： 

（一）不可追蹤走法的運用─摸彩 

 現在有 A、B、C、D四人要進行摸彩，他們走進了圖(13)，而它們摸彩的順序為
C、A、D、B，第一大獎被 A抱走了。後來又來了四個人 E、F、G、H，順序為 F、
G、E、H，其中 A和 F是朋友，因此 A偷偷跟 F說走第三腳可以抽到電視，結果呢？
如圖(14)。 
 順序 3 4 2 1                             順序 2 3 1 4 
 人名 D B A C                           人名 G E F H 
 
 
 
 
                圖(13)                                   圖(14) 
 
 
 
        A D B C                                G E H F 
        電手吹銘                               電手吹銘 
        視表風謝                               視表風謝 
            機惠                                   機惠 
              顧                                     顧 
由以上的過程可以得知：不可追蹤走法的鬼腳圖可以重複使用，只要行走的順序不

同，所對應的結果就會變動，具有極高的自由度。 
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（二）不可追蹤走法的另一運用──密碼鎖 
以下我們以 5732這個數字為例，比較一般密碼鎖與鬼腳號碼鎖的差異： 
一般密碼鎖： 
（1） 從0~9選出 2、3、5、7四個數字，其中有 210種變化。 
（2） 接著排出正確的順序：5732，其中有 24種變化。 
（3） 輸入 
鬼腳號碼鎖： 
（1） 從0~9選出 2、3、5、7四個數字，其中有 210種變化。 
（2） 排出鬼腳圖起始數字的位置：5732，有 24種變化。 
     （5在第一腳，7在第二腳，3在第三腳，2在第四腳） 
（3） 知道鬼腳行走的順序，有24種變化。 
     （比方說是：第三腳    第二腳    第一腳     第四腳） 
（4） 假設鬼腳中間的版塊是「金字塔」，其數字對應結果還有 24種變化，必須找
出 3752這幾個數字對應結果。 

          行走次序 3 2 1 4             
          起始數字 5 7 3 2          3        7        5              2 

 
                                                   
                                              
                                              
                             3        7        5        2 5 7 3 對應結果  
（5） 輸入 
  一般密碼鎖：210*24 = 5040（共有 5040種變化）  
鬼腳號碼鎖：210*24*24*24 = 2903040種變化（共有 2903040種變化） 
  若再將鬼腳的腳數擴充，或者使鬼腳圖的配置更複雜，其中的變化種類可是
很驚人的！ 

  此外，有的時候要是不小心被別人得知自己的密碼，那就完蛋了！用了鬼腳
號碼鎖，即使起始數字曝光，但是若不知道鬼腳的行走順序也無法馬上開鎖，要是

這小偷想一個一個去試，那可要花上一大把時間呢！ 
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ㄧ般密碼鎖： 選出正確的數字    鬼腳號碼鎖：  選出正確的數字  
 
 
 
 
 
 
             排好這些數字的                 將數字排好先後順  
             先後順序                       序擺在鬼腳圖的起 
                                                 始位置上 
 
 
 
 
 
 
               輸      入                   須得知鬼腳行走的 
                                                 順序 
 
 
 
 
 
 
                                            走出的數字對應結 
                                              果才是密碼 
 
 
 
 
 
                                               
                                              輸     入 
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肆、結論： 
(一) 傳統的基本鬼腳，中間的短節沒有箭頭，可供雙向通行，此種鬼腳常常

因為節數過多而顯複雜，我們已尋找出多種化簡版塊及代換版塊來對鬼腳圖施行化簡

的工作，最後再畫成棒狀，檢驗是否已是最簡鬼腳圖。 

                                     

代        換       版      塊
（1）     
 
                       (V字型) 

（2）     
 
                      （菱 型）

（3）       
 
                     （金字塔型）

（4）     
 
                     （剪刀型）

（5）       
 
                       （鑽石型）
 

 

 

 

 

 

 

 

 

除了這些基本型的化簡版塊之外，還有其他大面積的代換版塊及化簡板塊。 

(二) 在鬼腳圖的短節上加入單向箭頭，對應的數字結果會受到單向箭頭的牽制，而達

化       簡        版      塊 
（1） 
                   （二字型） 

（2） 
 
                     （樓梯型） 

（3） 
 
                     （梯型） 

（4） 
                     （閃電型） 

（5） 
 
 
                     （M字型） 

（6） 
 
                     （剪刀型） 
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到分組的效果，若單箭頭加了太多，可依「斜排消去法」建立的化簡版塊施行化

簡。 
(三) 採用「不可追蹤」走法的新型鬼腳，因為對應結果排列隨著行走順序的不同而產
生變化，所以具有極高的自由度，可以重複使用。我們也依照其圖形的形狀分成了幾

類： 
類        別 對       應       結       果 

 (1)          (2) 
 
 
 
 

(左上棒)    (右上棒) 

 
(1)   7   種 
(2)   8   種 

 (1)          (2) 
 
 
 
    (上 V字)    (下 V字) 

(3) 
 
 
 

(左 V字)    (右 V字) 

 
(1)   8   種 

 
(2)   8   種 

 
(3)  20   種 

    
 
 

 
(菱型) 

   
 

      14   種 

   
 
 
        

   (剪刀型) 

 
 

       20   種 

   
 
 

 
(金字塔型) 

 
 

       24   種 

   
 
 
 
     

      (鑽石型) 

  
 

       96   種 

 
上表中各類別的腳數不盡相同，箭頭隊形不同都會影響對應結果總數，我們再限

定為相同的腳數，觀察如下表： 
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類        別 對 應 結 果 種 類 自  由  度 

 (1)          (2) 
     

 
 

 
(左上棒)    (右上棒) 

 
(1)   16 種 
 
(2)   32 種 

 
(1)720*16=11520 

 
(2)720*32=2464 

(1) 
 

        （上 V字） 
(2) 
 
 
 
 

 
 
 

 （左 V字）  (右 V字) 

 
 

 
   (1)   33種 
 
  
  （2）  238種 
 
 
 

 
 

 
（1）720*33=23760 
 
 
（2）720*238=171360 

 
 

    
 

(菱形) 
 

 

   
 

  136  種 

 
 

720*136=97920    

 
 
 
   
 
 

 
 

(金字塔形) 

 
 
 
 

  720  種 

 
 
 
 

720*720=518400 
     

 
 
 
   
 
 
 
         

 (鑽石形) 

  
 
 
 

 600  種 

 
 
 
 

720*600=432000    

由以上兩個總表比較得知：各種圖形中，以「金字塔」圖形在相同腳數下，有最完整

的變化，所以我們選擇金字塔圖形作為不可追蹤的新型鬼腳代表。當然使用時，單箭

頭的起始指向可左右混雜，這樣能更具隨機及公平性。 
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（四）我們可以將鬼腳靈活應用在其他方面，例如： 

（1）人群分組。 
 （2）一維換位遊戲： 

       在此遊戲中，我們利用鬼腳的單向箭頭表示出棋子移動的方向及方式，
其中我們推算出 n個棋子要互相對調的最簡移動步數是 n*（n+2）步，我們
還可以直接繪出最簡移動路徑的鬼腳圖。 

 
（3）摸彩： 

     我們利用「不可追蹤」走法鬼腳的自由度即可重複使用的特性，設計出
可供多人多次摸彩的鬼腳圖，即使起始位置相同，但會因為摸彩順序不同而

得到不同的結果。 
 
（4）號碼鎖： 

        一般需要輸入密碼的鎖，只要將密碼的數字猜出來並輸入就可以成功地打
開鎖，其中要克服的數字變化不會太多。但是利用裝有「不可追蹤」走法鬼腳

的號碼鎖後，想要成功地解開密碼，可就很難了！由於此種鬼腳的自由度相當

高，若是不知道其行走的先後順序，想用數字一個一個去試，困難度就更高了。 
 

(五)傳統走法的兩個疑點：（1）會不會走不到出口(即 1－無) 
                      （2）會不會走到同一出口(即 多－1) 
   由不可追蹤的探討知道這種鬼腳絕對不會走到同一出口，也就說必為 1－1 
解釋如下: 

       
   如：傳統兩腳鬼腳                      不可追蹤新型鬼腳 
    甲       乙         

        
       或 

 
當傳統鬼腳，在採甲或乙案時，不可追蹤鬼腳是採那一腳先走來取代？而當確

定甲案或乙案後，就像不可追蹤鬼腳已確定了哪一腳先走。所以最重要的疑問

是〝會不會走到同一出口？〞非常明白的，由不可追蹤走法立即予以否決！ 
因此得證傳統鬼腳必為 1－1。 

伍、參考資料： 
（一）部頒國民中學數學課本第三冊及第四冊 

（二）趣味數學300題（凡異出版社） 


