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作品摘要：從“4=3”圖形數談起 

在一次五子棋的廝殺中，為了避免弟妹干擾玩耍的興致，因此隨便抓了一

把棋子讓他們玩玩，沒想到他們用了相同多的棋子，排成了三角形與四邊形的

圖形。我們覺得蠻有趣的，因此我們想到一個研究的問題：「在移動最少棋子的

條件限制下，將三角形數移成平行四邊形數」。我們稱這一個方法為「4＝3切割

法」，運用這個切割法的結論我們知道： 

一、 所有的三角形數皆等於平行四邊形數(合數)。 

二、 「三角形數＝菱形數」等價於「
( )

=
+

2
1nn
完全平方數」的問題，而且

在一億個 n值當中，只有 10個數值滿足「三角形數＝菱形數」。 

三、 求2的有理逼近分數並估計誤差。 

四、 比較「4＝3切割法」所求逼近 2的分數與連分數展開所計算的分數，

展現有趣的關係。 

綜合這些性質，我們發現研究主題皆與“ 2”息息相扣，在此不得不讚嘆

「數」的美妙。 
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【從”4＝3”的圖形數談起】 

壹、研究動機： 

在一次五子棋的廝殺中，為了避免弟妹干擾玩耍的興致，因此隨便抓了一把棋子讓

他們把玩，沒想到他們用了同樣多的棋子，排成了正三角形，然後又移動棋子排成了平

行四邊形（第四冊『幾何圖形』）。突然靈感一來：「這種圖形的轉換可能和因數分解（第

一冊）有關，若再配合數的性質探討如：質數、合數、完全平方數（第一冊與第三冊）

可能就是解開這個問題的方向」。於是我們展開了奇妙的” 4＝3”的數學世界。 
貳、研究目的： 

一、從「4＝3」的圖形數轉換，定義「4＝3」切割法並證明。 

二、利用「4＝3」切割法，求解「
( )

=
+

2
1nn
完全平方數」的問題。 

三、運用「4＝3」切割法，找2的有理逼近分數。 

四、運用「4＝3」切割法，找2的有理逼近分數並估計誤差。 

五、比較「4＝3」切割法計算2」與「連分數展開計算 2」，所得數列的關係。 

六、找其他逼近 2的有理數列，並證明電腦所提供的資訊。 

參、研究過程： 

一、從「4＝3」的圖形數轉換，定義「4＝3」切割法並證明。 

定義「4=3」切割法：在移動最少個數的條件下，將三角形數切割重排成平行四邊形數

的圖形，稱為「4=3」切割法。我們一開始的動機就是要找移動個數最少的規律，我們

令n為三角形數邊長個數，從n=3~50開始，透過實做收集資料。因為老師說啊…數學
就是不斷觀察產生的喔！下表中綠色為移動的棋子，藍色為保留不動的棋子，我們利

用因數分解得出結果，並將部分列於下表： 

（表一） 

 

n值 原圖形（三角形數） 移動結果（平行四邊形數＝寬×長） 最少移動個數 
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原圖形（三角形數） 移動結果（平行四邊形數＝寬×長） 最少移動個數 
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n值 原圖形（三角形數） 移動結果（平行四邊形數＝寬×長） 最少移動個數 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

∑
=

6

1i
i=21 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

∑
=

5

1i
i=15 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（36＝4×9） 

∑
=

4

1i
i=10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8 

   

2∑
=

2

1i
i=6 

˙ 
˙˙ 
˙˙˙ 
˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙ 
 

˙ 
˙˙ 
˙˙˙ 
˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙
 

˙ 
˙˙ 
˙˙˙ 
˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙
 

˙ 
˙˙ 
˙˙˙ 
˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙
 

 

 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 
 

 
 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 

 
 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙˙˙˙ 

 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 
˙˙˙˙˙˙ 

（36=6×6） 

（36=3×12） 

（36=2×18） 



5

 根據上面之移動方式，我們從n≥9開始只列出最少移動個數後所排成之平行四邊形
（或菱形）的”寬×長”，並將n分成奇數及偶數表列如下： 
（表二） 

n值 
三角形數＝平行四邊形數 

   ＝寬×長 
最少移動個數 

9 45=5×9 ∑
=

4

1i
i=10 

11 66=6×11 ∑
=

5

1i
i=15 

13 91=7×13 ∑
=

6

1i
i=21 

15 120=10×12 ∑
=

5

1i
i+∑

=

3

1j

j =21 

17 153=9×17 ∑
=

8

1i
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19 190=10×19 ∑
=

9
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…. … … 

49 1225=35×35 2∑
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10 55=5×11 ∑
=

5
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i=15 

12 78=6×13 ∑
=

6
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14 105=7×15 ∑
=

7
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i=28 

16 136=8×17 ∑
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8
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18 171=9×19 ∑
=

9
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20 210=14×15 ∑
=

6

1i
i+∑

=

5

1j
j=36 

… … … 

24 300=15×20 ∑
=
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i+∑
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…. … … 

50 1275=25×51 ∑
=

25

1i
i=325 

  

由實做所得的資訊，我們體認到：「將三角形數移成平行四邊形數」的問題，等價於

「
( )

2
1+nn
＝ ba× 」因數分解的形式（其中， ba ≤ ，a、b均為 ( )

2
1+nn
之因數）。而 
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且我們更發現到最少移動棋子的方法是由

( )
2

1+nn
正因數所”分佈”的情形來決定。為

了更清楚闡明此一事實，我們利用因數分解的對偶性將
( )

2
1+nn
所有正因數”定位”。

得到兩個結論：  

結論一（證明見附錄一） 

第一、若a點在A區，b點必落在C區。 

第二、若a點在B區，b點必落在B區。 

第三、若a點等於
2
n
，則b點必等於(n+1) （n為偶數，如圖一） 

第四、a點等於
2

1+n
，則b點必等於n（n為奇數，如圖二） 

 

 

 

 

 

 

A區範圍[1，
2
n
），B區範圍（

2
n
，n+1），C區範圍（n+1，

2
)1( +nn
] 

 

 

 

 

 

 

A區範圍[1，
2

1+n )，B區範圍（
2

1+n
，n），C區範圍(n，

2
)1( +nn
 ] 

 

由上述的數線圖與「端點守門員」所形成的「門檻」，我們可以得到「4=3」切割法的四

點論證： 

結論二（證明見附錄二） 

第一、 3≥n 時，所有的三角形數皆可移動重排成平行四邊形。 

第二、若
( )

2
1+nn
的因數完全被「擋在」B區之外（門檻守得很好），則以寬和長落在兩「門

檻」的因數分解形式，所移成的平行四邊形，移動個數最少。 

第三、若
( )

2
1+nn
有因數進入B區（門檻守得不好），則在B區中的因數分解形式，一定

比落在門檻上的因數分解形式要好（也就是移動個數較少）。 

2
n (n+1)

A C B 

2
)1( +nn1 

2
1+n

 
n 

A C B 

1 
2

)1( +nn

（圖一） 

（圖二）
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第四、

( )
2

1+nn
進入B區的因數不只一組，則以「對偶因數」中，差距最小的那一組移

動最少。利用實際圖形說明上面的移動方法： 

 

( )
2

1+nn
有因數落在B區：其移動的方式，不管n為偶數還是奇數，皆是切掉上面及右

下角兩個三角形後，往「右側中間」移動。移動總個數為[1+2+3+…..+(n-a)]＋[1+2+3+…+

（n -b）] = ∑∑
−

=

−

=

+
bn

j

an

i
ji

11
＝

2
)()( 2 anan −+−
＋

2
)()( 2 bnbn −+−
 

（如圖三，以n=8舉例）。 

 

 

 

 

 

 

 

（圖三） 

 

B區沒有
( )

2
1+nn
的因數：移動的方式是切掉頂端的一個三角形，整個往右下角補齊 

n為偶數：所形成之長方形的寬為a＝
2
n
、長為b＝n+1，移動總個數為： 

∑
=

2

1

n

i
i＝1+2+3+….+

2
n
 ＝

8
)2( +nn
。（圖四，以n=10舉例）。 

 

 

 

 

 

 

（圖四） 

n為奇數：所形成之長方形的寬為a＝
2

1+n
、長為b＝n，移動總個數為 

∑
−

=

2
1

1

n

i
i＝1+2+3+…+ 

2
1−n
＝

8
12 −n
。（如圖五，以n=9 舉例）。 
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（圖五） 

在實做過程中，我們產生了兩個疑問： 

第一個：在「4=3」切割法中，切掉兩塊小三角形後，向「右側中間」移動，而排成平行

四邊形的三角形總個數，應該比只能切掉一塊小三角形這一類的總數少吧？（會

提出這個猜想是因為在n=1~100中，只有28個n值是可切成兩個三角形。）              

（數值資料見附錄三） 

第二個：在「4=3」切割法中，「三角形數=菱形數」個數，應該不會太多？（在 1=n ~100
中才找到8與49兩個）。 

針對猜想一，我們目前無法證明出誰多誰少，故求助於電腦的計算幫我們做判斷，從數

據中整理表格及圖顯示如下：（表三） 

n的範圍 需切成兩塊三角形者之個數 所佔比例（%） 

1~100 28 28 

1~200 62 31 

1~500 177 35.4 

1~1,000 385 38.5 

1~2,000 831 41.55 

1~5,000 2218 44.36 

1~10,000 4622 46.22 

1~20,000 9528 47.645 
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 因為電腦一直當機，所以囉！我們只列出20,000以內需切掉兩塊小三角形重排成平

行四邊形的個數。不過我們仍然發現了：範圍較小時，果然是切掉一塊的贏，但隨著所

取n的範圍越大，切掉兩塊三角形的比例就慢慢追上了。研判電腦所獲得的資訊，我們

的第一個猜想被電腦呈現的數據給顛覆了。雖然上面的統計圖並未呈現切掉兩塊三角形

的總個數超過50%，但可看出所佔的比例是呈上升趨勢。針對這種增加的趨勢，我們提

出這樣的解釋： 

「隨著n越大，兩門檻之間的距離就越大，在這麼一大段的距離當中 

( )
2

1+nn
的因數落入B區的機會也隨之增加」。 

配合電腦所提供的資料與我們的解釋，重新修正了猜想一的想法了： 

修正猜想一： 

 

在「4=3」切割法中，切掉兩塊小三角形，向「右側中間」移動排成平

行四邊形的三角形總數，應該比切掉一塊三角形而排成平行四邊形的總

數多！如果不會比較多，兩者之間的比值應趨近於1。 

 

當然這一個猜想也未證出，那到底對不對？需配備更好的電腦或找到良好的證明方向才

得知了。 

猜想二：「三角形數等於菱形數」的個數應該不多？ 

根據電腦所提供的數據得知：「切兩塊三角形拼成平行四邊形的個數」實在太多了，不

好掌控，因此我們把焦點集中「三角形數等於菱形數」在的問題上，也就是 

探討：『
( )

2
1+nn
＝完全平方數』的問題。 

二、利用「4＝3」切割法，求解「
( )

=
+

2
1nn
完全平方數」的問題 

我們利用「4=3」的四個切割結論，來解『
( )

2
1+nn
＝完全平方數』的問題。原理如下： 

（n為偶數的端點） 

 

 

 

                     

（n為奇數的端點） 

 

 

 

                                                  

 

 

2
1+n

2
n (n+1)

   

 

n
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第一：採用第五頁的結論，n為偶數時我們令左端點＝

2
n
，右端點＝ 1+n ；n為奇 

數時我們令左端點＝
2

1+n
，右端點＝n。 

第二：做因數分解：
( )

2
1+nn
=a×b，a＝左門檻、b＝右門檻（a＜b）。將a、b再做因數

分解得 11yxa = 、 22 yxb = （令 2211 , yxyx ≥≥ ）。 

第三：如果 21 xx < 、 1y ＜ 2y ，取 1a ＝ 21yx 、 121 yxb = ，則 1a 、 1b兩數亦為 ( )
2

1+nn
的因

數，且 1a 與 1b兩因數「突破防守」，進入B區。（證明見附錄四） 
第四：當 2

1xa = （ 11 yx = ）與 2
2xb = ( )22 yx = 皆為完全平方數時，則 2111 xxba == 一定

在B區，且切割重排後的圖形就是菱形。 

經由上面的思考，我們得到一個相當有用的結論： 

結論三 

 

『三角形數=菱形數（完全平方數）』的問題等價於： 

「門檻」的兩個端點皆為完全平方數。 

 

利用上述的結論求解「
( )

=
+

2
1nn
完全平方數」的問題： 

第一類：n為偶數：兩端點分別為
2
n
、 ( )1+n ，令 

 






=+

=

2

2

1
2

yn

xn
  …………（＊）其中x，y為正整數 

將（＊）整理得出方程式： 22 12 yx =+ （＊1），我們將利用它幫我們解出 

『
( )

2
1+nn
＝完全平方數』的問題。但這個方程式國中沒有教如何求解，因此我們

用”土法煉鋼”的方式，代入試驗，找出（＊1）解答。還好有電子計算機幫忙，起
步還不算太難，再加上y一定是奇數，因此我們將 y=1、3、5、7、9⋯⋯99等逐一
代入（＊1）中，用電子計算機計算x的值，再將x 也是正整數的數對( )yx, 找出，
整理如下： 

（表四） 

y x 附註 

0y  1 0x  0 不是正整數解但有助於觀察故一併列出 

1y  3 1x  2 第一組解 

2y  17 2x  12 第二組解 

3y  99 3x  70 第三組解 
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 由表四，我們發現：x,y第二、三組解滿足下面的形式： 





−=−=
−=−=

123012

123012

6,6
6,6

yyyyyy
xxxxxx
，換句話說，整數解滿足□ 2+k =6□1+k －□ k，的形式。 

我們透過□ 2+k =6□1+k －□ k的遞迴關係，求出（ 44 , yx ）＝（408，577）再代入 

22 12 yx =+ 中驗算，等號成立。透過這樣的方法，利用電腦收集正整數解，並計算
x
y

之值，整理如表五： 

（表五） 

ky  kx  
k

k
x

y
比值 

k

k
x

y
數值 

準確位數（小數點後）

2 ≈1.41421356237310
1 0 Inf Inf 不是正整數解 

3 2 2
3  1.50000000000000 0 

17 12 12
17  1.41666666666667 2 

99 70 70
99  1.41428571428571 4 

577 408 408
577  1.41421568627451 5 

3363 2378 2378
3363  1.41421362489487 6 

19601 13860 13860
19601  1.41421356421356 8 

114243 80782 80782
114243  1.41421356242727 9 

665857 470832 470832
665857 1.41421356237469 11 

3880899 27442102744210
3880899

 
1.41421356237314 13 

由表五，我們得到一個結論： 

22 12 yx =+ 之整數解 ( )kk yx , ，滿足一個二階遞迴關係式 





−=
−=

++

++

kkk

kkk

xxx
yyy

12

12

6
6

  ，其中
12,2
17,3

21

21

==
==

xx
yy
  k＝1,2,3…. 

老師說，試驗法所得的結論並不能當作是證明，需用數學歸納法證明這個結論為真，

才可說完成證明。經過幾番的努力終於完成證明。（證明詳見附錄五） 

到此我們透過 22 12 yx =+ ，解出『
2

)1( +nn
＝完全平方數』『一半』的解答： 

結論四 

 

當n＝ 12 −ky     其中 ,17,3 21 == yy kkk yyy −= ++ 12 6 ，k＝1,2,3…時， 
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2
)1( +nn
就為一完全平方數，此時三角形數=菱形數。（哈哈，解決一半了！！！） 

 

第二類：n為奇數：兩端點分別為
2

1+n
、n，令 

 






=

=
+

2

2

2
1

yn

xn
  …………（＊＊）其中x，y為正整數，  

將（＊＊）整理得到方程式： 12 22 += yx （＊＊2）。有了n為偶數的方法做基礎，我

們如法炮製，運算後發現n為奇數的結論和偶數一模一樣。 

利用電腦收集正整數解，並計算
x
y
值整理如表六：                （表六） 

ky  kx  
k

k
x

y
比值 

k

k
x

y
數值 

準確位數（小數點後）

2 ≈1.41421356237310
1 1 1 1.000000000000000 

7 5 5
7  1.40000000000000 1 

41 29 29
41  1.41379310344828 2 

239 169 169
239  1.41420118343195 4 

1393 985 985
1393  1.41421319796954 6 

8119 5741 5741
8119  1.41421355164605 7 

47321 33461 33461
47321  1.41421356205732 9 

275807 195025195025
275807 1.41421356236380 10 

  同樣的，我們得到一個結論： 

方程式 12 22 += yx 之整數解 ( )kk yx , ，分別滿足一個二階遞迴關係式 





−=
−=

++

++

kkk

kkk

xxx
yyy

12

12

6
6

  ，其中
5,1
7,1

21

21

==
==

xx
yy
  k＝1,2,3….（證明方法同附錄五，略） 

透過上面的討論，我們利用 12 22 += yx 之方程式，將『
2

)1( +nn
＝完全平方數』『另一

半』解答出來了。 

結論五 

 

當n＝ 2
ky     其中 ,41,7 21 == yy kkk yyy −= ++ 12 6 ，k＝1,2,3….時， 
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2
)1( +nn
就為一完全平方數，此時三角形數=菱形數。（哈哈，全部解出來了！！！） 

 

到此我們完全解決猜想二的問題：＜三角形數＝菱形數＞，藉由上面的方法我們可以算

出，3 ≤≤ n 100,000,000中產生菱形數的地方為： 
『8、49、288、1,681、9800、57,121、332,928、1,940,449、11,309,768、65,918,161』 

此結果頗讓我們感到驚訝，雖然預期很少（因為1~50有兩個），但研究的結果竟然發現「一

億之中才十個而已」，猜中的機率比中『樂透』彩的五百四十萬分之一還小。 

真想不到！！ 

三、運用「4＝3」切割法，找2的有理逼近分數 

上一個研究中，我們利用「4=3」的切割理論，完全解出『
2

)1( +nn
＝完全平方數』的

問題。在解題個過程中，我們發現一種計算 2近似值得方法，而這種計算方法的可行

性，是架構在我們先前所定的門檻中，「右門檻幾乎是左門檻的兩倍上，而且兩門檻距離

越遠，比值越接近2」。 

 

第一類：n為偶數 

 







−−−−=+

−−−−−−=

)2(1

)1(
2

2

2

kk

k
k

yn

x
n

 

       
)1(
)2(
 ⇒ 

2










k

k

x
y

k

k

n
n )1(2 +

=  

⇒ 
k

k

x
y

k

k

n
n 1

2
+

×=
kn

112 +×= -----（3） 

 

根據上個研究，我們知道
k

k

x
y
為 22 12 yx =+ 之整數解的比值，且由（3）得知分母 kx  越

大，
k

k

x
y
越接近 2，所以{

k

k

x
y
}為逼近 2遞減數列。 

（數列：{
k

k

x
y
}＝             ）。 

第二類：n為奇數 

 






−−−−=

−−−−−−=
+

)2(

)1(
2

1

'2

'2

kk

k
k

yn

x
n
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( )
( )'

'

1
2
 ⇒ 

2










k

k

x
y

( )1
2
+

=
k

k

n
n
 

⇒ 
k

k

x
y

1
2

+
×=

k

k

n
n

1
112
+

−×=
kn
-----（3'） 

同樣的，我們知道
k

k

x
y
為 12 22 += yx 之整數解的比值，且由（3'）知道分母 kx 越大， 

k

k

x
y
越近 2，所以{

k

k

x
y
}為逼近 2遞增數列。（數列：                         ）。 

透過上面的推導我們可得到下面五個論證： 

結論六（證明見附錄六） 

第一：兩數列皆逼近 2。圖示如下： 

12 22 += yx 所結構出的有理數列   22 12 yx =+ 所結構出的有理數列 

                                   

                                    2 

第二：「分母越大，離 2越近」。 

第三：每個分數均為最簡分數。 

第四： 22 12 yx =+ 整數解的比值：分子為奇數、分母為偶數 。 

第五： 12 22 += yx 整數解的比值：分子為奇數、分母為奇數。 

透過我們的方法，可找到兩串分數數列，皆逼近 2。再回到我們遇到的遞迴關係，

這是我們頭一次碰到的新概念。故上網搜尋資料，在師大的網站上找到了二階遞迴數

列通解的表現式（見附錄七），我們直接套用求出數列{ }kx 通解，並估算數列中每一項

與 2的誤差範圍。 

四、「4＝3」切割法，找2的有理逼近分數並估計誤差 

透過方程式 22 12 yx =+ 得到一逼近 2的遞減數列：，               取分母成一

新的數列{ }kx ＝{2、12、70、⋯⋯}，它為二階遞迴數列，透過在網站所查的資料，計

算 kx 的通解表現式： kx  = 
22

1
[ kk )223()223( −−+ ]，k=1，2，3⋯。 

（圖七）
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利用上面的數值做
k

k

x
y
與 2之誤差估計，（過程見附錄八）得： 

2−
k

k

x
y
＜ 253

1
−× k      k＝1,2,3….由此誤差估計的形式可以得到下列結論： 

結論七 

第一：在 2的右側任取一小段距離ε，我們一定可以找到足夠大的k，使得 253
1

−× k ＜

ε ，故可看出不管ε多小，一定可以一個找到
k

k

x
y
在此距離之中。 

第二：當 kn > 時， ε<<
k

k

n

n

x
y

x
y

。所以不管距離取的多小，皆存在無窮多個 
n

n

x
y
逼近 2。 

圖示如下： 

 

 

                                   距離＝ε  
 

                                       253
1

−× k  

再透過方程式 12 22 += yx 所得到逼進 2的數列，取分子成一新的數列： 

{ }ky ＝{1、7、41、239⋯⋯}，它為二階遞迴數列，計算{ }ky 的通解表現式： 

yk = 22
1
[（2+2） ( ) 11 223)22()223(

−− −−−+
kk ]，k=1，2，3⋯。 

同樣，我們可推得
k

k

x
y

−2 < 254
1

−× k ，k=1、2、3⋯。由此誤差估計的形式可以得

到下列結論由此誤差估計的形式可以看出： 

結論八 

第一：在 2的左側取任一小段距離ε，我們一定可以找到足夠大的k，使得 

254
1

−× k ＜ε ，因此不管ε 多小，一定可以找到一個
k

k

x
y
在此距離之中。 

 

第二：當 kn > 時， ε<<
n

n

k

k

x
y

x
y

。故不管距離取的多小，皆存在無窮多個 
n

n

x
y
逼近 2 

 

 

 

 

（圖八） 

n

n

x
y

 k

k

x
y

2 ε+2
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 圖示如下： 

 

 

 

 

 

                                   距離＝ε  
 

                            

 

 

透過上面的誤差估計，我們很清楚的知道， 2這一個數值的「附近」，有無窮多個有

理數靠近它，而且這些有理數最後幾乎是「擠成一團」。所以 2不會孤單，它的身旁

永遠有無窮多個朋友陪伴它。 

五、「4＝3」切割法計算2」與「連分數展開計算 2」，所得數列的關係。 

由探討「4=3」圖形數的轉換，我們發展出計算2近似值的方法，但針對無理數

逼近的問題，一般常使用的方法為「連分數展開」。我們想了解一下，用我們的方法來

逼近 2，有沒有比「連分數展開」法「快」呢？ 

       （一）比較連分數展開法與「4=3」切割法所得數列 

2表為連分數： 2＝

...2
12

12

11

+
+

+
+  ，記為[1，2，2，2，2……….]  

 

 

即第一項=
1
1
， 

第二項[1，2]＝
2
11+ ＝

2
3
， 

        第三項[1，2，2]＝1+

2
12

1

+
＝

5
7
， 

第四項：[1，2，2，2]＝
12
17
， 

（圖九） 

n

n

x
y

 k

k

x
y

2ε−2

254
1

−× k

＜
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第五項：[1，2，2，2，2]＝

29
41
， 

⋯⋯依此類推，可得到連分數展開的漸進分數數列。 

利用前面我們所得之 2的兩個漸近分數數列，與 2用連分數展開所得的漸進

分數做比較，令人驚訝的是，我們用「4=3」切割法所得的兩個數列，恰好構成用連

分數展開所得的漸進分數。即： 

結論九 

第一：利用方程式2
2x +1=2y ，得到之整數解比值

x
y
，恰為 2利用連分數展開之2，4，

6，8，10…項。（n為偶數時） 

第二：利用方程式2
2x = 2y +1，得之整數解比值

x
y
，恰為 2利用連分數展開之1，3，

5，7，9…項。（n為奇數時） 
將上述的關係以對照表呈現如下： 

連分數數列： 

1
1
、

2
3
、

5
7
、

12
17
、

29
41
、

70
99
、

169
239
、

408
577
、

985
1393
、

2378
3363
、

5741
8119
、

13860
19601

、

33461
47321

.. 

 

 

偶數：  
2
3
、       

12
17
、       

70
99
、        

408
577
、         

2378
3363
、          

13860
19601

… 

 

奇數：
1
1
      

5
7
、      

29
41
、      

169
239
、         

985
1393
、        

5741
8119
、            

33461
47321

.. 

（二）誰收斂的快： 

因此回到開頭我們所問的問題：「哪一種方法逼近的比較快？」，由上面的對照表 

我們可清楚的看出，我們的方法逼近到 2的數度較快。（圖示說明如圖十） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（圖十）
藍線：連分數展開法。 

紅線：2
2x +1=2y ，整數解比值。

綠線：2
2x = 2y +1，整數解比值。

5
7 29

41 169
239

2
3

12
17

99
70

2

1
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（三）「為什麼這麼巧？」 

結論九是一個有趣的現象，從對照表來看，我們不得不讓我們佩服”數的奧妙”： 
「由三個不同的計算式子，竟然有著類似『遺傳性質：後代保有父母親的特徵』」。這

種『情節』和好像在尋找多年失散的親人一樣，會心一笑！ 

這是一個巧合嗎？經過一段時間的思考，再和老師討論，尋取有用的資料之後，我們

發現，這不是一個「巧合」，它是一個「必然」的結果。它是由 

第一、有理逼近的兩個定理。 

第二、 2數展開所成部分商的結構。 

第三、「4=3」切割結論。 

三個「數學性質」所決定。在說明這個「巧合」之前，先介紹何謂最佳分數： 

「最佳分數」：
q
p
比一切分母不大於 q的分數，都更接近無理數x，稱

q
p
為最佳分數。 

現在開始為說明結論九鋪路，分三個部分說明如下： 

1、有理逼近的兩個定理： 

將無理數展開成連分數x=[ Λ,,,,, 43210 aaaaa ]，得各漸進分數分別為： 

1
0

0

0 a
q
p

= ，
1

10

1

1 1
a
aa

q
p +

= ，
2

2

q
p
，

3

3

q
p
⋯等。其中

21

21

−−

−−

+
+

=
iii

iii

i

i

qqa
ppa

q
p

。 

定理一：在分母不大於 11 aq = 的一切分數中，只有： 

q
a 1

0 + 是最佳分數。（其中 1
1

2
1 aqa

≤≤
+

） 

定理二：設 2≥n ，在分母大於 1−nq ，但不大於 nq 的一切分數中，只有 

21

21

−−

−−

+
+

iii

iii

qqt
ppt
是最佳分數。（其中 ni

n

n
n at

q
qx ≤<








−

−

−

1

2

2
1

）。 

21 ,,[ ++= nnnn aaax ⋯] 

「（節錄自「數學歷史典故  梁宗巨著」之p.216~217）」 

2、連分數展開 2＝[1，2，2，2，2……….]，套用有理逼近理論定理一、定理二，可

將 2的所有最佳分數寫出（加框者是用上述定理算出的項，未加框者是 2連分

數展開的漸進分數）如下 

1
1
、

2
3
、

3
4
、

5
7
、

12
17
、

17
24
、

29
41
、

70
99
、

99
140
、

169
239
、

408
577
、

577
816
、

985
1393
、

2378
3363
、

3363
4756
、 

5741
8119
、

13860
19601

⋯ 

為了討論方便，我們把 2之最佳分數依分子與分母奇偶性分成三大類：得到結論十 
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 結論十 

令集合A={2之最佳分數所成的集合}，( )AΙ  、 ( )AΦ 、 ( )AΨ 為A之子集合： 

( )AΙ ={
1
1
、

5
7
、

29
41
、

169
239
、

985
1393
、

5741
8119
、⋯}。（分子與分母皆奇數） 

( )AΦ ={
2
3
、

12
17
、

70
99
、

408
577
、

2378
3363
、

13860
19601
⋯}。（分子為奇數、分母為偶數） 

( ) =Ψ A {
3
4
、

17
24
、

99
140
、

577
816
、

3363
4756
⋯}。（分子為偶數、分母為奇數） 

滿足兩個性質：A=( )AΙ ∪ ( )AΦ ∪ ( )AΨ 、 ( )AΙ ∩ ( )AΦ ∩ ( )AΨ ＝ψ。 
3、由「4=3」切割法我們知道下面的事實： 

結論十一（說明見附錄九） 

設集合 ( ) =AR { 22 12 yx =+ 整數解的比值}所成的集合。 

集合 ( )AL ={ 12 22 += yx 整數解的比值}所成的集合。 

則 ( )AR 、 ( )AL 中的元素，皆為 2的最佳分數。 

 到此，我們可以開始說明「產生」結論九的原因了： 

（四）「原來如此」 

1、求證： ( ) =AR ( )AΦ  

（2
2x +1=2y 整數解比值

x
y
，恰為 2利用連分數展開之偶數項） 

證明：因為 ( )AR 中的元素，皆為 2的最佳分數，且分子為奇數、分母為偶數。 

      所以任意∈α ( )AR ，則 ∈α ( )AΦ ，故 ( )⊆AR ( )AΦ 。 

另一方面 ( )AΦ ＝{
2
3
、

12
17
、

70
99
、

408
577
、

2378
3363
、

13860
19601
⋯}之中。 

第一個解：
2
3
、第二個解

12
17

yx , 帶入 22 12 yx =+ 等號成立，再用歸納法

證明 ( )AΦ 中所有的解帶入都對（證明見附錄五）。所以 ∈α ( )AΦ ，則
∈α ( )AR ，∴ ( )AΦ ( )AR⊆ 。故 ( ) =AR ( )AΦ 。 

2、求證： ( )AL =( )AΙ 。 

（2
2x = 2y +1整數解比值

x
y
，恰為 2利用連分數展開知奇數項） 

證明：因為 ( )AL 中的元素，皆為 2的最佳分數，且分子為奇數、分母為奇數 。

所以任意 ∈α ( )AL ，則 ∈α ( )AΙ ，故 ( )⊆AL ( )AΙ 。 

另一方面 ( )AΙ ＝{
1
1
、

5
7
、

29
41
、

169
239
、

985
1393
、

5741
8119
、⋯}。 
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第一個解：

1
1
、第二個解：

5
7
的 yx , 帶入 12 22 += yx 中等號成立，再用歸納法證明 ( )AΙ  

所有的解帶入都對。所以 ∈α ( )AΙ ，則 ∈α ( )AL ∴ ( )AΙ ( )AL⊆ 。故 ( )AL =( )AΙ 。 
因此可以證明出結論九的結果：「會崁的剛剛好」。 

（五）「
( )

=
+

2
1nn
完全平方數」與 2的關係 

從 2用連分數展開所成的漸進分數中，取出分子得到一個新的數列 

{1、3、7、17、41、99、239、577、1393、3363、8119、19601、47321、⋯⋯}，配合

上頁的對照表，我們可以看到：「讓
( )

=
+

2
1nn
完全平方數」n的解答，隱藏在 2用連

分數展開所成的漸進分數的分子中。也就是： 

 

奇數項分子平方，與偶數項分子的平方-1， 

恰恰組成使
( )

2
1+nn
＝完全平方數的所有解答，神奇吧！！  

  

    再換另一個角度：為了解決「
( )

=
+

2
1nn
完全平方數」的問題，利用「4=3」切割

法，將問題轉換成「端點是兩個完全平方數的問題」來計算，得到兩個數列他們的極限

值皆等於 2。換句話說由 ( )
=

+
2

1nn
完全平方數」的問題出發可得 2的近似值，且要多

近就有多近。到此真的佩服「數」本身巧妙的安排。 

六、找其他逼近 2的有理數列，並證明電腦所提供的資訊。 

  在上一個研究中，我們將2的最佳分數可分成三個子集合： 

( )AΙ ={
1
1
、

5
7
、

29
41
、

169
239
、

985
1393
、

5741
8119
、⋯}。（分子與分母皆奇數） 

( )AΦ ={
2
3
、

12
17
、

70
99
、

408
577
、

2378
3363
、

13860
19601
⋯}。（分子為奇數、分母為偶數） 

( ) =Ψ A {
3
4
、

17
24
、

99
140
、

577
816
、

3363
4756
⋯}。（分子為偶數、分母為奇數） 

且知道 ( )AΙ 、 ( )AΦ 與方程式的對應關係： 

( )AΙ ⇔2 2x +1=2y 。 

( )AΦ ⇔2 2x = 2y +1。 

我們想，那 ( )AΨ 能不能找到一個方程式和它對應呢？答案是：「有」。我們找到： 
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( )AΨ ⇔2 2x = 2y +2，的對應關係。 

我們發現三個子集合所對應的不定方程皆為2
2x +k=2y 的形式，k＝ 3,2,1 ±±± ⋯。

因此我們將計算 2
2x +1=2y 電腦程式中的 1，改成其它常數 2，3，4，5⋯後，用電腦

計算發現此法也可得到逼近 2的其它分數數列： 

{ ΛΛ,
239
338,

41
58,

7
10,

1
2

}（用2
2x +2=2y 計算） 

{ ΛΛ
53
75,

19
27,

9
13,

3
5,

1
3

}（用2
2x +7=2y 計算）。 

但由電腦所呈現的資訊發現在k＝3、5、6、⋯等時，2
2x +k=2y 無正整數解。 

（見附錄十） 

因此我們思考另一個問題：「如何證明電腦所展現的訊息呢？」。在第六冊數學課本中

提到一個觀念：「用『同餘』可將正整數分成幾個公差相等的等差數列」，例如：取 2

作為除數可簡單的將正整數分成兩大類，奇數與偶數；取 3 作為除數可將正整數分成

餘 0、1、2 三大類；依此類推。另一方面，在日常生活的經驗中，我們用濾網過濾雜

質，濾網越密濾的越乾淨。運用同樣的想法，我們可以證明電腦所提供的資訊。方法

就是把除數比喻為「濾網密度」，除數越大代表濾網越密，因此我們我們自己訂作「數

學濾網」如下：  

第一個濾網： 12 ，（2條格線） 
第二個濾網： 22 ，（4條格線） 
第三個濾網： 32 ，（8條格線） 
第四個濾網： 42 ，（16條格線）⋯依此類推。（次方越大，濾網越密）。 
如圖十一： 

 

 

 

                                                     

利用我們自訂的「濾網」，去「過濾」不定方程2 2x +k=2y 無正整數的「雜質」。 

（證明過程見附錄十一）上頁測量的結果整理如表七： 

（表七） 

度量2
2x +k=2y 方程式 

濾網 過濾結果 
12  間隙太大，無法量出。 
22  間隙太大，無法量出。 
32  濾出：k=3+8t、k=5+8t，t=0,1,2,3⋯時22x +k=2y 方程式沒有正整數解。 

濾網： 12  濾網： 22 濾網： 32  濾網： 42  
︵
圖
十
一
︶
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 42  濾出：k=3+16t、k=5+16t、k=6+16t、k=10+16t、k=11+16t、k=13+16t， 
k=0,1,2,3⋯時2

2x +k=2y 方程式沒有正整數解。 
 

 

由上表可看出，用 32 量出的值，用 42 也可量出，而且 42 量出更多的數值出來，也
就是說量的越準，當然用 ,2,2,2 765 ⋯當濾網又可量出更多無解的「雜質」。 

肆、結論 

為了解決”4=3”的問題，我們利用了幾個國中課程中學過的因數分解及互質的定義（第一
冊）、方程式解的定義（第二冊）、因式分解（第三冊）與老師額外補充的概念，得到一些令

我們覺得相當驚訝的結果。我們一致有種默契：『數學並非為天才而存在』，數學也可以這麼

有趣，如果多用一點心，一樣可以享受研究的樂趣。 

終於到了最後總結的部分，我們再提供一件有趣的性質，呼應一開始所討論的方程式：

22 12 yx =+ 整數解的二階遞迴關係： 





−=
−=

++

++

kkk

kkk

xxx
yyy

12

12

6
6

  ，其中 
12,2
17,3

21

21

==
==

xx
yy
  k＝1,2,3…. 

透過簡單的推導還可得到其他有趣的關係式，有興趣的讀者你也可動筆寫寫，相信你一定可

以再找出其他的遞迴關係，拜拜！！！ 

 

有趣的遞迴關係：（1） 11 ++ =++ nnnn yxyx 、（2） 123 +=+ nnn xyx 、（3） 134 +=+ nnn yyx   

伍、參考資料： 

一、國民中學教科書： 國立編譯館  第一冊：因數與倍數、第二冊：聯立方程式、近似值與

方根、第四冊：簡單幾何圖形。 

二、梁宗巨：數學歷史典故 九章出版社。 

三、張景中：從 2談起 凡異出版社。 

四、鄭錦聰：MATLAB入門引導 全華科技圖書公司。 

五、費氏數列二階遞迴網址：www.ntnu.edu.tw/~maco/arith17.htm1 

六、遠山啟：我的數學入門（下）異出版社。  
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 附錄一：求證：  

第一、若a點在A區，b點必落在C區。 

第二、若a點在B區，b點必落在B區。 

第三、若a點等於
2
n
，則b點必等於(n+1) 。 

第四、a點等於
2

1+n
，則b點必等於n。 

證明：當n為偶數時： 

（一）A區範圍[1，
2
n )，B區範圍（

2
n
，n+1），C區範圍（n+1，

2
)1( +nn ] 

∵
( ) ( ) bannnn

×=+×=
+ 1

22
1

 

∴當
2
na < ， ( ) ( ) bnkann

=+=÷
+ 1

2
1

 

∵k>1，∴ ( )1+> nb ，故b點必落在C區。 

（二）當 





 +∈ 1,

2
nna 時，則 

( ) bann
=÷

+
2

1
， 






 +∈ 1,

2
nnb ，故b點必落在B區。 

（三）∵ ( ) bann
×=+× 1

2
，∴ a點等於

2
n
，則b點必等於(n+1) 。 

（四）∵ ( ) bann
×=+× 1

2
，∴ a點等於 1

2
+

n
，則b點必等於n 。 

附錄二： 

第一、 3≥n 時，所有的三角形數皆可移動重排成平行四邊形。 

第二、若
( )

2
1+nn
的因數完全被「擋在」B區之外（門檻守得很好），則以寬和長落在

兩「門檻」的因數分解形式，所移成的平行四邊形，移動個數最少。 

第三、若
( )

2
1+nn
有因數進入 B 區（門檻守得不好），則在 B 區中的因數分解形式，

一定比落在門檻上的因數分解形式要好（也就是移動個數較少）。 

第四、
( )

2
1+nn
進入B區的因數不只一組，則以「對偶因數」中，差距最小的那一組

移動最少。利用實際圖形說明上面的移動方法： 

 

證明： 

（1） 3≥n 時，若n為偶數，則 ( )
2

1+nn
＝ ( )1

2
+× nn
；n為奇數，則 ( )

2
1+nn
＝ nn

×
+
2

1
，

故得知三角形數皆可移動排成平行四邊形。 

（2）明顯的看出切掉一塊的方法以落在兩端點的方法最好。（證明略） 
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 （3）在同一個三角形中若能切掉兩個三角形排成ㄧ個平行四邊形，此方法一定比切掉一塊

三角形的好。【以n為偶數為例】。                                                 

令：三角形數之邊長為n，切掉                              

兩塊之正三角形之邊長分別 

x、y，保留的邊長分別為a、b， 

要填補三角形的邊成為 q。（如右圖三） 

若x＋y＜
2
n
，則切掉的兩個三角形 

根本不可能補滿斜線部分。所以如果想 

切掉兩塊三角形排成平行四邊形，必需滿足（x＋y）≥
2
n
。最壞的情形q＝

2
n
－1。又切

掉一塊最好的方法是切掉
2
n
，

2
n
－1＜

2
n
。故切掉兩塊三角形的方法一定比切掉一塊的

好。（n為奇數時證法同上，略） 

（4）在切掉兩塊之中以邊長差距越小，所需移動的棋子最少。 

Θ（a＋b）+（x＋y）＝2n， 
⇒（a＋b）越小，（x＋y）越大， 
⇒（x＋y）越大，q＝ ( )yxn +− 越小， 

⇒ q越小，所移動的棋子就越少。 

又因 ab為一定值（等於三角形數），故由（a－b） 2＝（a＋b） 2－4 ab 

可得知 ba − 越小則 ( )ba + 越小，故得證。 

附錄三：1~100中可切掉兩塊三角形的有： 

       8、15、20、24、27、32、35、39、44、48、49、51、54、55、56、63、64、65、68、75、

80、84、87、90、92、95、98、99 

附錄四： 

因數分解：
( )

2
1+nn
=a×b，a＝左門檻、b＝右門檻（a＜b）。且 11yxa = 、 22 yxb = （令

2211 , yxyx ≥≥ ）。若 21 xx < 、 1y ＜ 2y ，取 1a ＝ 21 yx 、 121 yxb = ，則 1a 、 1b亦為 ( )
2

1+nn

的因數，且 1a 與 1b兩因數「突破防守」，進入B區。 

證明：當n為偶數時， 112
yxna == ， 221 yxnb =+=  

∴ byxyxyxn
=<<= 2221112
，故 1a ＝ 21 yx 進入B區。 

∴ byxyxyxn
=<<= 2212112
，故 121 yxb = 進入B區。 

 

 

a

（圖三） b

( ) 1−+−= yxnq  

x
xx

yy

y
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附錄五：方程式 22 12 yx =+ 的解以二階遞迴的方式表出： 





−=
−=

++

++

kkk

kkk

yyy
xxx

12

12

6
6

     其中k＝1，2，3….. 

證 明： 已 知 （ 11, yx ）、 ( )22 , yx 為 22 12 yx =+ 的解 ， 則 ( )33, yx 時 ， 滿足





=−×=−=
=−×=−=

9931766
7021266

123

123

yyy
xxx

  代入 22 12 yx =+   

 22 9998011702 ==+× 成立； 

      設( )nn yx , 為 22 12 yx =+ 的解，其中




−=
−=

−−

−−

21

21

6
6

nnn

nnn

yyy
xxx
。 

可得： 

    =+12 2
nx 1)6(2 2

21 +− −− nn xx  

               1)1236(2 2
221

2
1 ++−= −−−− nnnn xxxx  

          122472 2
221

2
1 ++−= −−−− nnnn xxxx  

 2
221

2
1 2472 −−−− +−= nnnn yxxx ----------------------（1） 

     2
ny 2

21 )6( −− −= nn yy 2
221

2
1 1236 −−−− +−= nnnn yyyy ----------（2） 

 （2）－（1） 2
221

2
1 1236 −−−− +−= nnnn yyyy 2

221
2

1 2472 −−−− −+− nnnn yxxx  

             21
2

121
2

1 247212)12(36 −−−−−− +−−+= nnnnnn xxxyyx  

             )32(12 2121 +−= −−−− nnnn yyxx           

                =0  

        ∴ 032 2121 =+− −−−− nnnn yyxx -----（＊） 

      則當( )11, ++ nn yx 時， 

 =++ 12 2
1nx 1)6(2 2

1 +− −nn xx  

               1)1236(2 2
11

2 ++−= −− nnnn xxxx  



26

 
          122472 2

11
2 ++−= −− nnnn xxxx  

 2
11

2 2472 −− +−= nnnn yxxx ----------------------（a） 

     2
1+ny 2

1)6( −−= nn yy 2
11

2 1236 −− +−= nnnn yyyy ----------（b） 

 （b）－（a） 2
11

2 1236 −− +−= nnnn yyyy 2
11

2 2472 −− −+− nnnn yxxx  

             1
2

1
2 247212)12(36 −− +−−+= nnnnnn xxxyyx  

             )32(12 11 +−= −− nnnn yyxx           

                    ]3)6()6(2[12 121121 +−−−= −−−−−− nnnnnn yyyxxx  

             ]36212[12 21
2

121
2

1 ++−−= −−−−−− nnnnnn yyyxxx  

             ]3)12(6212[12 211
2

21
2

1 +++−−= −−−−−− nnnnnn yyxxxx  

]32[12 2121 −−= −−−− nnnn xxyy   

             =0（由＊） 

根據數學歸納法，證明完畢。 

附錄六： 

第一：兩數列皆逼近 2。 

第二：「分母越大，離 2越近」。 

第三：每個分數均為最簡分數。 

第四： 22 12 yx =+ 整數解的比值：分子為奇數、分母為偶數 。 

第五： 12 22 += yx 整數解的比值：分子為奇數、分母為奇數。 

證明： 

第一、第二略。 

第三、當nk為偶數時： 

      kn 和 1+kn 互質 

2
kn

⇒ 與 kn +1互質， 

22 , kk yx⇒ 互質， 
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kk yx ,⇒ 互質， 

故
k

k

x
y
為最簡分數。當n為奇數時，證法相同，略。 

第四、 22 12 yx =+ 整數解
k

k

x
y
之分子為奇數，分母為偶數 







=+

=
2

2

1
2

kk

k
k

yn

xn
Θ ， kn 為偶數。 

∴ 21 kk yn =+ 為奇數， 

⇒ ky 為奇數。 

另一方面 21 kk yn =+ 為一完全平方數，所以 

kn 具有4k的形式，所以 22
2

4
2 k

k xkkn
=== ， 

所以 kx 為偶數。第五、證法同上，略。 

附錄七：定理：若數列{ }nf 滿足 

nnn bfaff += ++ 12  

        其中a、b為實數且令 0α 、 0β 為二次方程式 baxx +=2 的兩個相異實根，則

存在α及β 使得 nn
nf 00 ββαα += 。 

          其中：










−
−

=

−
−

=

00

001

00

100

αβ
α

β

αβ
β

α

ff

ff

 

附錄八 







−−−−=+

−−−−−−=

)2(1

)1(
2

2

2

kk

k
k

yn

x
n

 

  
)1(
)2(
  ⇒   

2










k

k

x
y

k

k

n
n )1(2 +

=  
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⇒ 
k

k

x
y

k

k

n
n 1

2
+

×=
2

2

2
12

2
k

k

x
x +

×=  

 ＜ 






 +
×

k

k

x
x 12  

＝ 







+×

kx
112  

＝
kx

122 ×+ 。 

( )[ ] ( ) ( ) 11 5
1

223
1223

1
1223

223
1223

221
−−

<

+
−+

<
−+

+
<

−+
< kkkk

kx
Θ    

 ⇒ 2−
k

k

x
y
<

kx
12 ×  ＜

15
2
−k
  <

2-k1 53
1  

5
1

3
5

×
=×

−k
 

附錄九： 

， kn 為偶數。 

22 12 yx =+⇒ 之整數解的比值
k

k

x
y
的平方，具有 22

2

2

2 12
12

kk

k

k

k

xx
x

x
y

+=
+

=

的形式，故當分母為 ( )222 1,,3,2,1 −kxΛ 的分數，不會比 2

2

k

k

x
y
更接近2，所以分母比 kx 小

的分數，不會比
k

k

x
y
更接近 2。故 22 12 yx =+ 之整數解的比值

k

k

x
y
為 2之最佳分數。 

， kn 為奇數。 

12 22 +=⇒ yx 之整數解的比值
k

k

x
y
的平方，具有 22

2

2

2 12
12

kk

k

k

k

xx
x

x
y

−=
−

= 的

形式，故當分母為 ( )222 1,,3,2,1 −kxΛ 的分數，不會比 2

2

k

k

x
y
更接近2，所以分母比 kx 小的

分數，不會比
k

k

x
y
更接近 2。故 12 22 += yx 之整數解的比值

k

k

x
y
為 2之最佳分數。 
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 附錄十 

方程式 kx  ky  
k

k
x

y
 

準確位數（小數點後） 

2 ≈1.41421356237310 

2 2x +1＝2y  

2 

12 

70 

408 

2378 

13860 

80782 

470832 

2744210 

3 

17 

99 

577 

3363 

19601 

114243 

665857 

3880899 

1.50000000000000   

1.41666666666667   

1.41428571428571 

1.41421568627451   

1.41421362489487   

1.41421356421356   

1.41421356242727 

1.41421356237469 

1.41421356237314 

0 

2 

4 

5 

6 

8 

9 

11 

13 

遞迴係數 

p=6 

q=-1 

 

2 2x +2＝2y  

1 

7 

41 

239  

1393     

8119 

47321    

275807 

1607521 

2 

10 

58 

338 

1970    

11482 

66922    

390050   

2273378 

2.00000000000000   

1.42857142857143   

1.41463414634146   

1.41422594142259  

1.41421392677674   

1.41421357310014   

1.41421356268887   

1.41421356238239 

1.41421356237337 

0 

1 

3 

4 

5 

7 

9 

10 

12 

遞迴係數 

p=6 

q=-1 

 

2 2x +4＝2y  

4        

24       

140      

816      

4756   

27720    

161564 

941664  

6       

34      

198     

1154    

6726    

39202   

228486 

1331714 

1.50000000000000   

1.41666666666667   

1.41428571428571 

1.41421568627451   

1.41421362489487   

1.41421356421356   

1.41421356242727 

1.41421356237469   

0 

2 

4 

5 

6 

8 

9 

11 

遞迴係數 

p=6 

q=-1 

 

2 2x +7＝ 2y  
 

1 
3 
9 
19 
53 
111 
309 
647 
1801 
3771 
10497 
21979 
61181  
128103 
356589  

3     
5 
13 
27 
75 
157   
437 
915 
2547 
5333 
14845 
31083 
86523 
181165  
504293  

3.00000000000000   
1.66666666666667   
1.44444444444444   
1.42105263157895 
1.41509433962264   
1.41441441441441   
1.41423948220065   
1.41421947449768 
1.41421432537479   
1.41421373640944   
1.41421358483376   
1.41421356749625 
1.41421356303428   
1.41421356252391   
1.41421356239256 

0 
0 
1 
1 
2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
8 
8 
9 
10 
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2 2x +8＝ 2y  

2        
14       
82       
478      
2786     
16238 
94642    
551614   
3215042 

4       
20      
116     
676     
3940    
22964 
133844 

780100  
4546756 

2.00000000000000   
1.42857142857143   
1.41463414634146   
1.41422594142259 
1.41421392677674   
1.41421357310014 
1.41421356268887   
1.41421356238239   
1.41421356237337 

 
1 
3 
5 
6 
7 
9 
10 
12 

遞迴 
係數 
p=6 
q=-1 

 

2 2x +9＝ 2y  

6        
36    
21       
1224     
7134     
41580    
242346 
1412496 

9 
51 
297 
1731 
10089 
58803 
342729 
1997571 

1.50000000000000    
1.41666666666667    
1.41428571428571    
1.41421568627451    
1.41421362489487    
1.41421356421356    
1.41421356242727 
1.41421356237469 

0 
2 
4 
5 
6 
8 
9 
10 

遞迴 
係數 
p=6 
q=-1 

 

2 2x +14＝
2y  
 

1        
5        
11       
31       
65       
181 
379      
1055     
2209     
6149     
12875    
35839 
75041    
208885   
437371   
1217471  
2549185 

4       
8       
16      
44      
92      
256  
536     
1492    
3124    
8696    
18208   
50684 
106124  
295408  
618536  
1721764 
3605092 

4.00000000000000   
1.60000000000000   
1.45454545454545   
1.41935483870968 
1.41538461538462   
1.41436464088398   
1.41424802110818   
1.41421800947867 
1.41421457673155   
1.41421369328346   
1.41421359223301   
1.41421356622674 
1.41421356325209   
1.41421356248654   
1.41421356239897   
1.41421356237643 
1.41421356237386 

0 
0 
1 
2 
2 
3 
4 
5 
5 
7 
7 
8 
8 
9 
10 
11 
12 

 

在[1，9,999,999]無正整數解的方程式有2 2x +3＝2y 、2 2x +5＝2y 、2 2x +6＝2y 、

2 2x +10＝2y 、2 2x +11＝2y 、2 2x +12＝2y 、2 2x +13＝2y 、2 2x +15＝2y 等。 
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附錄十一 

證明： 

濾網為2： 

≡x 0、1（mod 2） 
⇒ ≡2x 0、1（mod 2） 
⇒ ≡22x 0（mod 2） 

≡2y 0、1（mod 2） 
≡−∴ 22 2xy 0、1（mod 2） 

∵ ≡k 0、1（mod 2） 
故「間隙」太大濾不出來。 

 

濾網為
22 ： 

≡x 0、1、2、3（mod 4） 
⇒ ≡2x 0、1（mod 4） 
⇒ ≡22x 0，2   （mod 4） 

≡2y 0、1（mod 4） 
≡−∴ 22 2xy 0、1,2,3   （mod 4） 

∵ ≡k 0、1、2、3（mod 4） 
故「間隙」太大濾不出來。 

 

濾網為
32 ： 

≡x 0、1、2、3⋯7。  （mod 8） 
⇒ ≡2x 0、1、4（mod 8） 
⇒ ≡22x 0、2（mod 8） 

≡2y 0、1、4（mod 8） 
≡−∴ 22 2xy 0、1、2、4、6、7  （mod 8）⋯（1） 

∵ ≡k 0、1、2、3⋯7。。  （mod 8）⋯（2） 

由（1）、（2）兩式可看出濾網為
32 時，濾出： 

k=3+8t 

k=5+8t 

t=0,1,2,3⋯時，222 ykx =+ 方程式沒有正整數解。 

 

濾網為
42 ： 

≡x 0、1、2、3⋯15。  （mod 16） 
⇒ ≡2x 0、1、4、9  （mod 16） 
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 ⇒ ≡22x 0、2、8（mod 16） 
≡2y 0。1。4。9（mod 16） 

≡−∴ 22 2xy 0、1、2、4、7、8、9、12、14、15   （mod 16）⋯（1） 

∵ ≡k 0、1、2、3⋯15。  （mod 16）⋯（2） 

由（1）、（2）兩式可看出濾網為
42 時，濾出： 

k=3+16t、k=5+16t、k=6+16t、k=10+16t、k=11+16t、k=13+16t 

，t=0,1,2,3⋯時， 222 ykx =+ 方程式沒有正整數解。 

 

 

 


