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多邊形各邊分點與多邊形的關係 

本文提要 
初看題目：「任給一個五邊形，標定五個邊的中點後，擦掉這個五邊形，請利用這

五個中點，畫出原來的五邊形」，令人有無從下手的感覺。只好從三角形開始研究，想

不到研究四邊形時，就發現有「無解」與「無限多解」的兩種情形。這時，反而提昇我

們對這個題目的興趣，促使我們更進一步想要了解它的究竟。五邊形的研究所花的時間

最長，當發現到可以結合三角形與四邊形的作圖方法，來解決五邊形的問題時，才有了

突破性的進展。一直研究到八邊形後，一般性的結論自然就呈現了。 
上述的研究發展都是利用尺規作圖來完成，當多邊形的邊數愈多時，痛苦指數也愈

增高，因為作圖誤差會隨著邊數增多而累加，在七邊形以上時，就快樂不起來了。雖然

有正確的理論，實際操作上卻不容易掌握其精確性。何況把這些「中點」改成「分點」

時，研究就觸礁了。 
經過老師指點，尺規作圖不容易精確，何不想辦法改用電腦來繪圖。可是要請電腦

工作，自己得先把運算的公式找到，電腦才幫得上忙。我們先定義平面上兩點坐標的運

算規則，推導出給定各邊「中點」求作 n邊形的公式後，也一併驗證了尺規作圖理論的
正確性。接著企圖把「中點」改成「分點」時，公式推導就比較困難了，這需要十足的

「細心」+「耐心」來計算導出，完成給定各邊「分點」求作 n邊形的公式後，「中點」
公式就只是其中一個特殊情形罷了。 
電腦繪圖程式設計完成後，使我們對這項研究有更清楚的認識。當多邊形無限多解

時，可藉著移動所求多邊形的「頂點」來觀察圖形的凹凸如何變動。當多邊形有唯一解

時，也可藉著移動「分點」的位置，來觀察所求多邊形的圖形如何變化。甚至於多邊形

無解時，也可請電腦計算，來改變分點位置，使多邊形有解。以上所述，我們都做到了。 
壹、研究動機 
有一天上課時，老師在黑板上畫了一個任意五邊形，取出每一邊中點後，便將原來

五邊形擦掉，要我們利用這五個中點找回原來的五邊形。大家想了幾天，全給難住了，

沒有人能解出來。老師鼓勵我們繼續研究，並提示可以先簡化題目，從三角形開始著手。

從此，便踏上了這項研究的漫漫長路。 
本項研究應用到國中數學課程內容相關教材如下： 

一、尺規作圖：作等線段、作線段中點、作平行線 
二、三角形兩邊中點連線性質 
三、四邊形各邊中點連線性質 
四、平行四邊形的性質 
五、平面直角坐標系：線段中點公式、線段分點公式(自行導出) 
六、一元一次方程式的解 
七、自學 Visual Basic 程式語言 
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貳、研究目的 
一、給定平面上 n個相異點，是否可以當做 n邊形的各邊中點？如果可以，如何作出
這個 n邊形？它被唯一決定嗎？ 
二、將平面上 n個相異點，改為當做 n邊形的各邊分點，結果會如何？ (各分點將多邊
形的每一邊分成兩線段長之比例可以不相同) 
三、設計電腦軟體輔助研究，並展示研究成果。 

參、研究過程與方法 
一、給定平面上 n個相異點，是否可以當做 n邊形的各邊中點？如果可以，如何作出這
個 n邊形？它被唯一決定嗎？ 
我們從三角形的情形開始研究，再逐步推展到一般的 n邊形。 

(一)、 三角形 
設平面上三相異點為M1、M2、M3，是否可以找到ΔA1A2A3？使M1、M2、M3分

別為ΔA1A2A3的三邊中點。 
我們由三角形的下列性質：“任意三角形的兩邊中點連線，平行於第三邊且

其長為第三邊之半。” 
想到了以下作法： 
1. 如圖 1，連接ΔM1M2M3 

2. 分別過M1、M2、M3各作一直線與對邊平行 
3. 令三直線相交於 A1、A2、A3，則ΔA1A2A3即為

所求 
上述作法，證明如下： 
1. 四邊形 A1M1M2M3、M1A2M2M3都是平行四邊形 

∴ 23212311 MMAMMMMA == 且  

2. 2111 AMMA = ，即M1為 21AA 的中點 

3. 同理可證M2為 32AA 的中點，M3為 13AA 的中點 

故ΔA1A2A3即為所求 
因為過直線外一點只能作出一條平行線，可知圖 1中作出的ΔA1A2A3是唯一

的。我們得知： 
﹝心得一﹞若平面上三相異點M1、M2、M3不共線，則以M1、M2、M3分別為

三角形的三邊中點，可決定唯一的ΔA1A2A3。若M1、M2、M3共線，則ΔA1A2A3

不存在。 
其實，已知M1、M2、M3，要作出ΔA1A2A3，我們只要先找到 A1，再分別

以M1、M2為對稱中心，便可得到二對稱點 A2、A3了，所以可簡化作圖步驟如下： 
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1. 如圖 2，取 31MM 中點 N 

2. 延長 NM 2 到 A1，使 12 NANM =   

3. 以 A1為起點，分別以M1、M2為對稱中心，

便可得到二對稱點 A2、A3 ， 
ΔA1A2A3即為所求 

(二)、四邊形 
設平面上四相異點為M1、M2、M3、M4，是否可以找到四邊形 A1A2A3A4？使M1、

M2、M3、M4分別為四邊形 A1A2A3A4的各邊中點。 
我們利用四邊形的已知性質：“任意四邊形的各邊中點連線必形成平行四邊

形”，得知： 

1. 若M1、M2、M3、M4不能形成平行四邊形，就無法以M1、M2、M3、M4為各

邊中點找到四邊形 A1A2A3A4。 
但不能確定： 
2. 若M1、M2、M3、M4形成平行四邊形時，能否以M1、M2、M3、M4為各邊中

點找到四邊形 A1A2A3A4？如果可以，這樣的四邊形 A1A2A3A4有幾個？ 
當M1、M2、M3、M4形成平行四邊形時，我們嘗試下列作法： 

1. 如圖3，連接平行四邊形M1M2M3M4 

2. 任作二直線分別平行 21MM 、 32MM  

3. 設二直線相交於 O，且與平行四邊形M1M2M3M4的四邊

相交於 N1、N2、N3、N4 

4. 在二直線上取四點 A1、A2、A3、A4，使 ONNA 111 = ，

ONNA 222 = ， ONNA 333 = ， ONNA 444 = ，則 

四邊形 A1A2A3A4即為所求 
 
上述作法證明如下： 

1. ΔA1A2O中，N2為 OA 2 中點，且 21NM // OA1  

   ∴直線 N2M1必通過 21AA 的中點 

2. M1N2ON1為平行四邊形，∴ 21NM = 11 OA
2
1ON =  

   故M1為 21AA 的中點 

3. 同理M2、M3、M4分別為 32AA 、 43AA 、 14AA 的中點，得證。 
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上述作法中，由於所作二直線可任意平行移動。因此，我們發現： 
﹝心得二﹞若平面上四相異點M1、M2、M3、M4形成平行四邊形時，則以M1、

M2、M3、M4分別為四邊形的各邊中點，可決定無限多個四邊形 A1A2A3A4。

若M1、M2、M3、M4不形成平行四邊形，則四邊形 A1A2A3A4不存在。 
當四邊形 A1A2A3A4有無限多解時，其解包括凹、凸兩種四邊形都有。如圖 4 

現在有一問題如下： 
既然M1、M2、M3、M4形成平行四邊形，則四邊形 A1A2A3A4有無限多個。

那麼，A1點的位置能否任意指定？我們認為是可以的。並作了如下的證明： 
已知：平面上四相異點M1、M2、M3、M4形成平行四

邊形，在平面上任取 A1點，以M1為對稱中心，

找到對稱點 A2。依同法，以M2、M3為對稱中

心，依序找到對稱點 A3、A4。即 M1、M2、M3

分別為 21AA 、 32AA 、 43AA 的中點。 

求證：M4為 14AA 的中點 

證明：(1)如圖 5，連接 31AA  

      (2)ΔA1A2A3中，M1、M2分別為二邊中點 

∴ 21MM // 31AA 且 3121 AA
2
1MM =  

      (3)∵M1M2M3M4為平行四邊形 

∴ 43MM // 21MM 且 43MM = 21MM  

∴ 43MM // 31AA 且 3143 AA
2
1MM =   

      (4) ∵M3為 43AA 的中點 

∴M4為 14AA 的中點 

由此可見，當四邊形 A1A2A3A4有無限多解時，可任意指定 A1點的位置。(異於
M1、M2、M3、M4即可) 
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(三)、 五邊形 
給定平面上五相異點M1、M2、M3、M4、M5，是否可以找到五邊形 A1A2A3A4A5？

使M1、M2、M3、M4、M5分別為五邊形 A1A2A3A4A5的各邊中點。 
我們結合上述三角形與四邊形的作圖方法，發展了下列作法： 
1. 如圖 6，取一點 O，使 OM2M3M4為平行四邊形 

2. 若 O、M1、M5三點不共線，則取 51MM 的中點 N，

延長ON到 A1，使ON = 1NA  

3. 作出ΔA1A2A5，使M1、M5、O為三邊中點 

4. 以 52AA 為一邊，可作出四邊形 A2A3A4A5，使M2、

M3、M4、O為四邊中點，則五邊形 A1A2A3A4A5即為所求 
 

上述做法中，O點的取法並不唯一，祇要取出
的 O 點，能與M1、M2、M3、M4、M5中的任三點形

成平行四邊形，再與其餘二點形成三角形，則五邊形

A1A2A3A4A5即有唯一解。如圖 7，雖然M2、M3、M4

三點共線，無法做為平行四邊形的三個頂點，我們還

是能夠以M3、M4、M5為三頂點來找到 O點，使
OM3M4M5為平行四邊形，且 OM1M2為三角形。 
由以上作圖得知： 
﹝心得三﹞平面上五相異點M1、M2、M3、M4、M5，若存在一點 O，使 O與

M1、M2、M3、M4、M5中的任三點形成平行四邊形，再與其餘二點形成三角

形，則以M1、M2、M3、M4、M5分別為五邊形各邊中點，可決定唯一的 
五邊形 A1A2A3A4A5。否則五邊形 A1A2A3A4A5不存在。 

(四)、 六邊形 
給定平面上六相異點M1、M2、M3、M4、M5、M6，是否可以找到六邊形

A1A2A3A4A5A6？使M1、M2、M3、M4、M5、M6分別為六邊形 A1A2A3A4A5A6的

各邊中點。 
如果我們能找到一點與原來六相異點結合成兩個平行四邊形，則可利用上述

四邊形的作圖方法二次，發展出下列作法： 
1. 如圖 8，取一點 O，使 OM1M2M3為

平行四邊形 
2. 若 OM4M5M6也是平行四邊形，則可

任取一點 A1，作出一個 
四邊形 A1A2A3A4，使M1、M2、M3、

O分別為四邊中點 

3. 再以 41AA 為一邊，作 
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四邊形 A1A4A5A6，使 O、M4、M5、M6分別為四邊中點，則六邊形 A1A2A3A4A5A6

即為所求 
上述作法中，六邊形 A1A2A3A4A5A6存在的條件是 OM1M2M3 、OM4M5M6二個都

是平行四邊形才可以做到，而且可作出無限多個六邊形 A1A2A3A4A5A6。因此，

我們得知： 
﹝心得四﹞平面上六相異點M1、M2、M3、M4、M5、M6，若存在一點 O，使 O 
與M1、M2、M3、M4、M5、M6形成二個平行四邊形，則以M1、M2、M3、

M4、M5、M6分別為六邊形的各邊中點，可決定無限多個六邊形

A1A2A3A4A5A6。否則六邊形 A1A2A3A4A5A6不存在。 
依此類推，可得知七邊形(如圖 9)與八邊形(如圖 10)的情形：  

 
﹝心得五﹞平面上七相異點M1、M2、M3、M4、M5、M6、M7，若存在二點 O1、

O2，使 O1、O2與M1、M2、M3、M4、M5、M6、M7形成二個平行四邊形和一

個三角形，則以M1、M2、M3、M4、M5、M6、M7分別為七邊形的各邊中點，

可決定唯一的七邊形 A1A2A3A4A5A6A7。否則七邊形 A1A2A3A4A5A6A7不存在。 
﹝心得六﹞平面上八相異點M1、M2、M3、M4、M5、M6、M7、M8，若存在二

點 O1、O2，使 O1、O2與M1、M2、M3、M4、M5、M6、M7、M8形成三個平

行四邊形，則以M1、M2、M3、M4、M5、M6、M7、M8分別為八邊形的各邊中

點，可決定無限多個八邊形A1A2A3A4A5A6A7A8。否則八邊形A1A2A3A4A5A6A7A8

不存在。 
綜合上面討論過程，我們得到以下的結論： 

﹝結論一﹞對於平面上 n個相異點M1、M2、M3、⋯⋯、Mn，如圖 11、圖 12 

(一)、當 n為奇數時(n≧3) 

若存在
2

3n −
個點 O1、O2、⋯⋯、

2
3nO − ，與這 n個相異點形成

2
3n −  個

 【n為奇數】        Mn 

                   Mn-1            A1 

                        O1     M1 
                O2         M2 

2
3nM +

2
3nO −        

 
 

2
1nM +

2
1nM −        圖 11 

 【n為偶數】    A1   M1 

                   Mn              M2 

                        O1   M3 
                O2         M4 

2
6nM +

2
4nO −        

 
 

2
4nM +

2
2nM +           圖 12 

                   M7 

                                A1 

                         M6     O1        
 
    M5          O2                          M1

                        M2 

M4 

           M3      圖9 
                `  

                 A1   M1   M2 
            M8       

         O2               O1  M3 

  M7                M4    

            M5 

    M6                圖 10 
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平行四邊形和1個三角形，則以M1、M2、M3、⋯⋯、Mn分別為 n邊形
的各邊中點，可決定唯一的 n邊形 A1A2⋯⋯An。 
否則 n邊形 A1A2⋯⋯An不存在。 

(二)、當 n為偶數時(n≧4) 

若存在
2

4n −
個點 O1、O2、⋯⋯、

2
4nO − ，與這 n個相異點形成

2
2n −  個

平行四邊形，則以M1、M2、M3、⋯⋯、Mn分別為 n邊形的各邊中點，
可決定無限多個 n邊形 A1A2⋯⋯An。否則 n邊形 A1A2⋯⋯An不存在。 

對於上述結論，有三點說明如下： 
(一)、n個相異點M1、M2、M3、⋯⋯、Mn在平面上的位置，必須按照順或逆時

針依序指定，否則無法形成多邊形 A1A2⋯⋯An。 
(二)、多邊形 A1A2⋯⋯An有解時，可能是凸或凹多邊形。 
(三)、多邊形 A1A2⋯⋯An有解時，若發生此多邊形有相鄰三頂點共線情形，此時

多邊形邊數會減少，無法滿足 n個邊的要求，應捨棄此多邊形的解。 
雖然目前研究已有初步成果，卻有二件困難尚待解決： 
(一)、當多邊形 A1A2⋯⋯An有解時，我們在「尺規作圖」的實際操作過程中，發

現邊數愈多，作圖時愈不容易掌握精確度，甚至於各邊的誤差會累加到無法

順利繪出多邊形 A1A2⋯⋯An的程度。 
(二)、我們目前是利用三角形與四邊形的各邊中點連線性質來做研究，當想要進
一步擴展，將「中點」改為「分點」時，分點將各邊分成二線段長的比例已

不是 1：1，就無法利用中點性質來研究了。 
 
為了要同時解決這二件困難，我們決定重起爐灶，再發展一套新的方法來研

究，這個方法是引進直角坐標平面的觀念，將平面上給定的點以坐標的方式呈

現。我們可定義平面上的兩點坐標的加減法與一點坐標的係數積的規則，其定義

如下： 
設 A(a1,a2)、B(b1,b2)為坐標平面上的二點， 
則 (1)A+B=( a1+b1, a2+b2) 

(2)A－B=( a1－b1, a2－b2) 
(3)kA=(ka1,ka2) 

以下是我們利用坐標法所做的研究： 
【因篇幅限制，我們將三角形與四邊形的研究結果列於附件一(附件第 1頁)】 
設平面上 n相異點為M1、M2、⋯、Mn，是否可以找到n邊形A1A2⋯An？使M1、

M2、⋯、Mn分別為n邊形A1A2⋯An的各邊中點。 

令n邊形A1A2⋯An為所求多邊形，ｎ邊形 A1A2⋯An的各邊 21AA 、 32AA 、⋯、

1n AA 中點依次為M1、M2、⋯、Mn。 

則
2

AAM 21
1

+
= ，

2
AA

M 32
2

+
= ，⋯⋯，

2
AAM 1n

n
+

=  
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故 A1=2M1–A2，A2=2M2–A3，⋯⋯，An=2Mn–A1 
可得 A1 =2M1–2M2+⋯⋯+(-1)n-12Mn+(-1)n A1 

(一)、 當ｎ為奇數時(n≧3) 
A1 =2M1–2M2+⋯⋯+2Mn– A1 

得到 A1 =M1–M2+⋯⋯+Mn 

故 A1有唯一解，即ｎ邊形 A1A2⋯An被唯一決定。 
(二)、 當ｎ為偶數時(n≧4) 

A1 =2M1–2M2+⋯⋯–2Mn+ A1 

故 0A1=M1–M2+⋯⋯–Mn 
可知， 
1. 若M1–M2+⋯⋯–Mn =0，則 A1為任意點。當 A1確定後， A2、A3、⋯、

An各點位置也隨著確定。所以ｎ邊形 A1A2⋯An有無限個。 

2. 若M1–M2+⋯⋯–Mn≠0，則 A1無解。即ｎ邊形 A1A2⋯An不存在。 

 

當ｎ為偶數時(n≧4)，上述「M1–M2+⋯⋯–Mn =0」的條件與「存在
2

4n −
個

點 O1、O2、⋯⋯、
2

4nO − ，和 n個相異點M1、M2、⋯、Mn形成 2
2n −  個平

行四邊形」的條件，兩者意義是相同的。我們以 n=8為例證明如下： 
如圖13，若存在O1、O2二點，與 8個相異點M1、M2、M3、M4、M5、M6、

M7、M8形成 3個平行四邊形M1M2M3O1、M8O1M4O2、M7O2M5M6 
M1－M2+M3－O1＝0，M8－O1+M4－O2＝0，M7－O2+M5－M6＝0 
(上式在四邊形的情形已有證明，見附件一) 
(M1－M2+M3－O1)－( M8－O1+M4－O2) +(M7－O2+M5－M6)＝0 
M1－M2+M3－M4+M5－M6 +M7－M8＝0 
反過來， 
若M1－M2+M3－M4+M5－M6 +M7－M8

＝0 
令 O1＝M1－M2+M3， 

O2＝M8－O1+M4 
則M1－M2+M3－O1＝0， 

M8－O1+M4－O2＝0 
(M1－M2+M3－O1)－( M8－O1+M4－O2) +(M7－O2+M5－M6)＝M1－M2+M3

－M4+M5－M6 +M7－M8 
0－0+(M7－O2+M5－M6)＝0 
M7－O2+M5－M6＝0 
故存在 O1、O2二點，與 8個相異點M1、M2、M3、M4、M5、M6、M7、M8

形成 3個平行四邊形M1M2M3O1、M8O1M4O2、M7O2M5M6 
因此我們得到了與﹝結論一﹞相同的下列結論： 
 

                     M1   M2 
            M8 

         O2               O1  M3 

  M7                M4    

            M5 

    M6                圖 13 
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﹝結論一*﹞對於平面上 n個相異點M1、M2、M3、⋯⋯、Mn，若以M1、M2、

M3、⋯⋯、Mn為 n邊形 A1A2⋯⋯An的各邊中點， 

(一)、當 n為奇數時(n≧3) 
則可決定唯一的 n邊形 A1A2⋯⋯An。 

(二)、當 n為偶數時(n≧4) 
1. 若M1–M2+⋯⋯–Mn =0，則ｎ邊形 A1A2⋯An有無限多個。 

2. 若M1–M2+⋯⋯–Mn≠0，則ｎ邊形 A1A2⋯An不存在。 
 

二、給定平面上任意 n個相異點，是否可以當做 n邊形的各邊分點？如果可以，如何作
出這個 n邊形？它被唯一決定嗎？ 
【三角形與四邊形的研究結果列於附件二(附件第 3頁)】 
給定平面上 n相異點 P1、P2、P3、⋯、Pn，求n邊形A1A2⋯An使 P1、P2、P3、⋯、

Pn分別為各邊 21AA 、 32AA 、⋯、 1n AA 分點， 且 11PA ： 21AP = r1：s1， 

22PA ： 32AP = r2：s2，⋯， nn PA ： 1n AP = rn：sn。 

由線段分點公式，可知 

11

2111
1 sr

ArAs
P

+
+

= ，
22

3222
2 sr

ArAs
P

+
+

= ，⋯⋯，
nn

1nnn
n sr

ArAs
P

+
+

=  

∴ A1= 2
1

1
1

1

11 A
s
r

P
s

sr
−

+
，A2= 3

2

2
2

2

22 A
s
rP

s
sr

−
+

，⋯⋯，An= 1
n

n
n

n

nn A
s
r

P
s

sr
−

+
 

得到 
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三、設計電腦軟體輔助研究，並展示研究成果。 
使用坐標法，上述公式如果以人工計算，來判斷所求多邊形是否存在，及算

出多邊形各頂點坐標值，必須做大量且繁雜的計算，在實際操作運算時是很困難

的。因此我們希望利用電腦快速正確的計算能力與精確的繪圖功能，在指定平面上

n個分點，及給定各分點將每邊分成兩段長之比後，能達成下列目標： 

(一)、 判斷所求多邊形是否存在？ 

(二)、 所求多邊形存在時，能繪出一個多邊形的圖形。 

1. 當所求多邊形有無限多個時，能改變多邊形的「頂點」，以觀察多邊形為無

限多解的情形。 

2. 當所求多邊形是唯一決定時，能改變多邊形的「分點」，以觀察多邊形圖形

的變化情形。 

(三)、所求多邊形不存在時，能由程式計算後改變分點位置，使所求多邊形能夠存
在，並繪出一個多邊形的圖形。 

【流程圖列於附件三(附件第 6頁)】 



 -11-

我們已完成這套軟體，執行結果螢幕畫面如下： 

【操作方法列於附件四(附件第 7頁)】 
 

 

肆、討論 
一、「尺規作圖法」可解決「中點」問題，卻不易解決「分點」問題。 
二、「尺規作圖法」繪圖不易精確。 
三、「坐標法」可導出公式，同時解決「中點」與「分點」問題。 
四、「坐標法」的公式以人工運算時，需要做大量且複雜的計算。 
五、利用電腦快速正確的計算能力與精確的繪圖功能，可設計程式同時解決計算繁雜

與作圖精確度問題。 
六、電腦繪圖有助於我們瞭解當改變分點或頂點時，所求多邊形的圖形變化情形。 

伍、結論 
我們發展兩套方法分別做研究，得到了一致的結論，分述如下： 
一、「尺規作圖法」 
以給定三點、四點為各邊中點，分別作出所求三角形與四邊形的尺規作圖法為基

礎，發展出下列結論： 
﹝結論一﹞給定平面上 n個相異點M1、M2、M3、⋯⋯、Mn，欲以M1、M2、M3、⋯⋯、

Mn為 n邊形 A1A2⋯⋯An的各邊中點， 
(一)、當 n為奇數時(n≧3) 

若存在
2

3n −
個點 O1、O2、⋯⋯、

2
3nO − ，與 n個相異點M1、M2、M3、⋯⋯、
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Mn，形成 
2

3n −  個平行四邊形和1個三角形，則可決定唯一的n邊形

A1A2⋯⋯An。否則 n邊形 A1A2⋯⋯An不存在。 
其尺規作圖法為結合1個三角形與數個四邊形的作圖方法，已如前述。 

(二)、當 n為偶數時(n≧4) 

若存在
2

4n −
個點 O1、O2、⋯⋯、

2
4nO − ，與 n個相異點M1、M2、M3、⋯⋯、

Mn，形成 
2

2n −  個平行四邊形，則可決定無限多個 n邊形 A1A2⋯⋯An。

否則 n邊形 A1A2⋯⋯An不存在。 
其尺規作圖法為結合數個四邊形的作圖方法，已如前述。 

二、「坐標法」 
利用坐標的運算規則，發展了下列多邊形各邊分點與多邊形的關係的公式：(中點
為分點的特殊情形) 
﹝結論二﹞給定平面ｎ個相異點上 P1、P2、P3、⋯、Pn，欲以 P1、P2、P3、⋯、

Pn為ｎ邊形 A1A2⋯An的各邊分點，使 11PA ： 21AP = r1：s1， 22PA ： 32 AP =  

r2：s2，⋯⋯， nnPA ： 1n AP = rn：sn 
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其作圖法為設計程式以電腦繪出，但多邊形 A1A2⋯An存在時，若有相鄰

三頂點共線，邊數會減少，不符合n個邊的條件，此多邊形應予捨棄。 

陸、未來發展 
以「尺規作圖法」繼續探討「分點」研究的可能性。 

柒、參考資料 
一、國民中學數學教科書 
二、Visual Basic 程式語言相關書籍 
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【附件一】 
(一)、 三角形 
設平面上三相異點為M1、M2、M3，是否可以找到ΔA1A2A3？使M1、M2、M3

分別為ΔA1A2A3的三邊中點。 

令ΔA1A2A3為所求三角形，且三邊 21AA 、 32AA 、 13AA 的中點依次為M1、

M2、M3，由線段中點公式，可知 

2
AAM 21

1
+

= ，
2

AA
M 32

2
+

= ，
2

AA
M 13

3
+

=  

得到 A1=2M1–A2，A2=2M2–A3，A3=2M3–A1 
∴A1=2M1–(2M2–A3)=2M1–[2M2–(2M3–A1)] 
    =2M1–2M2+2M3–A1 
故 A1=M1–M2+M3 
同理 A2=M2–M3+M1 
     A3=M3–M1+M2 
由上可知，A1、A2、A3可由M1、M2、M3唯一決定，可得到與[心得一]相同的

心得： 
[心得一*]平面上任給M1、M2、M3三點不共線，以M1、M2、M3為三角形的

三邊中點，可決定唯一的ΔA1A2A3。否則ΔA1A2A3不存在。 

 
(二)、 四邊形 

設平面上四相異點為M1、M2、M3、M4，是否可以找到四邊形 A1A2A3A4？使

M1、M2、M3、M4分別為四邊形 A1A2A3A4的各邊中點。 

令四邊形 A1A2A3A4為所求四邊形，四邊形 A1A2A3A4的四邊 21AA 、 32AA 、

43AA 、 14AA 中點依次為M1、M2、M3、M4。 

則
2

AAM 21
1

+
= ，

2
AA

M 32
2

+
= ，

2
AA

M 43
3

+
= ，

2
AA

M 14
4

+
=  

得到 A1=2M1–A2，A2=2M2–A3，A3=2M3–A4，A4=2M4–A1 
∴A1=2M1–(2M2–A3)=2M1–[2M2–(2M3–A4)] 
    =2M1–{2M2–[2M3–(2M4–A1)] } 
    =2M1–2M2+2M3–2M4+A1 

故 0A1=M1–M2+M3–M4 
可知， 
1. 若M1–M2+M3–M4=0，則 A1為任意點。當 A1確定後， A2、A3、A4三點位

置也隨著確定。所以四邊形 A1A2A3A4有無限個。 

2. 若M1–M2+M3–M4≠0，則 A1無解。即四邊形 A1A2A3A4不存在。 
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上述「M1–M2+M3–M4=0」的條件與「四邊形M1M2M3M4形成平行四邊形」的

條件兩者意義是相同的。可證明如下： 
四邊形M1M2M3M4為平行四邊形 

兩對角線互相平分，即 
2

MM
2

MM 4231 +
=

+   

M1+M3=M2+M4 

 M1－M2+M3－M4＝0 
因此得到： 
﹝心得二*﹞若平面上四相異點M1、M2、M3、M4形成平行四邊形時(即M1－

M2+M3－M4＝0)，則以M1、M2、M3、M4分別為四邊形的四邊中點，可決

定無限多個四邊形 A1A2A3A4。否則四邊形 A1A2A3A4不存在。 
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【附件二】 
(一)、 三角形 

給定平面上三相異點 P1、P2、P3，求ΔA1A2A3使 P1、P2、P3分別為三邊 21AA 、

32AA 、 13AA 分點， 且 11PA ： 21AP = r1：s1， 22PA ： 32AP = r2：s2， 33PA ： 13AP = 

r3：s3。由線段分點公式，可知 

11

2111
1 sr

ArAs
P

+
+

= ，
22

3222
2 sr

ArAs
P

+
+

= ，
33

1333
3 sr

ArAs
P

+
+

=  

A1= 2
1

1
1

1

11 A
s
r

P
s

sr
−

+
，A2= 3

2

2
2

2

22 A
s
rP

s
sr

−
+

， A3= 1
3

3
3

3

33 A
s
r

P
s

sr
−

+
 

∴A1= 







−

+
−

+
3

2

2
2

2

22

1

1
1
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P
s

sr
s
r

P
s

sr
 

= 3
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ss
rr

P
ss

)sr(r
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s
sr
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−
+

 

= 
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




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+
+

+
−

+
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同理
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由上列三式可得到 
[心得七]平面上任給P1、P2、P3三點不共線，以 P1、P2、P3為ΔA1A2A3的三邊分

點，則可決定唯一的ΔA1A2A3。 

 

(二)、 四邊形 
給定平面上四相異點 P1、P2、P3、P4，求四邊形 A1A2A3A4使 P1、P2、P3、P4分別
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為四邊 21AA 、 32AA 、 43AA 、 14AA 分點， 且 11PA ： 21AP = r1：s1， 22PA ： 32AP = 

r2：s2， 33PA ： 43AP = r3：s3， 44PA ： 14AP = r4：s4。 
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2. 若 1
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4321 = ，則 A1為無解或無限多解。(A2、A3、A4與 A1同時為無解或無

限多解) 
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則 A1有無限多解，即四邊形 A1A2A3A4有無限多個。 
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則 A1為無解，即四邊形 A1A2A3A4不存在。 
[心得八] 給定平面上四相異點P1、P2、P3、P4，以 P1、P2、P3、P4為四邊形

A1A2A3A4的四邊分點，使 11PA ： 21AP = r1：s1， 22PA ： 32 AP = r2：s2， 33PA ：

43AP = r3：s3， 44PA ： 14AP = r4：s4， 
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則四邊形 A1A2A3A4有無限多個。 
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則四邊形 A1A2A3A4不存在。 
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【附件三】 
流程圖如下： 

 
開始

指定平面上n個分點，及

給定各分點將每邊分成

兩段長之比。 

判斷所求

多邊形是

否存在？

不存在

由程式計算

後改變分點

位置，使所

求多邊形能

夠存在。 

存在

判斷所求多

邊形是無限

多個或唯一

存在？

可改變多邊形的「頂

點」，以觀察多邊形為

無限多解的情形。 

無限多個

可改變多邊形的「分

點」，以觀察多邊形圖

形的變化情形。 

唯一存在 

結束
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【附件四】 
 

電腦軟體操作方法概述如下： 

1、畫面上方之訊息區，可隨時提供操作上的各項提示作法。 
2、右方大框內，可用滑鼠左鍵按照順(逆)時針方向依序點選數個分點。 
3、所選各分點可用滑鼠左鍵拖曳移動位置，也可用滑鼠右鍵取消分點。 
4、左方大框內，可選擇各分點將多邊形的各邊分成固定或不固定比例。 
5、輸入上述之比例。 
6、在右上角選擇「繪圖」後， 

(1)若所求多邊形唯一存在時，可自動繪出這個多邊形。我們還可用滑鼠左鍵拖
曳某一分點改變其位置，來觀察多邊形圖形的變化。 

(2)若所求多邊形無限多解時，可自動繪出一個多邊形。我們還可用滑鼠左鍵拖
曳某一頂點改變其位置，來觀察多邊形為無限多解的情形。 

(3)若所求多邊形不存在時，可由程式計算後改變某一分點位置，使所求多邊形
存在(為無限多解)，並自動繪出一個多邊形。我們還可用滑鼠左鍵拖曳某一
頂點改變其位置，來觀察多邊形為無限多解的情形。 

7、選擇「清除」，可重新點選分點及輸入比例。 
8、選擇「存圖」，可將所繪出的多邊形儲存於「桌面」。 
9、選擇「結束」，可結束程式。 


