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我是一個喜歡思考的人，無論是對於自然科學或是人文科學都有著濃厚的興趣。由於父母都是老師，所以在這樣一個書
香家庭薰陶之下，養成我對學問的嚴謹態度，也使得我求學的過程都滿順利的。

或許是在風城-新竹長大，使我帶有幾分不羈的個性，不喜歡受到俗套的限制，喜歡有創意的想法，因此和有創意的人在
一起談天、聽朋友談論新奇的點子是我最愉快的事。

而當沒有朋友在身邊的時候，我並不會感到寂寞，因為獨處正是我的觀察力、想像力、思考力能盡情發揮的時候，往往
一些重要的發現、心得都是在這樣的情況下產生的。

我想求學嚴謹、喜歡創新以及不怕孤獨正是引領我走在科學研究這條路上的重要條件，也特別感謝在這一路上總有許許
多多的貴人，在我遭遇困難時出手相助，給予我持續走下去的動力。參加科展實在是我人生中一項寶貴的經歷。

一、研究動機

曾經看過這樣的題目：「給定一任意三角形，分別於三角形的三邊上各任取一點，連接這三點，形成一個內接三角形。
試問在什麼條件下，此內接三角形的周長發生最小值？」當然這個問題已經有了答案，然而這問題不禁使我想到，如果
改變命題，將「內接三角形」改成「內接正三角形」，那麼又會是什麼情況呢？

二、研究目的

給定一任意三角形，分別於此三角形三頂點對邊的直線上，各取一點，使這三點的連線形成一個內接正三角形。研究內
接正三角形的性質。

三、研究過程

紙、筆、尺、圓規、電腦

四、研究重點

(一)、討論三角形內接正三角形是否存在。並研究如何用尺規作圖作三角形的內接正三角形？

(二)、研究三角形內接正三角形的性質。

五、 結果與證明

(一)給定一任意 ，於內部作一小正 ，其中  點在 上， 點在 上。並作 交 於E點。再分別於 和 上各取一點
D、F，使得 、  ，如圖1：

圖1

此時， 即為 的一個內接正三角形。又當改變  的位置時，  的位置也會隨著變動，故知給定一任意 ，可
作內接正三角形。我們又發現用類似的方法作圖，可以於 三邊 、 、 的延長線上各取一點D、E、F為頂點作一正



三角形，而D、E、F這三點卻不在 、 、 上。為了以下討論方便，避免受到範圍的限制，我們定義：廣義的內接正三
角形的三頂點D、E、F可在 三邊 、 、 的延長線上變動，且此時的 亦可簡稱為 的內接正三角形。

由上述結果可知，給定任意 ，可作內接正三角形。那麼，在任意 的某一邊的直線上任取一點，如何作以此點為一
頂點的內接正三角形呢？

作    法

在 中，設D點為某一內接正三角形在 上的一頂點，以D點為中心將整個圖形順時鐘旋轉600，形成一個新的  (
  )。令 和 的交點為E。於 上取一點F，使 ，則 即為以D點為一頂點的一個內接正三角形，如圖2-1：

圖2-1

證    明

在 和 中，

1.由於 是由 以D點為中心順時針旋轉60O所得，

故 且  。

2.

，

，

故 。

3.由上述二點知： (ASA全等性質)，

所以 ，又已知 ，

故 為正三角形。

經過觀察，我們發現以 上的一點D作為頂點的內接正三角形的有兩類，一類就是上述的 ，另外一類作法如下：

作    法

在 中，設D點為某一內接正三角形在 上的一頂點，以D點為中心將整個圖形順時鐘旋轉600 ，形成一個新的  (
  )。令  和  的交點為 。於 上取一點 ，使 =  ，則 即為以D點為一頂點的一個內接正三角形，如圖2-2：

圖2-2

(證明方法與同向內接正三角形類似，在此不加贅述)

上述這兩類正三角形，E點與 點皆在 上，F點與 點皆在 上，而它們的差異在於 三頂點D、E、F的排列方向與 三
頂點A、B、C的排列方向同向（如圖2-1，皆為逆時鐘）；而  三頂點D、 、 的排列方向與 三頂點A、B、C的排列方向
反向（如圖2-2， 為順時鐘）。為了方便起見，以下稱 這類的正三角形為同向正三角形，稱  這類的正三角形為反
向正三角形。

(二)

有了上述的結果，就可以利用GSP系統作圖，如圖3：



圖3

其中 為給定的任意三角形，而 為其同向內接正三角形，  為其反向內接正三角形。D點的位置在 上變動，此時
和 也會隨之變化。經由觀察，我們獲得了一個驚人的性質：「一給定的任意  ，所有同向內接正三角形的中心

構成一條直線，所有反向內接正三角形的中心也構成一條直線，這兩條直線互相平行，且皆與 的尤拉線垂直。」證
明如下：

建立一個複數座標系，如圖4-1：

圖4-1

其中 為給定的任意三角形， 為其同向內接正三角形，I點為 的中心。令A點座標為 、B點座標為0、C點座標
為1，並設 、 、 ，其中為a、b定數 為變數， 、 會隨著 值而變化。則D點座標為 、E點座標為

 、F點座標為 。

故知 ，

　　 。

由於 ，

故  ，

即 ，

乘開之後，等號左右的實部對應實部，虛部對應虛部，得到：

實部：  ---------------------------->1式

虛部：  ------------------------->2式

將1、2式整理得：

1式：  ------------------------------->3式

2式：  ------------------------->4式

，

交叉相乘再經整理得： ，

於是得到了 與 之間的關係式。

另將1、2式整理得：

1式：  ----------------------------->5式

2式：  ------------------------->6式

，



交叉相乘再經整理得： ，

於是得到了 與 之間的關係式。

(為了方便起見，以下將複數座標系改為直角座標系)

將E點座標 、F點座標 中的 、 用 的關係式代入，得到：

E點座標： ，

F點座標： ，

又D點座標 。故得I點座標如下：

。

我們可以看到，I點的x、y座標也為 的一次函數，因此當D點 在 上變動時， ，故I點的軌跡也構成一條直線，且此直
線的一個方向向量為：

。

又由A點座標(a,b)、B點座標(0,0)、C點座標(1,0)，

可得 重心G點座標 、外心O點座標 ，

即為 尤拉線的一個方向向量。

故 ，也就是I點軌跡所構成的直線與 的尤拉線垂直。

我們用同樣的方法操作反向內接正三角形，建立一個複數座標系(如圖4-2)，

其中 為給定的任意三角形， 為其反向內接正三角形，i點為  的中心。

圖4-2

經過同樣的計算方法，得i點座標如下：

。

我們可以看到，i點的x、y座標也為 的一次函數，因此當D點 在 上變動時， ，故i點的軌跡也構成一條直線，且此直
線的一個方向向量為：

 

，

故 ，也就是i點軌跡所構成的直線與 的尤拉線垂直。

(三)我們試著用已有的結果來找尋何時內接正三角形發生最小值同向內接正三角形中，利用：

E點座標 ，

F點座標 ， ，

計算 的長度，得：

 ，

再用配方法，可求得當 時， 的長度發生最小值，此時 的周長發生最小值。



我們發現了一個性質，就是當 的周長發生最小值時， 為一定值  。

也就是當 的周長發生最小值時，將 代入 、 與 的關係式：

 ，

 ，

計算此時 的值即可得此定值 ：

用同樣的方法計算反向內接正三角形周長的最小值，也有類似的性質：

當 時， 的周長發生最小值，且此時 。

六、結論

(一)一給定的任意 ，所有同向內接正三角形的中心構成一條直線，所有反向內接正三角形的中心也構成一條直線，這
兩條直線互相平行，且皆與 的尤拉線垂直；又當內接正三角形的三頂點僅在 的三邊上移動時， 中僅能作同向內接正三角
形，且此時內接正三角形的中心構成一條與尤拉線垂直的線段。

(二)當  時，同向內接正三角形的周長發生最小值，且此時 為定值 ；又當  時，反向內接

正三角形的周長發生最小值，此時  亦為定值 。

評語

本作品主要在討論三角形內接正三角形的性質，思考過程頗為嚴謹，表達及論証均恰當並利用GSP軟體呈現研究成果提昇
生動性是一件不錯的作品。
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