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我是張緯鈞. 我從來沒有想到我會有這樣的機會去參加這種比賽. 都要感謝我們的蔡志強蔡老師, 他真的在我們旁邊給了我
們很大的鼓勵. 蠻多地方他都給了我們非常好的建議與協助. 真的很高興能夠有這樣一個回憶, 我在之中學到了很多的事
情, 也成長了不少, 給了我蠻多寶貴的經驗. 讓我感到了許多人的關懷還有溫情.

　

我是簡境良, 我做這一次的科展, 學了很多. 看了所有的組員專注的神情, 我真的是嚇了一跳. 沒有想到大家都可以這個樣
子, 為了這次的比賽而付出如此多的精力還有時間. 雖然做的時候也遇到了許多的失敗與挫折, 但是都被我們一一的克服
了. 所以, 我最大的感觸就是, 人的潛力還有團結的力量竟是如此的無限.

　

我是陳韋銓. 這次的科展, 我覺得我們凝聚了許多人的力量還有學校所有的資源, 像我們雖然是數學科的, 但是我們學校還有
許多別科的作品也在做, 大家常就是在一起一直到晚上. 還有許多自然科及數學科的老師都給了我們很大的鼓勵, 沒有他

們, 我也不可能堅持到現在. 因為其中真的是蠻累人的. 尤其是我們的指導老師蔡志強老師, 尤是辛苦. 這次我們科展能得
名, 的的確確是許多人辛苦的結果, 榮耀是屬於每個人的!

關鍵詞：

整邊與倍角

一、研究動機

數論與幾何最迷人的地方就是找尋具有某些特定性質的整數邊三角形, 譬如說直角三角形的所有整數邊三角形是

其中u ,v滿足 ( u,v )= 1 , 且一奇一偶的整數.

然後, 另一個有趣的課題是面積為整數的Heron三角形

但這是一個非常困難的問題.

今天,我想要探討一個類似於上面,但簡單的問題,也就是其中一個內角,是另一內角的n倍的所有整數邊三角形. 這個問題是我
們從87年度台灣省第二區數學科能力競賽的第二試的問題二

　

二、研究目的

給定θ,n,將滿足其中一角為θ,另一角為 的整數邊三角形所構成的集合,記為  .

1.對怎樣的θ, n, 這種整數邊三角形存在, 也就是 .

2.這種整數邊三角形的邊長的一般式為何?

3.進一步的問題是求出其中一角為 , 而另一角為 的所有整數邊三角形.

三、研究工具

筆, 紙, 電腦, G.S.P.

 



　

四、研究過程及討論

在研究這個問題之前, 我們先研究: 對於給定 中的任意一個三角形, 如何推得 中的一個三角形, 這是我們研究這個問題
的基礎. 由這個基礎, 可得  中三角形邊長的一組遞推式, 研究過程如下.

底下我們先作一個很重要的觀察.

引理一

(1).給定  x為 所對應的邊, y為 所對應的邊, z為 所對應的邊, 且(n+2)  ,在 上取一點 ,使得  (D不在 邊
上), 則 之三邊長.

(2).給定 為 所對應的邊, 為 所對應的邊,  為 所對應的邊, 在 上取一點D, 使得  , 則 之三邊長.

注  解

(1).由[引理一], 我們可以得到 中三角形邊長的一組遞推關係式.確切的說,設 是滿足 之整數邊三角形, 其中 分別
為 之三邊長 則由[引理一]的第一部份, 可得一個 滿足  , 而且邊長滿足(I)式.

因此, 的三邊長均為有理數, 再將 放大 倍, 即可得到一個  , 且邊長滿足

顯然,  , 因此我們可以從 中的一個  , 得到 中的一個  , 且其邊長滿足(*)的關係式.

(2).反過來說, 由[引理一]的第二部份, 從 中的一個 出發, 可以得到一個 滿足  , 邊長均為有理數, 且有如下關係
式.

其中 分別為 之三邊長 .

再將 放大 倍, 則所得到的 顯然是 中的一個元素, 且在(*) 式的對應下, 中的 就對應到 中的 ( 是
將 放大 倍得來).

由以上的說明, 可知在不論相似三角形的情況下, 中的任一個  均可由 中一個 透過下列的關係式得來.

其中 分別為 之邊長 .

因此,我們有如下的[引理二].

引理二 

滿足  , 且三邊均為整數的 存在的充要條件為 為有理數.

推論一

在不論相似三角形的情況下, 則下列的遞迴關係式可生成其中一內角為  ,另一內角為 的所有整數邊三角形.

其中  , 為 所對的邊, 為 所對的邊,  為 所對的邊.

　

接下來我們利用遞迴關係式

　



算出  (當  )

n　　　 　　　　　　　
1             　　　　　　　  
2     　   　　　　　　　
3   　　 　　　　　　 
4              　　　　   
5            　　　     
n            
1            
2            
3            
4            
5            

 觀察發現

在上面,我們發現,當 時, 有大於1的公因數, 這對我們找的三整邊有了相當大的阻礙, 於是我們接下來考慮[引理三],
[四]來改良我們的遞迴關係式.

引理三

遞迴關係式 
其中  
滿足 

引理四

考慮下列兩組遞迴關係式

以及

則  , 且 滿足下列遞迴關係式.

推論二

遞迴關係式  , 且
滿足  

引理五

遞迴關係式

若 , 則
由[推論一],[引理四],[五]可得到下面的[引理六].

引理六

下列的遞迴關係式可生成其中一內角為 , 另一內角為  , 且三邊長的
最大公因數為1的所有整數邊三角形.

其中 為 所對的邊,  為 所對的邊, 為 所對的邊, 且 .

推  導

接下來, 我們利用遞迴式算出 的顯式.

我們算出來的結果歸納如下.

n 　　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　　  



1 　　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　　     
2 　　　　　　　 　　　　　　    　　　　　　     
3 　　　　　　　 　　　　　　                         
4　　　　　　　 　　　　　　                     
5 　　　　　　　 　　　　　　              

　

觀察發現

1.

2.n為奇數 , 

n為偶數 , 

3.在 的括號裡, 係數成正負相間.

4.將 括號裡的係數排列如下.

n =1    1

n =2    1  1

n =3    1  2

n =4    1  3  1

n =5    1  4  3

我們發現了有類似"巴斯卡三角形"的東西, 如下

n =1　

n =2　 　

n =3　 　

n =4　 　 　

n =5　 　 　

由以上之觀察, 得到如下的猜想.

在不論n為奇數或偶數時, 我們把 的一般式加強如下.

]--(G)

經過以上的討論及[引理二],[六], 我們可以將 中的三角形刻劃如下.

定理一

(1). 一內角為  , 另一內角為 的所有整數邊三角形滿足下面兩點.

1 , 使得 .

2  , 使得三邊長為  ,其中 為(G)式.

(2).給定  , 滿足2x>z,(x,z)=1, 且 , 則三整數邊為   之三角形的三內角為  ,其中 為(G)式, 且 滿足
 .

接下來, 我們試著找出 其三內角為 , 且其邊均為整數. 在証明過程中, 我們以 所對的三整邊為基礎, 以找
出 所對的邊,証明如下.

引理七 

若 三內角為  ,且其三邊長為有理數, 則 為有理數.

定  義 



引理八

若給定一個  , 滿足 ,  , 則

引理九

若  , 且滿足  , 則 可為一個三角形的三邊長.

引理十

若給定  , 滿足 ,  , 以及  , 

且  , 則存在一整數邊  , 其內角為  , 且其所對三邊長分別為  

引理十一

滿足如下的遞推式 

其中

引理十二

(1). 
(2). 
(3). 

定理二

(1).一內角為  , 另一內角為 的所有整數邊三角形滿足下面兩點.

1 , 使得 .

2  , 使得三邊長為 .  

(2).給定  滿足2x>z, (x,z)=1, 且 , 則三整數邊為

的 其三內角為

, 其中0< <羽,(p,q)=1.

由[定理二]的討論, 我們已找到所有內角為  , 且其邊為整數的三角形, 因此得到如下的結論.

五、結論

(1).一內角為  , 另一內角為 的所有整數邊三角形滿足下面兩點.

1 , 使得 .

2  , 使得三邊長為 .

(2).給定 滿足2x>z, (x,z)=1, 且 , 則三整數邊為

 的 其三內角為

, 其中0< <羽,(p,q)=1.

滿足

六、參考資料
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2.87學年度全國數學科能力競賽成果報告書. 

評語

本研究討論邊長為整數，其中兩角度數比值為有理數的三角形的存在性。作者抽絲剝繭，利用三角形性質及複角公式，
遞迴地決定了構成這種解答的方法。解法完整，是本地高中生研究的典型。
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