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關鍵詞：數論、整數

一、研究動機

Lagrange 定理說明了：任一自然數均可寫成不超過四個自然數的平方和，同時對所有8K-1(K　N) 型之自然數，則不能以不
超過三個自然數的平方和表示出。關於立方和四次方和以上的討論，則是有名的華陵問題。仿此，我們定義函數fm：N→

N(m(≧2)　N)使得對於某些正整數 (m=2時為完全平方數；m≧3時為兩個m次方數和)，fm(n)表示滿足下列條件之最大正整
數：n可表示成k個正整數之m次方和，。本文的研究即是探討了的上界。

二、研究目的

(一)對於幾個固定的 值求出 的上界(不一定是最好的), 以得出一般情形的求上界方法。

(二)對 作了更深入的討論。

三、研究過程

(一)

1.我們先討論 之情況:設 , , ……為非負整數

　

且滿足:                                                   (1)

　

由此設我們知： ( i =1,2,3,……)之值隨著 改變而可以有不同的值，但不是  的函數，

這是因為對一個 值可能有兩個不同的有序數列 滿足(1)式，

若有固定自然數 滿足： 只要使底下的式子無非負整數解即可：

　　　　　(2)

(1)-(2)得： 　(3)

此無非負整數解，為了達到精確的下界， 必須僅可能的大,在此我們借用下結果：

※引理A：若 且 互質，考慮自然數 。當 時，方程

有非負整數解 ；當 時，此方程無非負整數解。

         　　  (此定理是Frobenius 問題的特殊情形)。

　

證　明



∵  　∴方程 有無限多解， 

我們可適當的選取特殊的一解：0≦ <b

則  

∴ 則 ≧0

則此特殊解即為非負整數解。

若對  有非負整數解，則由

知： 有正整數解

∵ 得： ，又

∴ ，則  (→←)

故對 時是無非負整數解的。

依此引理：為了讓3無非負整數解，由(3,8)=1

考慮取 　8-3-8=13(<15)           則可得：

2.(1)由3討論 的經驗，可討論 如下：

一個可能的

設，  其中  若 ，
則 ， 顯然

如此：  ，  因此

若 ，則 得 ，  

     ，則  

     時，

     時，

     時，  　∴

而 無非負整數解  

故得：

(2)討論 時，我們發現：

均是5的倍數，

這可由Fermat's Little Theorem：若 為質數，整數 並非 的倍數，則 

證　明

∵ ，則

構成完全剩餘系，

∴ (mod )

由於 　∴ (mod )得：

所以我們可討論如下：(15, 80)=5，則取

(這是因為15 +80  =  無非負整數解 無非負整數解)

則 但是這個上界實在差勁，因為146<150直覺上來說：

上界應該可再小些. 底下，我們繼續改進上界：

由於 不為5的倍數，取 =624+259=883



立刻可得一上界：

當然此法還可以繼續改進! 如我們可取 =624□+259=2131，易證：  

因為  (  =0, 1, 2, 3)均不為5的倍數

且 均為5的倍數)但若取 , 其中 ，

則不能保證 不能寫成 之型式。

因為之中必有一數為5的倍數，而且就算不能寫成此型成，也得經檢驗才可知道，而這可能需要極多的運算。

例如:可取 =624□+145=2641而 的型式中,只有 使其為5的倍數，此值即 為145，而145是不能寫成
 型式的，且145<255，故可得：

上雖未涉及許多運算,但有很大的原因是因為有引理A的結果,假如數字大些就要涉及三個未知數以上的不定方程。

此時，檢驗有無整數解就沒有引理A可用了。事實上，減少計算量的方法關係著Frobenius問題，但此問題較完整解答只
有二個未知數的情況！

一般而言，當 (或 )再大時就要使更多(變數的)不定方程無整數解,而這是不大容易達成的！

我們把 的結果列出可得定理B：

， ，

(當然，值域中的每一元素均為正整數)

關於 顯然有一等式成立條件：

所以此上界是最佳上界。而 則留待(二)討論。

3.由1,2,可得一般的討論方案：

(1) ，則可試取

作討論，

由於 ，且， ，所以只需檢驗：

如： 時，  ，而檢驗

時發現有：

=(110,4,1)這一組解，故不能定結論。而依前經驗：此時的

　

　   {0,1}

　   但不全為0,β 

　

但這並不是充分條件,例外情形如：

(2)若

(a) β

    ( 為質數且2 )　 的取法可從 變形，

    ∴ ，為  之倍數，則為 之倍數。 

　∴ (粗略估計)

(b) 為上述例外情形:目前尚沒找出具體之方法。

(二) 時的討論── 時的情況

1.考慮能分成二數平方和之完全平方數依序為52, 102, 132……



2.∵ 52不可寫成三正整數平方和(檢驗得知) ∴ 102亦不可。

證　明

假如102可寫成三正整數平方和；

設102=

由於 ≣0 1　(mod 4)( =1,2,3)　且 ≣102≣0 (mod 4)

∴ ≣0　(mod 4)  令

則由102=(2y1)2+(2y2)2+(2y3)2得：25=y12+y22+y32  (→←)

3.雖然52不可寫成3數平方和，卻可寫成4~11數平方和。

 =3吕+92+32+22  ：可分成3+3~33+3  即6~36個數之平方和。

綜合上述，可分成2~155之平方和，  ∴

4.若對於 (≧169),   ,    則  

證　明

(1)設 　

則

故可分成2, 3數之平方和， 又 ──可分成4~4( )

數之平方和，故考慮：可否分成(  )~(  ) 數之平方和。 (2)證明了這可行性。

(2)對於分成 數，

， 

對於分成  數，

，

對於分成  數平方和，

得證.

由此:132, 262, 522…(13□污)2…(r  ) 均有：  

5.仿2，可證明：202不可寫成三正整數平方和，而可寫成二正整數平方和的完全偶平方數

依序為:102, 202, 262,…  由4.可知： ，故得：

定理C:132, 262分割是最小的奇、偶數滿足

我們把4.寫成定理D：

6.我們的疑問是：

除了13□r型式的數外，可否有系統構造出其它的數， 



滿足： ，答案是肯定的，見下：

(1)考慮原始畢氏三元組

令

(2)取13 2r = 且滿足  一取法為 取 ，則
(由2.知： 此乃 不可分成二正整數平方和之故.由此，可恰當的選取 使得 )

我們證明： 　滿足：

(3)∵2332=2082+1052，而  (208=13□4) 

∴可分成2~ 個數之平方和。

(4)又可分成:1052+1,1052+2,…,

1052+( )= 個數的平方和，

而1052≦2082-13　(註2)故可分成2~  個數的平方和

∴  .

註: 1.以此方法，可從任一滿足：  的數 構造出 滿足：

          

          且 ──定理E.

       2.為何可由105<208推得： 見下：

          若：  ,由  ,

          則

           ∴  ,    則

   3.只用13為出發點並不能得到所有的  因為這樣只能得到 形如 的數，

  　　 (因為 ,  均不為3的倍數則 ，故知)

  　　但是152(是3的倍數)滿足 ：

　　  152=122+92=142+52+22=132+62+42+22故可分成1~158個自然數的平方和，又仿4.(2)知亦可分成159-211個自然數的平
方和，得證.

四、結論

(1)  ，

    而  ，

(2)132, 262分別為最小的奇、偶數滿足：

(3)  ,  

(4)對於任一滿足： 的正整數 ，可構造出  滿足：且

　

五、回顧與展望

(1)在文中，為何要如此定義  ?
根據此定義，函數 之定義域為完全平方數所構成的集合，即討論  時， 必須為完全平方數！而對於 時，依有名的
F.L.T：一個正整數之 次方不可分成二個正整數的 次方和！因而我們的定義域才取為二正整數的 次方和之數所構成的集
合〞，為了使我們的研究能更為寬廣，我們可改變(或放寬)定義，而保留了此研究的部分(或全部)結果。
例如，可放寬定義為：
若 可寫成 個正整的 次方和，( 可有不同取值)則 為：
 ， 可寫成 個正整數的 次方和，但不可寫成個  正整數的 次方和。如此定義可使本文的結果幾乎全保
留，且研究的主題更 為寬廣，且我們可以定義 到 的最長長度，即定義：
 ，以進而研究 之max.值  .

(2)本文的發展方向：
在文中給予幾種估計上界的方法，可給予改進─ 不只是承文中的精神給予改進,而是作本質上的修改。我們還可研究達到



上界的解數，例如: 
是否有無窮多個 使  ？對於 我們雖然有許多結果，但還可進一步研究使： 的 值之一般型式，或求得所有
的方法。

(若為偶數且 ，,可易知： 我們因此只需關心所有的奇數  ，使  ，而在文中給予了無窮多個奇數 的求
法，卻不確定這種方法是否可求得所有的奇數  ) 而對於 ， 則更是另一番深入的研究。
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評語

本件作品討論一個正整數表示成 個正整數之 次方和的解法，研究過程頗為細心，表達能力良好，作品將來尚可能再發
展。
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