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〝互換黑白棋〞的平面化

國中組　第三名

縣　市：台北縣

校　名：江翠國中

作　　者：王士鴻、吳佳欣

　　　　　張耀華、楊凱淳

指導教師：黃錫川

吳佳欣；生日：1985/3/5；簡歷：台北市幸安國小數理資優班、台北縣埔乾國小數理資優
班、台北縣江翠國中數理資優班；興趣、專長：我喜歡看書，各類書籍都看，不管是武
俠、科幻、動物、寫實，最喜歡的是小說、科普書也很喜歡。有時後，我會強迫自己去
看古典文學、文學名著，或是專門知識旳書，以充實自己。我看了很多書，從書中學了
不少東西，電腦程式語言也是自己看書學的。

　

楊凱淳；生日：1985/10/16；簡歷：台北縣新埔國小、台北縣江翠國中數理資優班；興
趣、專長：喜歡玩PC、PS games的"SLG"，看comic books和小說，也喜歡看卡通，還
有．．．．算數學，但如果一直想不出來的話，就會去睡覺。專長是繪書，從古典的素
描、水彩到漫畫式我都會。愛打籃球、聽音樂、彈琴。

　

王士鴻；生日：1984/10/28；簡歷：台北縣重慶國小、台北縣江翠國中數理資優班；興
趣、專長：我很喜歡思考數學，興趣是看漫畫、卡通、聽日文歌。我最討厭的事是，在
我上課時想睡覺卻又不能睡時，有人對我極其無聊的玩笑。由於我是單親家庭，常有人
錯認為我很成熟，其實我知道周遭的人，因為我的幼稚而常感頭痛。
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張耀華；生日：1985/5/15；簡歷：台北縣忠孝國小、台北縣江翠國中數理資優班；興
趣、專長：我喜歡看書，喜歡玩牌，喜歡一切讓我沈迷的事物。也喜歡安全的自我挑
戰，因為我不敢做太危險的事。我會懷疑、甚至否定一個人。常常藉各種方式去了解他
人的專長、性情，但我不願意了解自己，因為對自己的了解是主觀的，不能在他人不認
同下認同自己，在其他人認同前的自行認同是虛偽的。我輕視一切不完美。加入了討
論、加入了思考、加入了合作、加入了科學無止盡的領域終於，明白了「為什麼」。

關鍵詞：互換黑白棋、平面化、最佳走法

一、研究動機

我們有機會欣賞建國高中學長發表的科展作品「走走跳跳」(1995年國際科展國內初選加
拿大正選)，與屏東高中學長發表的科展作品「乾坤大挪移」(1999年全國科展)，兩校學
長在一直線上處理黑白棋子的互換，獲得了很好的研究成果，但是都沒有涉及到如何在
平面上交換棋子。因此我們興起了在平面上試走的念頭。就自行設計了下面的題目： 
如圖1，由2個m×n的矩形重疊一格所形成的棋盤上，每個矩形分別擺上mn-1個黑棋與白
棋，只留下中央的重疊格不放置棋子，每個棋子可藉由移動一格或跳過相鄰一個棋子而
前進，是否可以將黑白棋全部互換？

二、研究目的

探討由2個m×n的矩形重疊一格所形成的棋盤，黑白棋全部互換的最佳走法與總步數。

三、研究過程與方法

(一)當m =1時
(即：由2個1×n的矩形重疊一格所形成的棋盤)

如圖2，黑白棋各有n-1個排在同一直線的兩側，中央空置一格，這種情形已由前述兩所
高中的學長做過很好的研究，在此不再贅述。

其公式為：    總步數 = (n-1)[(n-1)+2] = n2-1

(二) 當m=2 時

(即：由2個2×n的矩形重疊一格所形成的棋盤)
如圖3，當棋盤由直線擴展到平面時，棋子也由上下走向擴大到上下左右走向，因此全
部棋子的走法，變得更複雜而難以掌控。經過討論後，我們決定以空格位置移動的走向
來掌握棋子的移動情形。
如圖4，表示空格移動位置依序由O→A→a→B→b→C→c……→O，而空格從一個位置
到另一位置，是以一次同色棋子的移動開始前及結束後的空格位置，分別為舊位置與新
位置。換句話說，空格由一個位置移動到另一位置時，其間移動的都是同一顏色的棋
子。

 我們發現，(1)畫出的空格經過路線的轉彎處愈少，(2)空格不重複經過同一格。則完成
黑白棋交換所需的步數也愈少。這是因為空格沿著直線前進時，棋子才有機會跳躍前進
以減少步數，空格轉彎時棋子只能移動到相鄰一格而無法跳躍。如果空格重複經過同一
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格必定浪費步數。圖4中所畫出的走法，其空格的移動路線，使直線最長轉彎最少，且
不重複經過同一格，我們相信這是使步數最少的最佳走法。

按照這種走法，我們以不同的n值列舉數例完成下表以觀察其規則：

 

　

上表中，第二欄數列的意義為：

1.每個黑底白色的數字，表示空格移動一個位置時，一次黑色棋子移動所需 的步數。 

2.每個白底黑色的數字，表示空格移動一個位置時，一次白色棋子移動所需 的步數。 

右欄為完成全部黑白棋交換所需的全部步數。

由表中我們可以看出幾點：

1.數列以一個中間數(加底線較大的數字)為對稱軸，左右對稱。 

2.中間數  

3.每個n=k的數列都會重複n=k-1的數列。 

我們把黑底白色數字和白底黑色數字分開來看，如下表：
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可以看出除了中間數外，其他是成等差級數排列的，這是由於每次同色棋子整串往前移
動一格，會比上一次同色棋子整串往前移動一格多出1步。現在，我們可以計算由2個2×
n的矩形重疊一格所成的棋盤，黑白棋交換公式為：

(三)當m=3時
經充分嘗試各種不同走法，想要合乎空格移動路線直線最長轉彎最少，且不重複經過同
一格的兩條件。那麼我們只需將1×n與2×n棋盤最佳走法的空格移動路線的圖形合併，即
可拼成3×n棋盤最佳走法的空格移動路線，如圖6與圖7可拼成圖8。

由圖8可看出，它仍然滿足空格移動路線直線最長轉彎最少，與不重複經過同一格的兩
個條件，所以這種走法就是3×n棋盤的最佳走法。

是故3×n棋盤的最佳走法就是將圖6與圖7的兩種走法分別完成，將這兩種走法的總步數
相加即為3×n的總步數。這是因為這兩條空格移動路線並不互相影響，只是需將2×n的中
央重疊格分開成不重疊的狀態，這時兩矩形相距一格，如圖7，這種2×n棋盤經前面相同
的方法重新計算後得到：

故由2個3×n的矩形重疊一格所成的棋盤，如圖8，黑白棋交換的公式為：
總步數=圖6棋盤的總步數+圖7棋盤的總步數

  

(四)當m≧4時

同理，m×n=4×n棋盤最佳走法的空格移動路線可由2個不同的2×n棋盤最佳走法的空格移
動路線拼成，如圖9與圖10拼成圖11。
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依此類推：

1.當m為奇數時，m×n棋盤的空格移動路線，可由一個1×n棋盤的空格移動路線與數個不
同的2×n棋盤的空格移動路線拼成。 

2.當m為偶數時，m×n棋盤的空格移動路線，可由數個不同的2×n棋盤的空格移動路線拼
成。 

那麼要完成m×n棋盤交換黑白棋的步驟可依由外而內的原則來進行，即先完成最外側2×
n棋盤的棋子交換，再依序完成內側2×n棋盤的棋子交換，直到最後完成中央直行的1×n
或2×n棋盤的棋子交換。這時，必須考慮下列三個問題：

1.如何找出2個2×n矩形所形成的棋盤，在不同距離時，完成交換黑白棋的一般化公式？ 

2.當m≧4時，在完成外側2×n棋盤的棋子交換過程中會移動到中央橫列的內側棋子，其
發生的影響為何？ 

3.由數個最佳走法的2×n棋盤或1×n棋盤拼成m×n棋盤後，是否會發生 下列情形：最佳走
法+最佳走法+……+最佳走法≠合併後的最佳走法。也就是說，合併後m×n棋盤的棋
子，是否會因棋盤的結合而產生新的捷徑來減少步數？ 

上述三個問題我們的探討如下：

1.經過相同方法多次操作後，我們得到兩個2×n矩形所形成的棋盤在不同 距離時，完成
交換黑白棋(包括交換中央橫列的內側棋子)的一般化公式如下表： 
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2.至於在完成外側2×n棋盤的棋子交換過程中，當k≧4時開始有中央橫列的內側棋子會
加入移動。實際上，我們並不需要去完成中央橫列內側棋子的交換，只要完成外側2×n
棋盤的棋子交換，即可繼續進行內側2×n或1×n棋盤的棋子交換，也就是上列公式中，可
以把這些多餘的步數扣除，我們稱之為差距數。這個差距數剛好就是中央橫列的內側棋
子交換的步數，在k×n棋盤時中央橫列兩端各有黑白棋k-3個，所以差距數=(k-2)2-1，這
個差距數在k≧3時都適用(因k=3的差距數為0)。 

因此，兩個2×n矩形棋盤在不同距離時，完成交換黑白棋實際需要進行步數的一般化公
式為：

3.把數個最佳走法的2×n棋盤或1×n棋盤拼成m×n棋盤後，我們發現共有2種減少步數的方
法，整理如下： 

(1)空格移動到下一個相同位置時，棋子透過不同的移動方式，可以找到新的捷徑。 

如圖12空格要移到斜線格子去，本來在只有一個2×n棋盤時，是以圖12的方法移動的，
需要3步。現在合併後的走法可以如圖13，2步就移到了。這種情形會發生在一棋子被
異色棋包圍時。在m為奇數時，

 

(2)改變空格移動路線內、外直行的順序，使總步數減少。
原來的空格移動路線直行的順序如圖14、圖15，當我們把空格移動路線直行的順序改
變成如圖16、圖17。在m為奇數時會減少        步，m為偶數時會減少         步。 
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綜合上述：

將(1)(2)合併化簡後得到：m為奇數時會減少(m-1)(n-1)步，m為偶數時會減少m(n-1)步，
這就是合併後m×n棋盤產生新的捷徑所能減少的步數。

經過上面的探討，現在，我們已經可以完成由2個m×n的矩形重疊一格所形成的棋盤，
黑白棋全部互換的總步數。

1.當m為奇數時 

m×n棋盤的空格移動路線，可由一個1×n棋盤的空格移動路線與 個不同的2×n棋盤的空
格移動路線拼成。

         

 2.當m為偶數時

 

四、討論

在上面的公式中，把m、n互換(即棋盤轉90度時)，總步數可能不相同，這是因為受到棋
盤合併後，產生新的捷徑的影響。所以要應用上述公式時，要先考慮棋盤是否需要旋轉
90度？因此我們以原來的公式
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1.當m為奇數，n為奇數時，則差數=0。 

2.當m為奇數，n為偶數時，則差數=m-1。 

3.當m為偶數，n為奇數時，則差數=1-n。 

4.當m為偶數，n為偶數時，則差數=m-n。 

由判斷上述四個差數的正負，我們以下表來討論棋盤是否需要旋轉90度？

   

五、結論

由2個m×n的矩形重疊一格所形成的棋盤，完成黑白棋全部互換的總步數為:

總步數

但在使用上述公式時，若有下列三種情形，必須將m、n互換計算(即需要把棋盤旋轉90
度)：

1.當n為偶數，m為奇數時

2.當n為偶數，m為偶數，且m>n時

3.當m=2時

六、未來發展

將由2個m×n的矩形重疊一格所形成的棋盤，改成由1個m×n矩形與1個p×q矩形的2個矩形
(但mn=pq)，重疊一格所形成的棋盤，黑白棋全部互換的最佳走法與總步數。

七、參考資料
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評語

本作品作者將過去一直線性處理黑白棋子互換情形推廣到平面上兩個mxn的矩形重疊一
格棋盤上作黑白互換，本作品先從特殊情形m=1，或m=2時探討黑白互換所需總步數，再
找出一般情況黑白互換總步數，並討論在各種情況下黑白互換總步數，研究方法嚴謹。
內容有趣，且具有創意。
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