
第 1 頁，共 11 頁

正方體展開圖的探討

高小組　第一名

縣　市：花蓮縣

校　名：國立花蓮師範學院附設實驗國民小學

作　　者：陳彥齊、董昱志、陳賢任

指導教師：潘純芳、林華峰

　

陳彥齊，民國77年1月19日生，現就讀國立花蓮師範學院附設實驗國民小學六年級，曾擔
任副班長、風紀股長及全校模範生，喜好電腦、運動及研究，未來希望能在數理方面能
有更深入的研究成果發表。

　

董昱志，民國76年9月15日生，現就讀國立花蓮師範學院附設實驗國民小學六年級，曾擔
任班長、自治市副市長等，喜好電腦、畫畫及閱讀課外讀物，未來希望能進入理想的高
中、大學，將來出國深造，學成歸國為社會服務，貢獻棉薄之力。

　

陳賢任，民國77年3月31日生，現就讀國立花蓮師範學院附設實驗國民小學六年級，曾任
服務股長、組長等，喜好數學演算、珠算、自然科學、鋼琴、繪畫等，未來希望能像媽
媽一樣，做個受人敬愛的好老師。

關鍵詞：六格骨牌，相對面，全等形，展開圖



第 2 頁，共 11 頁

　

壹、研究動機

今年（88年）春假，閒來無聊，順手翻出四下（第八冊）的數學，回想當時在學習第七
單元－「長方體與正方體」中；有一種「下列各展開圖中，何者可折回正方體？」的題
目；面對這一種題目，老師總是要我們實際操作後，再圈選出來正確的答案。如此一來
每一次做一題題目總是會花費了我不少的時間，因此我才想找出更好更快的方法，來解
決這一個問題。為了找出更好更快的方法，我找了幾位志同道合的同學展開了以下一連
串的研究，並且隨時請教爸媽和老師。

貳、研究目的

1、找出所有六格骨牌的排列方式，並實際操作那些六格骨牌是可以折回正方體的。

2、從可以折回正方體的六格骨牌中，找出它們的共通性。

參、研究的問題

1、什麼「多格骨牌」呢？又什麼叫作「多格骨牌」的全等形呢？

2、二格、三格、四格、五格、六格骨牌各有幾種的排列方式？

3、在所有「六格骨牌」的排列方式中，那一些是不可以折回正方體的？

4、不能折回正方體的「六格骨牌」中，有那些共同性？

5、在正方體的展開圖中，可以是『相對面』的情況有那些呢？

6、能不能利用正方體展開圖中「相對面」的關係，來研判「六格骨牌」中，那一些是可
以折回正方體的？並且這一種方法所得到的結果與【問題四】的結果是不是相同？

7、在能夠折回正方體的所有六格骨牌中，是以那一種應用在剪裁紙張上所消耗的面積會
最少呢？也就是1.如果只包裝一個正方體的時候，是使用那一種六格骨，最節省紙張？2.
在裁剪大小相同，數量一定的正方體時，又是以使用那一種六格骨牌來裁剪，可以最節
省紙張？

8、在能折回長方體的所有六格骨牌中，是以那一種應用在剪裁包裝上所耗費的紙張面積
為最少，也就是在剪裁包裝一個長方體時，要如何裁剪才能最節省紙張?為什麼呢？

肆、研究的過程和方法

問題一

什麼是「多格骨牌」？又什麼叫作「多格骨牌」的全等形呢？

【過程一】：

a.依據美國數學教授──所羅門‧葛羅勃創造了多格骨牌這個英文字，它就是指多個同
樣大小正方形的邊緣連在一起的骨 牌。例如：三格骨牌↓
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b.假如一個多格骨牌的圖形經過翻轉之後能與另一個多格骨牌圖形完全疊合，那麼這兩
個圖形在數學上被視為相同，也就是多格骨牌的全等形。

例：

問題二

二格、三格、四格、五格、六格骨牌各有幾種排列方式？

【過程一】：利用方格紙實際操作，可以得到：

a.二格骨牌只有1種排列方式

b.三格骨牌有2種排列方式

c.四格骨牌有5種排列方式

d.五格骨牌有12種排列方式

e.六格骨牌依「一列最多有幾個」的規則，可產生35種的排列方式

問題三

在「六格骨牌」所有排列方式中，那一些是不可折回正方體的？

【過程一】：因為正方體展開圖一定是一個「六格骨牌」，經過我們利用方
格 紙，實際操作的結果；得到在「六格骨牌」中，不能折回正方體，有24種

問題四

在不能折回正方體的「六格骨牌」中，它們有那一些共同性？

【過程一】：我們觀察【問題三】，將不可以折回正方體的「六格骨牌」加以 整
理，發現了「六格骨牌」中不能折回正方體的共同性，如下：它可以分為

a.以『字型』推論知道：

(1)「六格骨牌」中有五格成『一』字型；或『L』（橫三豎二或橫二豎 三）字型；或
『ㄇ』字型；

(2)「六格骨牌」中有四格成『田』字型；或成『一』字型且另兩格在同 一側；

(3)「六格骨牌」中有三格成『一』字型而另三格在同一側；但c－3例外。以上三種，都
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不可能拼回正方體。這是因為這些情形都無法使骨牌轉 折或者會使骨牌產生兩面重疊；
見所附的操作拼盤（附件一）。

b.以『直線型』來研判：

我們將六格骨牌中所有可以折回正方體的圖形集中在一塊，知道所有可以折回方體的
「六格骨牌」，除了在一直線上的骨牌外，剩餘的骨牌都應該在直線上的兩側（但c－3
例外）。那是因為「六格骨牌」中能折回正方體的，最多可以四格成一直線。而在四格
成一直線時，可以得到直線骨牌的折回圖，如下：(上、下兩面是空的)

（可由方格拼盤得知）。因此如果另兩格在同一側或者和四格直線再連成一線（即五格
或六格一線），那就必然造成至少會有一面重疊，而無法補齊不足的上下兩面，所以也
就沒有辦法折回正方體了。又假如是三格骨牌成一直線時，那麼折回時，就只能完成環
繞四面中的三面，所以另外三格要少應具有完成上、下兩面的能力；但是這時候剩下的
三格，如果在同一側，那麼仍然還是無法折回正方體的。

問題五

在正方體的展開圖中，可以是『相對面』的情況有那幾種？

【過程一】：在【問題四】中，雖然可以由『字型』、『直線型』發現了一些解決
問題的規則，但在每一規則都有例外的情形發生（即c－3）。因此我們再產生了另
外一種想法：是不是可以以一個『正方體有八個頂點、十二個邊、六個面（三組相
對面）』的觀念，來解決這個問題呢？

首先，我們幾位同學分析了，所有可以折回正方體的展開圖，發現了它們都具有三格骨
牌成

的特色。我們將它們分別定為甲、乙、丙（如上），再利用『相對面』使用同顏色的拼
盤來實際操作（如附件二），結果得到可以折回正方體的展開圖中會是『相對面』呈現
的情形，有如下四種：（甲→A，乙→B，丙→C）
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也就是說，如果我們以丙、C這組相對面來看，『相對面』呈對應的狀況，不外乎下列
四種情況：

a.在直線中成跳格（中間隔一實格），那麼左、右兩格就為相對面。如：　前圖1

b.在六方格中其中四方格為『Z』字型或『N』字型中的對角格，如：前     圖2

但不可是「L」字型（三橫一豎或一橫三豎）如：

　

　

c.正方形九方格中的對角格為相對面，如：圖3
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d.長方形十二方格中的對角格是相對面，如：前圖4

問題六

能不能利用正方體展開圖中「相對面」的關係，來研判「六格骨牌」中，那一些是可以
折回正方體的？又這一種方法所得到的結果與【問題四】的結果是不是相同？

【過程一】：我們把【問題五】的觀察結果，應用在「六格骨牌」的35種排列上；
結果發現它與【問題四】所得到的結果完全相同且較【問題四】的方法來得簡捷。
也就是說每一組『相對面』按照【問題五】中的結論，依照a規則填完後，換填b規
則；b規則填完後，換填c規則；c規則填完後，換填d規則。如此在填完最後一組
（即第三組）仍然符合【問題五】的結論，那麼就表示這種「六格骨牌」一定是可
以折回正方體的。

問題七

能夠折回正方體的所有六格骨牌中，是以那一種應用在剪裁上所耗費的面積為最少，也
就是1.如果只包裝一個正方體的時候，是使用那一種六格骨牌，最節省紙張？2.在裁剪大
小相同，數量一定的正方體時，又是以使用那一種六格骨牌來裁剪，可以最節省紙張？
(也就是說在長或寬大得可以一次剪裁完成時)

【過程一】：我們把【問題六】所得到的結論應用在紙張的剪裁上；剪裁線就如圖
(九)上的虛線，在虛線內所框起來的面積就是要剪裁的大小。

【過程二】：我們研究發現了，在圖(九)的六格骨牌中，除了c-3外，其他可以折回
正方體的六格骨牌裡，都須要剪裁12格1平方單位的正方形才可以得到想要折回正
方體的六格骨牌，但是c－3只要剪裁10格1平方單位的正方形就可以得到折回正方
體的六格骨牌了。所以在包裝紙上要剪裁包裝一個正方體時，是以使用c－3的長5
單位寬2單位的裁法，最為節省紙條了。

【過程三】：我們從圖(六)中所有能折回正方體的六格骨牌，兩兩嵌合，可以得到
66種變化；而且在這66種嵌合中，除了c-3與c－3的橫向連接嵌合，可以使用到2
列，並且在這兩列中，只有最前面和最後面各浪費掉2方格外；其餘的嵌合，不管
是橫向連接嵌合、交叉連接嵌合或縱向連接嵌合，不但最少要使用到三列，並且最
少也會浪費了6方格(浪費6方格的 ，如：c－18與c－18作橫向連接)。所以在裁剪大
小相同又數量一定的正方體時，是以使用c－3六格骨牌作橫向連接來裁剪，才可以
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最節省紙張。如下圖：

問題八

能折回長方體的所有六格骨牌中，以那一種應用在剪裁上所耗費的面積為最少，也就是
在剪裁包裝一個長方體時，要如何裁剪最節省紙張？為什麼呢？

【過程一】：我們將能折回長方體的所有六格骨牌加以整理得到了54種的變化，而
應用在剪裁上；大致可以分成下面幾類：(其中邊長：甲＞乙＞丙)

(1)(2×甲＋2×丙)×(乙＋2×丙)

　(2×甲＋2×丙)×(2×甲＋乙)

　(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×乙)

　(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)

　(2×甲＋2×乙)×(2×乙＋丙)

　(2×甲＋2×乙)×(2×甲＋丙)

　；等六種情形，將被乘數相同部分歸為一組，比較乘數部分大小；可以得到剩下的三
種：(2×甲＋2×丙)×(乙＋2×丙)與(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)和(2×甲＋2×乙)×(2×乙＋丙)；其
中(2×甲＋2×乙)×(2×乙＋丙)又較(2×甲＋2×丙)×(乙＋2×丙)來得大。所以只須比較(2×甲＋2
×丙)×(乙＋2×丙)與(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)的大小就可以了。我們利用分配律展開得到(2
×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)＝2×甲×乙＋4×乙×丙＋2×丙×甲＋4×丙×丙；而(2×甲＋2×丙)×
(乙＋2×丙)＝2×甲×乙＋4×甲×丙＋2×丙×乙＋4×丙×丙；再比較(4×乙×丙＋2×丙×甲)和(4×甲
×丙＋2×丙×乙)的大小；利用結合律可以得到(4×乙×丙＋2×丙×甲)＝2×丙×(2×乙＋甲)及(4×
甲×丙＋2×丙×乙)＝2×丙×(乙＋2×甲)；因為(乙＋2×甲)＞(2×乙＋甲)，所以此六種情形以(2
×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)的面積為最小。

(2)(2×甲＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)

　(2×乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)

　(2×甲＋2×乙)×(甲＋乙＋丙)

　；等三種情形，其中在被乘數部分以(2×乙＋2×丙)為最小，而乘數部分 都是(甲＋乙＋
丙)，所以此三種情形以(2×乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)的面積為最小。

(3)(2×甲＋乙＋丙)×(甲＋乙＋丙)

　(甲＋2×乙＋丙)×(甲＋乙＋丙)

　(甲＋乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)
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　；等三種情形，其中在被乘數部分以(甲＋乙＋2×丙)為最小，而乘數部分都是(甲＋
乙＋丙)，所以此三種情形以(甲＋乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)的面積為最小。

(4)(2×甲＋乙＋丙)×(乙＋2×丙)

　(甲＋2×乙＋丙)×(甲＋2×丙)

　(甲＋乙＋2×丙)×(甲＋2×乙)

　(甲＋乙＋2×丙)×(2×甲＋乙)

　(2×甲＋乙＋丙)×(2×乙＋丙)

　(甲＋2×乙＋丙)×(2×甲＋丙)；等六種情形，

　將被乘數相同部分歸為一組，比較乘數部分大小；可以得到剩下的三種：(2×甲＋乙＋
丙)×(乙＋2×丙)與(甲＋2×乙＋丙)×(甲＋2×丙)和(甲＋乙＋2×丙)×(甲＋2×乙)；其中(2×甲＋
乙＋丙)×(乙＋2×丙)又　較(2×甲＋2×丙)×(乙＋2×丙)來得大；而(甲＋2×乙＋丙)×(甲＋2×
丙)又較(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)來得大；且(甲＋乙＋2×丙)×(甲＋2×　乙)也較(2×乙＋2×
丙)×(甲＋2×乙)來得大；所以在此類型不可能是54　種變化中面積最小的。

(5)(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

　(甲＋3×乙＋丙)×(甲＋丙)

　(甲＋乙＋3×丙)×(甲＋乙)；等三種情形，

　而它們三種乘積中，因為：

　(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

　＝3×甲×乙+3×甲×丙+乙×乙+2×乙×丙+丙×丙‥‥‥‥(1)

　而(甲＋3×乙＋丙)×(甲＋丙)

　＝3×甲×乙+2×甲×丙+甲×甲+3×乙×丙+丙×丙‥‥‥‥(2)

　(1)式－(2)式

　＝甲×丙+乙×乙－甲×甲－乙×丙

　＝(甲×丙－乙×丙)+(乙×乙－甲×甲)

　＝丙×(甲－乙)+(乙－甲)×(乙+甲)

　＝丙×(甲－乙)－(甲－乙)×(乙+甲)

　＝(甲－乙)×[丙－(乙+甲)]

　因為甲＞乙＞丙＞0所以甲－乙＞0，丙－(乙+甲)＜0
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　因此(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)－(甲＋3×乙＋丙)×(甲＋丙)＜0

　也就是(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)的乘積比(甲＋3×乙＋丙)×(甲＋丙)的乘積小。又比照上
述的方法，我們得到(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)的乘積也比(甲＋乙＋3×丙)×(甲＋乙)的乘積
來得小。所以(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)的乘積最小

[綜合]

　在(1)～(5)中，將每一類型最小的再作比較如下：

　(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)

　(2×乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)

　(甲＋乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)

　(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

　其中(甲＋乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)較(2×乙＋2×丙)×(甲＋乙＋丙)大；又(2×乙＋2×丙)×
(甲＋乙＋丙)較(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)大。所以只剩下：

　(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)

　(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

　我們再將上面的兩個式子，做了以下的比較：

　(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

　＝3×甲×乙+3×甲×丙+乙×乙+2×乙×丙+丙×丙‥‥‥‥(1)

　(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)

　＝2×甲×乙+2×甲×丙+4×乙×丙+4×丙×丙‥‥‥(2)

　(1)式－(2)式

　＝甲×乙+甲×丙+乙×乙－2×乙×丙－3×丙×丙

　＝甲×乙+甲×丙+乙×乙－2×乙×丙－2×丙×丙－丙×丙

　＝甲×(乙＋丙)－2×丙(乙＋丙)＋(乙＋丙)×(乙-丙)

　＝(乙＋丙)×[甲－2×丙＋(乙－丙)]

　＝(乙＋丙)×(甲＋乙－3×丙)

　因為甲＞乙＞丙＞0所以乙＋丙＞0，又(甲＋乙－3×丙)可以分為下 　列三種情形：

(1)甲＋乙＞3×丙，即甲＋乙－3×丙＞0；那麼(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)的面積＞(2×乙＋2
×丙)×(甲＋2×丙)的面積。所以(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)的面積比較小。例如：在甲＝4，



第 10 頁，共 11 頁

乙＝3，丙＝2時，(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)＝80而(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)＝85

(2)甲＋乙＝3×丙，即甲＋乙－3×丙＝0；那麼(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)的面積＝(2×乙＋2
×丙)×(甲＋2×丙)的面積。例如：在甲＝5，乙＝4，丙＝3時，(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)＝
154，(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)＝154

(3)甲＋乙＜3×丙，即甲＋乙－3×丙＜0；那麼(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)的面積＜(2×乙＋2
×丙)×(甲＋2×丙)的面積。即(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋　丙)的面積比較小。例如：在甲＝6，
乙＝5，丙＝4時，(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)＝252＞(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)＝243

　綜合以上討論，我們得到在包裝紙上要裁剪出一個能包裝長方體　而且要最省面積
時，只要計算上面所列的兩個式子，找出結果較小的，　再配合實際紙張的情況，選擇
出最適合的一種。那麼就真的可以達到　「物盡其用」，不浪費資源了。

伍、研究後的心得與結論

(一)「六格骨牌」中可否折回正方體的研判方法有三：

但以「六格骨牌」中的『相對面』論：

在「六格骨牌」中的每組『相對面』的規則是

a.直線骨牌中成跳格（中間隔一實格）的兩張骨牌

b.六方格長方形中的對角格且四格成『Z』字或『N』字的兩張骨牌

c.九方格正方形中是對角格的兩張骨牌

d.十二方格長方形中是對角格的兩張骨牌

在判別是不是可以折回正方體的時候，只要依照a規則填完後，換填b規則；b規則填完
後，換填c規則；c規則填完後，換填d規則。如果在填完最後一組（即第三組）仍符合
a、b、c、d的規則，那麼就表示這種「六格骨牌」一定可以折回正方體。

(二)在包裝紙上剪裁包裝一個正方體時，是以c---3的長5單位寬2單位的裁法，最為節省
(註：正方體的邊長為一單位)。又在裁剪大小相同且數量固定的正方體時，是以使用c---3
六格骨牌作橫向連接來裁剪，才可以最節省紙張。

(三)在包裝紙上要裁剪出一個能包裝長方體而且最節省紙張面積時，那麼只要計算出下
面所列的四個式子，再比較它們的大小，就可以找出最省紙張的方法了。

計算式子如下：(甲>乙>丙)

(1)、(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)

(2)、(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

當(a)甲＋乙＞3×丙

那麼(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)＜(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

當(b)甲＋乙＝3×丙



第 11 頁，共 11 頁

那麼(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)＝(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)

當(c)甲＋乙＜3×丙

那麼(2×乙＋2×丙)×(甲＋2×丙)＞(3×甲＋乙＋丙)×(乙＋丙)
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評語

作者從所有可能的６格骨牌，理出可以決定可為正方體展開圖的一套有效程序，以相對
面的決定為軸。

接著探討那種展開圖可以在裁剪時比較經濟材料，並順便探討長方體展開圖的情形，具
有環保的意識。討論完整，書面和面談的表達清楚。
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