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小齒輪挑戰大齒輪

初小組　第一名

縣　市：嘉義市

校　名：蘭潭國小

作　　者：曾善齊

指導教師：翁秀玉、李慧珍

我是就讀蘭潭國小四年五班的曾善齊，我對這次的成績感到非常滿意，滿意到快哭了，
總覺得自己這一年的辛苦沒有白費。我很榮幸能為蘭潭國小爭光，更榮幸能幫嘉義市爭
個第一名回來。這全要感謝翁老師、李老師、爸爸和媽媽的支持和付出呢！

一、研究動機

這是我在小時候玩畫花圓圈的一種遊戲，起先，我認為只是畫一畫而已，但是玩久了以
後，卻發現：奇怪！為什麼每一個點畫出來的圖案都不一樣？有些花瓣又尖又長，有些
花瓣又圓又短，甚至還有一些畫了幾圈就開始重複了呢！於是，我就開始想研究這個奇
怪的問題。

二、研究目的

研究一：研究齒輪繞滿幾圈才可以畫出完整的圖形

研究二：內齒輪的插入點對圖形空洞大小的影響
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研究三：插入點對花瓣尖圓長短的影響

研究四：探討小內齒輪繞大內齒輪的圖形

三、研究器材與設備

筆、多功能文具尺(如右圖)、紙。

 

四、研究過程與分析

研究一：研究齒輪繞滿幾圈才可以畫出完整的圖形

(一)作法：

1.在內圈小齒輪(36個鋸齒)的某一個鋸齒做上a的記號。

2.在外圈(96個鋸齒)的鋸齒上做上A的記號，將A、a重合。

3.選定內圈齒輪任何一點洞，用紅筆點一下，稱為B點(也是開頭的地方)，用筆開始畫，
注意何時可以繞回B點。

4.再試以不同的內外圈齒輪組合重覆以上的動作。

(二)結果：

1.內外圈齒輪組合(36格和96格)：在內圈齒輪中的任何一個插入點，繞完3圈外圈後一定
會回到B點，一旦回到B點就會重覆第一次的線條〈也就是說原來的線條〉。(圖一～1)

2.內外圈齒輪組合(36格和105格)：繞完3圈外圈後，沒有回到B點，線條軌跡仍然沒有重
覆，圖形顯得較複雜。不過繞滿12圈後就可以畫出一個完整的圖形。(圖一～2)

3.內外圈齒輪組合(52格和96格)：在內圈齒輪中任何一個插入點，繞完13圈外圈後一定會
回到B點，一旦回到B點就會重覆第一次的線條〈也就是說原來的線條〉。(圖一～3)

4.內外圈齒輪組合(52格和105格)：未繞完52圈之前，沒有回到B點，線條軌跡沒有重覆，
圖形顯得較複雜。不過繞滿52圈後就可以畫出一個完整的圖形。(圖一～4)

5.內外圈齒輪組合(63格和96格)：在內圈齒輪中的任何一個插入點，繞完21圈外圈後一定
會回到B點，一旦回到B點就會重覆第一次的線條〈也就是說原來的線條〉。(圖一～5)

6.內外圈齒輪組合(63格和105格)：繞完3圈外圈後，回到B點，線條軌跡開始重覆，圖形
顯得較簡單。(圖一～6)
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(三)分析：

因為63、52、36、96、105等數據太複雜，所以我們改用較簡單的數據來分析。

1.外圈齒輪50格，內圈齒輪10格：

(1)50是10的倍數(50÷＝5)，內圈齒輪繞滿外圈一大圈後，相當於跑滿5次內圈齒輪，會回
到原來的B點。

(2)繞滿外圈2大圈後，所畫出來的線條會和第一圈的重疊。

(3)如果再繼續繞圈的話，線條一直是重覆第一圈的線條。

2.外圈齒輪50格，內圈齒輪20格：

(1)50不是20的倍數，內圈齒輪繞滿外圈一大圈後，無法回到原來的B點。

(2)但是內圈齒輪繞滿外圈2大圈後，就會回到原來的B點。

(3)外圈2大圈的齒輪格數是50□＝100格；內圈也是繞了100格齒輪格數。 

(4)我們發現50、20的最小公倍數是100，也就是100可以被50、20整除。

3.外圈齒輪50格，內圈齒輪30格：

(1)50不是30的倍數，內圈齒輪必須繞滿外圈3大圈後，才會回到原來的B點。

(2)外圈3大圈的齒輪格數是50□＝150格；內圈也是繞了150格齒輪格數。 

 

圖一~1：36/96格組合　　

 

圖一~2：36/105格組合　

 

圖一~3：52/96格組合

 

圖一~4：52/105格組合　

 

圖一~5：63/96格組合

 

圖一~6：63/105格組合
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(3)我們發現50、30的最小公倍數是150，也就是150可以被50、30整除。

4.由以上的分析，我們發現：

(1)外圈齒輪格數(m)和內圈齒輪格數(n)會影響圖形的線條，在繞滿m和n的最小公倍數格
數時(記作【m,n】)，落點就會回到原點，因此線條軌跡就會開始重覆。

(2)【m,n】＝P時，將P÷m＝Q，就可以算出內圈齒輪必須繞滿外圈齒輪 Q圈後，就開始
重覆線條軌跡。

例如：【96,36】＝288，288惜＝3，難怪繞滿三圈後，線條軌跡一直重覆。

(3)因此，為什麼不同格數的內外圈齒輪給予組合後，所畫出來的圖形有的密密麻麻，有
的卻是非常簡單的線條，關鍵在於內外圈齒輪格數的最小公倍數除以外圈格數的數據(即
【m,n】＝P，再將P÷m＝Q)，也就是繞滿Q圈後會重覆軌跡。

如果Q愈大，代表圖形會密密麻麻；如果Q愈小，代表圖形軌跡會愈簡單。

研究二：內齒輪的插入點對圖形空洞大小的影響

(一)作法：

1.內外圈的齒輪組合為外圈96格和內圈63格。

2.依照內圈齒輪插入點的順序，由外到內在每一點上分別給予1,2,…,24的編號。

3.由插入點1開始畫圖，一直到呈現出比較完整的圖形為止(21圈)。

4.重復以上的作法，分別畫出編號2,3,…,24的圖形。

(二)結果：

1.畫出來的圖形，像甜甜圈，中間有空洞的圓形。

2.插入點在第7、8號以後和以前，中間的空洞會越來越大。

3.插入點在編號為第7、8點之後(9……24)和之前(6,…,1)，甜甜圈的厚度越來越薄。

4.插入點在第7,8點時，畫出來就沒有中間的空洞。

(三)分析：

1.會產生甜甜圈(空洞)的原因：

當內圈齒輪的插入點離外圈齒輪邊緣的最短距離，稱為e；
當內圈齒輪的插入點離外圈齒輪邊緣的最遠距離，稱為E，如果E小於外圈齒輪的半徑
（稱為R）時，就會產生圓形空洞的半徑，稱為r=(R－E)，也就是插入點離外圈齒輪圓心
的最近距離。

2.空洞大小：插入點離外圈齒輪圓心的最近距離，是影響空洞大小的關鍵，E愈大，r愈
小，空洞就會愈小；相反地，E愈小，r愈大，空洞就會愈大。
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3.第7,8點沒有空洞：因為它的插入點離外圈齒輪最遠時，剛好在外圈齒輪的圓心上，所
以中間會沒有空洞。

圖二：空洞分析圖

研究三：插入點對花瓣尖圓長短的影響

(一)作法：

1.使用外圈齒輪(96)和內圈齒輪(63)。

2.內圈齒輪的插入點由邊緣往內給予1,2,3…,24號。

3.針對編號為1的插入點，開始繞著外圈齒輪畫圖，共繞了21圈，才能畫成完整圖形。

4.編號為2,3…,24的插入點，以同樣(3)的步驟畫圖。

(二)結果：

1.把圖案假想成花瓣，插入點越邊緣，花瓣就會越尖越長；相反的，插入點越靠近圓
心，花瓣就會越圓越短。

2.插入點越靠圓心，線條就會越密，圖形的面積也越小；相反的，插入點越靠邊緣，線
條就會越開展，圖形的面積也越大。

(三)分析

花瓣較尖或較圓的原因：

插入點離內圈齒輪圓心愈近，即插入點號碼愈大者，例如：２４號插入點，所畫出來的
圖形，它的最高點和最低點的距離就會愈小，這樣花瓣就會愈圓愈短；插入點位在離內
圈齒輪圓心愈遠，即插入點號碼愈小者，例如：１號插入點，所畫出來的圖形，它的最
高點和最低點的距離就會愈大，這樣花瓣就會愈尖愈長。

研究四：探討小內齒輪繞大內齒輪的圖形

(一)作法：

1.小內齒輪(36格)繞著大內齒輪(63格)。

2.插入點選定小內齒輪的邊緣點開始畫，即１號插入點。
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3.畫只有兩片花瓣的圖形，第一片花瓣用藍筆畫，由第一次的最低點繞到第二次的最低
點，所畫的圖形當作一片花瓣，再以紅筆畫第二片花瓣。(圖四～1)

4.選１號插入點，畫出完整圖形，注意何時可以繞回原來的起點。(圖四～2)

5.重覆以上的動作，改用較接近中心的插入點畫，即24號插入點。(圖四～3)

(二)結果與分析：

1.畫出一片完整的花瓣，必須繞36格齒輪數，即繞滿一圈小內齒輪的格數(36格)。(圖四
～1)

2.畫出完整圖形：和研究一一樣，小內齒輪繞滿大內齒輪4圈後，就會畫出完整圖形；所
以二個內齒輪互繞時，齒輪格數分別是m、n，何時可以畫出完整的圖形，與m、n的最小
公倍數有關，這研究一的結論相同。(圖四～2)

3.空洞的大小：插入點離邊緣越近的話，空洞就越小，例如：圖B；相反的，插入點離圓
心越近的話，空洞就越大例如：圖四～3。

4.花瓣的圓尖：和研究三一樣，越靠邊緣的插入點畫出來的花瓣就越長例如：圖四～2，
相反的，越靠圓心的插入點畫出來的花瓣也就越圓越短例如：圖四～3。

　　　　　　　　　　　　　　　　

五、結論

(一)研究齒輪繞滿幾圈才可以畫出完整的圖形?(研究一)

1.外圈齒輪格數m和內圈齒輪格數n是主要的影響關鍵。在繞滿m和n的最小公倍數時，落
點就會回到原點，因此線條軌跡就會開始重覆。

2.【m,n】＝P時(也就是內外圈齒輪所跑的格數)，將所跑的格數再除以外圈齒輪格數m，
即P÷m＝Q，就可以算出內圈齒輪必須繞滿外圈齒輪Q圈後，就開始重覆線條軌跡。如果
Q愈大，代表圖形會密密麻麻；如果Q愈小，代表圖形軌跡會愈簡單。

(二)內齒輪的插入點對圖形的影響(研究二)

1.會產生空洞的原因：當內圈齒輪的插入點位在最高點時，離外圈齒輪邊緣的距離，稱
為E，如果E小於外圈齒輪半徑(R)時，即E＜R時，就會產生半徑r＝(R－E)的圓形空洞。

　 

圖四~1

 

圖四~2

  

圖四~3
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2.空洞大小：空洞的大小與插入點離外圈齒輪圓心的最近距離有關。E愈大，r愈小，空
洞就會愈小；相反地，E愈小，r愈大，空洞就會愈大。

(三)插入點對線條的影響(研究三)

花瓣較尖或較圓的原因：插入點的最高點和最低點之間的距離長短是影響花瓣形狀的關
鍵。插入點離內圈齒輪圓心愈近，它的最高點和最低點的距離就會越短，所畫出來的圖
形就會愈小，這樣花瓣就會愈圓愈短；插入點位在離內圈齒輪圓心愈遠，它的最高點和
最低點的距離就會越長，所畫出來的圖形就會愈大，這樣花瓣就會愈尖愈長。

(四)探討小內齒輪繞大內齒輪的圖形(研究四）

1.畫出一片完整花瓣：所需的齒輪格數，就是移動的內齒輪格數。

2.畫出完整的圖形：與研究一的結論相同。

3.空洞大小：插入點離邊緣愈近，空洞愈小；插入點離邊緣愈遠，空洞愈大。

4.花瓣的圓尖：與研究三的結論相同。

5.兩個大小內齒輪互繞的圖形，變化不如前面研究一、二、三的圖形變化多，所以大小
內齒輪互繞的玩法很少人在玩。

六、參考資料

數學五年級上學期國立編譯館

七、心得

(一)剛做的時候覺得很有趣也很簡單，所以認為很快就可以找到答案，因為這個心，所
以就「心不在焉」。只知有變化多端的圖形，但找不到規則；但研究後，已知道大小齒
輪間的奧妙。

(二)一人做研究是一件很辛苦的工作，我要感謝老師及全家人的協助，讓我完成了這個
研究，謝謝！
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我的科展歷程 

評語

本件作品是探討小齒輪繞大齒輪時小齒輪上一定點之軌跡，這個問題，對初小學生而
言，屬相當複雜，而作者能利用工具先畫出完整的圖形，進而探討圖形之屬性，其分析
方式以及所得之結果都足以列入優等。
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