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摘要 

本篇是研究在矩形棋盤上主教的攻擊情形，藉由了解主教的攻擊性質，尋找攻擊滿矩形

棋盤所需的主教最小值、最大值及其配置方法，接著經由證明來驗證其正確性，並發現其研

究結果可應用於車禍預測。 

壹、研究動機 

有一次下西洋棋時突然想到，如果全部的棋子都為同一種，那麼同種棋子之間的攻擊線

重疊情形是怎麼樣呢？為了解開疑惑，我們上網查資料後發現，如何在西洋棋盤中擺入最多

個不互相攻擊的皇后，是一個古典的數學問題(八皇后問題)，目前已經找到很多組不同的解，

也看到有人認為可以把皇后的佈局延伸到警察和消防人力的部署上，所以我們想針對資料較

少的主教來進行探究，結合國中所學到的平面直角坐標系觀念，希望能找出主教攻擊線的相

關規律。 

貳、研究目的 

一、 主教攻擊規律的探討 

  (一) 主教攻擊格數的規律。 

  (二) 主教的攻擊線方程式。 

二、 正方形棋盤的探討： nn 正方形棋盤中，互不攻擊下，攻擊滿棋盤所需主教數 

(一) 最小值與配置方法。 

(二) 最大值與配置方法。 

(三) 有解情形與配置方法。 

三、 長方形棋盤的探討： mn 長方形棋盤中，互不攻擊下，攻擊滿棋盤所需主教數 

(一) 最小值與配置方法。 

(二) 最大值與配置方法。 

(三) 有解情形與配置方法。 

四、 車禍預測的探討。 

参、研究設備及器材 

電腦、紙、筆、西洋棋盤。 

肆、研究方法 

一、名詞定義 

（一）西洋棋盤：為黑白相間的 8×8 正方形棋盤，一般情況下左下角為黑色，如圖 1 所示。 
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（二）攻擊線：主教能夠攻擊到的格子所連成的線，為兩條斜線，可無限延伸，如圖 2 所示。 

（三）互不攻擊：主教所在位置不會被任一其他主教的攻擊線所攻擊到。 

（四）攻擊滿：在所有主教皆互不攻擊的情況下，所有主教的攻擊線能涵蓋棋盤內所有格子。 

（五） nS ：表示在n n 的正方形棋盤中，主教的總數。其中最小值為 nmS ，最大值為 nMS 。 

（六） n mRS  ：表示在n m 的長方形棋盤中，主教的總數。其中最小值為 n mmRS  ，最大值為

n mMRS  。 

二、圖例解釋 

（一）主教所在位置：以@表示。 

（二）主教 n 所能攻擊到的範圍：以 X 表示。 

（三）障礙物   所能影響到的格數：以 0 表示。 

                         
            圖 1 西洋棋盤                            圖 2 主教的攻擊線 

三、研究流程圖 

    如圖 3 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 3 研究流程圖 

四、研究過程 

    首先找出主教的攻擊格數以及攻擊線方程式，接下來探討攻擊滿棋盤所需的主教數時，

將其分為最小值、最大值以及配置方法來進行研究。研究流程是由特殊化(特定邊長的棋盤)

開始，找到通則，接下來一般化(任意邊長的棋盤)，並以數學方法來證明公式。 
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伍、研究結果 

一、主教攻擊線的特性 

研究 1.1  探討主教攻擊的格數 

特殊化 

   探討主教攻擊線的特性中，我們將棋盤分圈討論。以一個 8×8 的西洋棋盤為例，以坐標排

序，第一圈為最外圈，即圖 4 紅色區域，第二圈為次外圈，即圖 4 黃色區域，第三圈為次內

圈，即圖 4 藍色區域，第四圈為最內圈，即圖 4 紫色區域。而圖 4.1 為偶數棋盤(以 8×8 棋盤

為例)在不同圈上，任取一主教的攻擊線狀況。圖 5.1 為奇數棋盤(以 7×7 為例)在不同圈上，

任取一主教的攻擊線狀況。 

(1) 8×8 棋盤 

 

 
圖 4  8×8 棋盤主教的攻擊圈 

 
 

(2) 7×7 棋盤 

 

 

圖 5  7×7 棋盤主教的攻擊圈 

 
 

 

 

 
 

 

  
圖 4.1  主教分別位在不同圈的攻擊範圍 
 

  
 

  
圖 5.1  主教分別位在不同圈的攻擊範圍 
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整理與發現 

1. 在 88 的正方形棋盤中 

當主教位在第一圈、第二圈、第三圈、第四圈時，其主教的可攻擊範圍分別為 7+1、

9+1、11+1、13+1 個格數(能攻擊到的格數以及本身所佔據的 1 個格子)，因而發現 8×8

棋盤每往內一圈，攻擊格數就會增加二格。 

2. 在 77 的正方形棋盤中 

當主教位在第一圈、第二圈、第三圈、第四圈時，其主教的可攻擊範圍分別為 6+1、

8+1、10+1、12+1 個格數，因而發現 77 棋盤每往內一圈，攻擊格數同樣會增加二格。 

猜想 

在 nn 正方形棋盤中 

1. 當 n 為偶數時，最外圈的攻擊格數為 n ，最內圈的攻擊格數則為 22 n 。 

2. 當 n 為奇數時，最外圈的攻擊格數為 n ，最內圈的攻擊格數則為 12 n 。 

證明 

1. 當 n 為偶數時，在 nn 的正方形棋盤棋上，當主教位在最內圈時，會有兩條攻擊線，

其攻擊範圍為 n 個格數及 1n 個格數，又其中主教位置重複計算，需扣除 1 個格數，

因此攻擊格數為 221)1(  nnn 個格數。 

2. 當 n 為奇數時，在 nn 的正方形棋盤棋上，當主教位在最內圈時，會有兩條攻擊線，

其攻擊範圍皆為 n 個格數，又其中主教位置重複計算，需扣除 1 個格數，因此攻擊格

數為 121  nnn 個格數。 

一般化 

結論 1.1 

在 nn 正方形棋盤中 

1. 當 n 為偶數時，最外圈的攻擊格數為 n ，最內圈的攻擊格數則為 22 n 。 

2. 當 n 為奇數時，最外圈的攻擊格數為 n ，最內圈的攻擊格數則為 12 n 。 

 

研究 1.2 兩個互不攻擊的主教共同管轄的格數 

規則分析 

1. 從規則來看，主教間互不攻擊，代表一個主教在同一左斜線、右斜線上不能有其他的主教。

因此，遊戲規則可改為： 

在 nn 的正方形棋盤中，滿足： 
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(1) 每一左斜線、右斜線上最多只能有 1 個主教。 

(2) 只要在任何一個空格再放 1 個主教，就會造成斜線上(左斜或右斜)有 2 個主教以上。 

 

 

 

 

左斜線 右斜線 

2. 玩西洋棋的過程中，我們發現如果主教原本在黑色的格子上，就絕對不會攻擊到白色格

子，所以如果兩個主教分別在一黑一白的格子上，它們的攻擊線就絕對不會重疊，如圖 6

所示，因此兩個互不攻擊的主教最少共同攻擊格數為 0。因此我們開始思考如何只從坐標

就能看出主教格子的顏色，藉此判斷其最少共同攻擊格數是否為 0？ 

  

圖 6  主教在黑白兩色位置的攻擊線      圖 6.1  兩主教的攻擊線重複情形 

經由實作發現主教格子的顏色與所在坐標和  yx    相關，依其規律，整理如表 1 所示： 

表 1  兩主教格子顏色與所在坐標和  yx    關係表 

主教坐標和 
所在格子底色 

皆為奇數，皆為偶數 一為奇數，一為偶數 

相同(同黑、同白) v  

不同(一黑、一白)  v 

發現若兩個主教的坐標和皆為奇數或偶數，則這兩個主教所在格子的底色會相同，而若

兩個主教的坐標和為一奇一偶，則這兩個主教會位於不同底色的格子(一黑一白)。 

確認了主教所屬格子顏色後，就可以進一步探討它們重複的攻擊格數。我們思考著如何

從兩個主教的坐標，快速求出他們重複攻擊的格數。這個問題困擾了我們幾個月，百思不得

其解，詢問老師後，建議使用高中數學的點斜式來加以說明，同時傳授我們斜率的相關概念。 

    斜率
x

y
m  ，而主教兩條攻擊線的斜率分別是 1m 和 1m 。從點斜式得知，解直線方

程式，需要有斜率和點坐標，其公式為： )( 00 xxmyy  ，其中的m 為斜率， 0x 和 0y 為該

點坐標。一個坐標，可以得到兩個直線方程式 00 xxyy  和 )( 00 xxyy  ，而若要找



 

6 
 

出兩個點的重複攻擊坐標，只要將四個直線方程式兩兩解聯立，所得到的解即為重複攻擊坐

標，且須為正整數解。 

    比方說任取兩個格子底色相同的點，如圖 6.1 所示，兩主教坐標分別為  3  4， 及  4  7，　 。

利用上述方式檢驗其底色是否相同?因為 734  且 1147  ，皆為奇數，所以代表兩主教底

色相同。 

    代入公式，可求得點  3  4， 的攻擊線方程式為 )1(43  xy 及 )2(43  xy  

，而點  4  7，　 的攻擊線方程式為 )3(74  xy 及 )4(74  xy 。將四個方程式兩

兩解聯立，可知攻擊線交於  5  6， 及  2  5， 兩點。 





)4(74
)1(43









xy

xy
  5  6，    
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xy
  2  5，  
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xy

xy
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xy

xy
無解   

    在實作過程中發現，當主教位在  1  1， 及  nn   ， 時，只會有一條攻擊線 00 xxyy  ；而

當主教位在  n  1， 及  1  ，n 時，也只會有一條攻擊線 )( 00 xxyy  。 

又觀察發現方程式有解時，必須是兩攻擊線互相垂直，亦即斜率分別為 1m 和 -1(若斜

率相同，則為兩條平行線，沒有交點)，因此可以簡化上述式子，當兩坐標為( 1x ， 1y )及( 2x ，

2y )時，可以得到下列兩組聯立方程式: 








22

11

xxyy

xxyy
和  









22

11

xxyy

xxyy
 

其解為 )
2

,
2

( 21212121 yyxxyyxx 
， )

2
,

2
( 21212121 yyxxyyxx 

，即為兩主教

的重複攻擊坐標。 

一般化 

結論 1.2 

1.當主教位於  00   yx， 時，其攻擊線方程式為 00 xxyy  及 00 xxyy   

2.當兩坐標為  11   yx， 及  22   yx， 時，可以得到下列兩組聯立方程式： 









22

11

xxyy

xxyy
     









22

11

xxyy

xxyy  

   兩主教的重複攻擊坐標即為 

       )
2

,
2

( 21212121 yyxxyyxx  ， )
2

,
2

( 21212121 yyxxyyxx  。 

   座標須為正整數且在棋盤內。 
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二、正方形棋盤的探討 

研究 2.1  在 n×n 的正方形棋盤中，探討在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 Sn 的最

小值與配置方法。 

(一) nS 的最小值( nmS )探討 

實際操作 

為了了解主教排列的規律性，我們從 n=2～8 實際排列，試著找出有解的所有情形。結果

請參閱附件(一) 。 

整理與歸納 

1. 從實際操作中，我們將結果進一步整理成表 2。 

表 2 

×n n  

主教數 
22 33 44 55 66 77 88 

最小值 2 3 4 5 6 7 8 

 

2. 從表 2 中我們發現，在 2 ~ 8n  ，其主教數的最小值為 n 。 
猜想 

在 nn 的正方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最小值 nmS n 。 

證明 

我們利用反證法來證明，假設最小值為 1n 個主教 

1. 當 n 為奇數時 

(1) 1n 個主教最多能涵蓋的方格數: 

 

(2) 重複涵蓋格數: 
 

(3) 最多實際涵蓋格數: 
 

(4)  又 nS n 存在(請參閱配置方法)，因此， nmS n  

2. 當 n 為偶數時 

(1) 1n 個主教最多能涵蓋的方格數: 
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(2) 重複涵蓋格數: 

 
(3) 最多實際涵蓋格數: 

 
   (4) 又 nS n 存在(請參閱配置方法)，因此， nmS n  
 

一般化 

結論 2.1 

在 nn 的正方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最小值 nmS n 。 

 

(二) nS 為最小值( nmS )的配置方法探討 

策略提出 

根據研究 1.1 中發現，當主教位在最內圈時，其攻擊範圍是最多格的，所以需要較少主

教來填滿棋盤，於是我們便形成嘗試將主教繞著攻擊格數最多的內圈開始擺起的策略。 

配置方法 

《方法一》沿著中間一列擺放 

以6 6 、7 7 為例 

6 6mS   7 7mS   

  
同理，在 nn 的正方形棋盤中，主教數的最小值 n 。 

《方法二》由棋盤的主對角線向兩側發展 

1. 將棋盤格塗成一黑一白。 

2. 先由主對角線開始。 

3. 再利用斜矩形框向棋盤主對角線的兩側框出所有的黑(白)色格。 

分析 

在n n 的棋盤中 
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1. 當 n 為偶數時，其中一條白色格的主對角線需要 1 個主教；另外一條黑色格的主對角線也

需要 1 個主教。 

2. 當 n 為奇數時，兩條主對角線最少共需要 1 個主教。 

3. 因為每個斜矩形框都需要 2 個主教，而 2 個斜矩形框(當斜矩形框內沒有同色方格時)最少

也是需要 2 個主教(圖 7 中，紫色長方形涵蓋黃、藍 2 個長方形)。 

              

圖 7   

(1) 以6 6 為例 

白色格 黑白格合併 

  

 

黑色格 

  

 

所以，在 6×6 的棋盤中，白色格有 2+1=3 個主教，黑色格有 2+1=3 個主教， 

故主教數的最小值=3+3=6。 

同理，在 nn ( n 為偶數)的棋盤中，白色格有
 

2
1

2
2 nn




個主教， 

      黑色格有
 

2
1

2
2 nn




個主教，故主教數的最小值= n
nn


22
。 
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(2) 以7 7 為例 

白色格 黑白格合併 

  

 

黑色格 

  
所以，在 7×7 的棋盤中，白色格有 2+2=4 個主教；黑色格有 2+1=3 個主教，故主教數的

最小值=4+3=7。 

同理，在 nn ( n 為奇數) 棋盤中，可以分為兩種狀況來探討： 

  ○1  當
2

1n
為偶數，則白色格有

2
1n
個主教，黑色格有

2
13

2
5 


 nn

個主教， 

故主教數的最小值= n
nn







2
1

2
1

。 

  ○2  當
2

1n
為奇數，則白色格有

2
11

2
3 


 nn

個主教，黑色格有
2

12
2

3 


 nn
，個主教 

故主教數的最小值= n
nn







2
1

2
1

。 

研究 2.2  在 n×n 的正方形棋盤中，探討在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 Sn 的最

大值與配置方法。 

(一)  nS 的最大值( nMS )探討 

實際操作 

為了了解主教排列的規律性，我們從 n=2～8 實際排列，試著找出有解的所有情形。結果

請參閱附件(二)。 

整理與歸納 

1. 從實際操作中，我們將結果進一步整理成表 3。 
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表 3  
×n n  

主教數 22 33 44 55 66 77 88 

最大值 2 4 6 8 10 12 14 

 
2. 從表 3 中我們發現︰在 n=2～8，其主教數的最大值為2 2n 。 

猜想 

在 nn 的正方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最大值

2 2nMS n  。 

證明 

1. 因為每一條右(或左)斜線上最多只能有一個主教，又棋盤中共有2 1n  條右(或左)斜線，所

以最多有2 1n  個主教。 

2. 但位置 (1,1) 與位置 ( , )n n 只能放 1 個主教，且 2 1 1 2 2nS n n     存在(請參閱配置方

法)，故 2 2nMS n  。 

一般化 

結論 2.2 

在 nn 的正方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最大值

2 2nMS n  。 

(二) nS 為最大值( nMS )的配置方法探討 

策略提出 

根據研究 1.1 中發現，當主教位在最外圈時，其攻擊範圍是最少格的，所以需要較多主

教來填滿棋盤，於是我們便形成嘗試將主教繞著攻擊格數最少的外圍開始擺起的策略。 

配置方法 

《方法一》沿著兩側擺放 

以6 6 、7 7 為例 

6 10MS   7 12MS   
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同理，在 nn 的正方形棋盤中，主教數的最大值 22)1(2  nn 。 

《方法二》由棋盤的主對角線向兩側發展 

1. 將棋盤格塗成一黑一白。 

2. 先由主對角線開始。 

3. 再利用斜矩形框向棋盤主對角線的兩側框出所有的黑(白)色格。 

分析 

1. 當 n 為偶數時，其中一條白色格的主對角線需要 1 個主教，另外一條黑色格的主對角線也

需要 1 個主教。 

2. 當 n 為奇數時，兩條主對角線最多共需要 2 個主教。 

3. 因為每個斜矩形框都需要 2 個主教，而 2 個斜矩形框最多共需要 4 個主教。 

(1) 以6 6 為例 

白色格 黑白格合併 

  

 

黑色格 

  

 

所以，在 6×6 的棋盤中，白色格有 2×2+1=5 個主教，黑色格有 2×2+1=5 個主教，故主教

數的最大值=5+5=10。 

同理，在 nn ( n 為偶數)的棋盤中，白色格有
  11

2
22 


 n

n
個主教，黑色格有

  11
2

22 


 n
n

個主教，故主教數的最大值= 2211  nnn 。 
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(2) 以7 7 為例 

白色格 黑白格合併 

  

 

黑色格 

  
 

所以，在 7×7 的棋盤中，白色格有 2×3=6 個主教，黑色格有 2×3=6 個主教，故主教數的

最大值=6×2=12。 

同理，在 nn ( n 為奇數) 棋盤中，白色格有
  1

2
12 


 n

n
個主教，黑色格

    1
2

12
2

322 





 n
nn

個主教，故主教數的最大值= 2211  nnn 。 

 

研究 2.3  在 n×n 的正方形棋盤中，探討在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 Sn 的有

解情形與配置方法。 

(一) nS 有解情形的探討 

實際操作 

同樣的，我們從 2 ~ 9n  實際排列，試著找出有解的所有情形。結果請參閱附件(三)。 

整理與歸納 

1. 從附件(三)中，我們將結果進一步整理成表 4。 
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表 4 

n n  nS 有解的所有情形 n n  nS 有解的所有情形 

2×2 2 6×6 6,7,8,9,10 

3×3 3,4 7×7 7,8,9,10,11,12 

4×4 4,5,6 8×8 8,9,10,11,12,13,14 

5×5 5,6,7,8 9×9 9,10,11,12,13,14,15,16 

2. 從表 4 中，我們發現： 

當 2 ~ 9n  時， nS 從最小值到最大值之間每加 1 子均有解。 

猜想   

從表 4 的發現，我們形成以下的猜想： 

在n n 的正方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 nS 從最小值到最

大值之間每加 1 子均有解。 

證明 

由性質 1.1 得知，在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需的主教數，每加一子均有解。 

一般化 

結論 2.3 

在n n 的正方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 nS 從最小值到最大

值之間每加 1 子均有解。 

(二) nS 有解情形的配置方法探討 

排法分析 

1. 分拆操作：棋盤上的主教沿著攻擊線分拆成兩個主教的操作方式，並使兩個主教與其

他主教互不攻擊，如圖 8。 

2. 矩形框移子操作：位於同一矩形框上兩對角格的主教，可以移動為另兩對角格，且總

攻擊線不變，如圖 8.1。 

  
圖 8 

分拆操作 
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圖 8.1 

 

性質 1.1：設 A 圖形為在n n 的棋盤中滿足主教攻擊滿條件之有解圖形，若 A 圖形進行一

次的分拆操作後，所形成的圖形稱為 B 圖形，則 B 圖形亦為有解圖形。 

證明 

由於 A 圖形為有解圖形，且主教進行分拆操作後的 B 圖形，其攻擊線仍保持不變，所以 B 圖

形亦為有解圖形。 

性質 1.2：設 C 圖形為在n n 的棋盤中滿足主教攻擊滿條件之有解圖形，若 C 圖形進行一次

的矩形框移子操作後，所形成的圖形稱為 D 圖形，則 D 圖形亦為有解圖形。 

證明 

理由同性質 1.1。 

配置方法 

我們從 n nS mS 到 nMS 中，利用分拆操作法進行每加 1 子均有解的配置。 

以7 7 為例 

7 7mS  7 8S   7 9S   

   

7 10S   7 11S   7 12MS   

   
 

 

矩形框 

移子操作 
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三、長方形棋盤的探討 

研究 3.1  在 n×m 的長方形棋盤中，探討在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 mnRS 

的最小值與配置方法。 

(一) n mRS  的最小值( n mmRS  )探討 

實際操作 

同樣的，我們從 n、 2 ~ 6m  實際排列，試著找出有解的所有情形。結果請參閱附件(四)。 

整理與歸納 

1.從附件(四)中，我們再將結果進一步整理成表 5。 

表 5 

        m 2 3 4 5 6 

2  2 4 4 4 

3   4 4 6 

4    4 6 

5     6 

6      

2.由表 5 中我們發現，當 n 、 2 ~ 6m  時： 

  (1)當 n、m 皆 3、5 時，其主教數的最小值 n mmRS  為 m-1。 

(2)當 n= 3、5，m 2、4、6 時，其主教數的最小值 n mmRS  為 m。 

(3)當 n =2、4、6， ( 1) ......m n q r   中，r 為奇數時，其主教數的最小值 1n mmRS qn r    。 

(4)當 n =2、4、6， ( 1) ......m n q r   中， r 為偶數時，其主教數的最小值 n mmRS qn r   。 

猜想 

在n m 的長方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最小值： 

1. n 為奇數 

(1) 當 ( , )n m  (奇，奇)時，主教數的最小值 1n mmRS m   。 

(2) 當 ( , )n m  (奇，偶)時，主教數的最小值 n mmRS m  。 

2. n 為偶數 

設 ( 1) ......m n q r    

(1) 當 r 為奇數時，主教數的最小值 1n mmRS qn r    。 

(2) 當 r 為偶數時，主教數的最小值 n mmRS qn r   。 

 

n 
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矛盾 

矛盾 

證明 

我們利用反證法來證明 

1.當  mn， 為(奇，奇)時，假設最小值為 2m 個主教 

(1) 2m 個主教最多能涵蓋的方格數: 

        

(2) 重複涵蓋格數: 
 

(3) 最多實際涵蓋格數: 

  

 

 
 

(4) 又 1 mRS mn 存在(請參閱配置方法)，因此， 1 mmRS mn  

 

2.當  mn， 為(奇，偶)時，假設最小值為 1m 個主教 

(1) 1m 個主教最多能涵蓋的方格數: 

        

(2) 重複涵蓋格數: 
 

(3) 最多實際涵蓋格數: 

  
(4) 又 mRS mn  存在(請參閱配置方法)，因此， mmRS mn   

 

3.當 n 為偶數時，設 rqnm ......)1(  ，則 rqqnm  ，原公式 1 rqn 及 rqn  分別可 

 改寫為 1 qm 及 qm  。 
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4.當  mn， 為(偶，奇)、 r 為奇數時，假設最小值為 qm  個主教 

(1) qm  個主教最多能涵蓋的方格數: 

        
(2) 重複涵蓋格數: 

     
(3) 最多實際涵蓋格數: 

  
(4) 又 1 qmRS mn 存在(請參閱配置方法)，因此， 1 qmmRS mn  

 

5.當  mn， 為(偶，奇)、 r 為偶數時，假設最小值為 1-qm  個主教 

(1) 1 qm 個主教最多能涵蓋的方格數: 

        
(2) 重複涵蓋格數: 

     
(3) 最多實際涵蓋格數: 

  
(4) 又 qmRS mn  存在(請參閱配置方法)，因此， qmmRS mn   

矛盾 

矛盾 
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6.當  mn， 為(偶，偶)、 r 為奇數時，假設最小值為 qm  個主教 

(1) qm  個主教最多能涵蓋的方格數: 

        
(2) 重複涵蓋格數: 

     
(3) 最多實際涵蓋格數: 

  
(4) 又 1 qmRS mn 存在(請參閱配置方法)，因此， 1 qmmRS mn  

 

7.當  mn， 為(偶，偶)、 r 為偶數時，假設最小值為 1-qm  個主教 

(1) 1-qm  個主教最多能涵蓋的方格數: 

        
(2) 重複涵蓋格數: 

     
 

 

矛盾 
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(3) 最多實際涵蓋格數: 

  
(4) 又 qmRS mn  存在(請參閱配置方法)，因此， qmmRS mn   

一般化 

結論 3.1 

在n m 的長方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最小值 

1. n 為奇數 

(1) 當 ( , )n m  (奇，奇)時，主教數的最小值 1n mmRS m   。 

(2) 當 ( , )n m  (奇，偶) 時，主教數的最小值 n mmRS m  。 

2. n 為偶數 

設 ( 1) ......m n q r    

(1) 當 r 為奇數時，主教數的最小值 1n mmRS qn r    。 

(2) 當 r 為偶數時，主教數的最小值 n mmRS qn r   。 

(1) n mRS  為最小值( n mmRS  )的配置方法探討 

策略提出 

我們以正方形棋盤中主教數的最小值為基礎，透過加子來完成排列。 

配置方法 

1. n 為奇數(以7 7 到7 10 為例)  

(1) 將正方形從橫排的配置方法轉換。 

(2) 當7 7 (正方形)變成7 8 (長方形)時，加一個主教，移動一個主教。 

7 7mS  7 7mS  887 mRS (第一個長方形) 

   

 

矛盾 
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(3) 當7 8 (第一個長方形)變成 97 (第二個長方形)時，不加主教也不移動主教。 

(4) 當 97 (第二個長方形)變成 107 (第三個長方形)時，加兩個主教。 

897 mRS (第二個長方形)  10107 mRS (第三個長方形)  

  

(5) 實際操作時，發現這樣的規律+0、+2、+0、+2， 87 → 97 (+0 個主教)→ 107 (+2 個主

教)…，於附件(五)中，我們依此規律，排出更多資料來佐證我們的推論及證明皆正確。 

2. n 為偶數 

(1) 當 66 (正方形)變成 76 (長方形)時，不加主教也不移動主教。 

(2) 當 76 (第一個長方形)變成 86 (第二個長方形)時，加兩個主教。 

66 mS  676 mRS (第一個長方形) 886 mRS (第二個長方形) 

   

(3) 當 86 (第二個長方形)變成 96 (第三個長方形)時，不加主教也不移動主教。 

(4) 當 96 (第三個長方形)變成 106 (第四個長方形)時，加兩個主教。 

(5) 當 106 (第四個長方形)變成 116 (第五個長方形)時，不加主教也不移動主教。 

896 mRS (第三個長方形)  10106 mRS (第四個長方形) 10116 mRS (第五個長方形) 

   

(6) 當 116 (第五個長方形)變成 126 (第六個長方形)時，加兩個主教。 

(7) 當 126 (第六個長方形)變成 136 (第七個長方形)時，不加主教也不移動主教。 
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12126 mRS (第六個長方形) 12136 mRS (第七個長方形) 

  

(8) 實際操作時，發現這樣的規律+2、+0、+2、+0……直到變成第 n 個長方形時+2 並移動 n-2

個主教，變成第 n+1 個長方形時不變，依此規律以 n+1 個長方形為一組進行循環，亦即

76 → 86 (+2 個主教)→ 96 (+0 個主教)→ 106 (+2 個主教)→ 116 (+0 個主教) →

126 (+2 個主教，移動 4 個主教)→ 136 (+0 個主教)…，於附件(六)中，我們依此規律，

排出更多資料來佐證我們的推論及證明皆正確。 

研究 3.2  在 n×m 的長方形棋盤中，探討在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 n mRS  的

最大值與配置方法。 

(一)  n mRS  的最大值( n mMRS  )探討 

實際操作 

同樣的，我們從 n 、 2 ~ 6m  實際排列，結果請參閱附件(七)。 

整理與歸納 

1.從附件(七)中，我們再將結果進一步整理成表 6。 

表 6 

        m 2 3 4 5 6 

2  4 4 6 6 

3   6 7 8 

4    8 8 

5     10 

6      

2.由表 6 中我們發現，當 n 、 2 ~ 6m  時： 

(1)當 n、m 皆 2、4、6 時，其主教數的最大值 mnMRS  為 2mn  。 

(2)當 n = 3、5，m 2~6 或 n =2、4、6，m =3、5 時，其主教數的最大值 mnMRS  為 1mn 。 

猜想 

在n m 的長方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最大值: 

n 
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1. 當 ( , )n m  (偶，偶) 時，主教數的最大值 2n mMRS n m    。 

2. 當 ( , )n m  (奇，奇)、(奇，偶)、(偶，奇)時，主教數的最大值 1n mMRS n m    。 

證明 

我們分為兩類來討論 

1. 棋盤左、右對角線的條數不同  (即 ( , )n m  (偶，偶)) 

如圖 9，我們分黑色格及白色格來看(分別取較少條數的左斜線或右斜線)： 

(1) 黑色格有 1
2


 nm

條左斜線  所以最多有 1
2


 nm

個主教。 

(2) 白色格有 1
2


 nm

條右斜線  所以最多有 1
2


 nm

個主教。 

   所以 1 1 2
2 2n m

m n m n
MRS n m

 
       。 

 m  

n  

   

…… 

   
      
      

      

                                    圖 9 

2. 棋盤左、右對角線的條數相同 (即 ( , )n m  (奇，奇)、(奇，偶)、(偶，奇)) 

因為每一條右(或左)斜線上最多只能有一個主教，又棋盤中共有 1n m  條右(或左)斜線，

所 以 最 多 有 1n m  個 主 教 ， 又 1n mRS n m    存 在 ( 請 參 閱 配 置 方 法 ) ， 故

1n mMRS n m    。 

一般化 

結論 3.2 

在n m 的長方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數的最大值 

1. 當 ( , )n m  (偶，偶) 時，主教數的最大值 2n mMRS n m     

2. 當 ( , )n m  (奇，奇)、(奇，偶)、(偶，奇)時，主教數的最大值 1n mMRS n m    。 

(二) n mRS  為最大值( n mMRS  )的配置方法探討 

策略提出 

我們以正方形棋盤中的主教數的最大值基礎，透過加子來完成排列。 

配置方法 
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1. n 為奇數(以 77 到 117 為例) 

(1)從 77 (正方形)棋盤出發，當變成 87 (長方形)時，將右方主教右移一欄並在右下角及左下 

  角各增加一個主教。 

(2)接下來棋盤每增加一欄就在棋盤的中心放置一個主教，並將右方主教右移一欄。 

127 MS  1487 MRS  1597 MRS  

   
16107 MRS  17117 MRS  

  
 

2. n 為偶數(以 11666  到 為例) 

(1) 從 66 (正方形)棋盤出發，當變成 76 (長方形)時，將右方主教右移一欄並在右下角及  

   左下角各增加一個主教。 

(1) 當 76 (第一個 m 為奇數的長方形)變成 86 (第一個 m 為偶數的長方形)時，將右方主教右

移一欄。 

  106 MS  1276 MRS  1286 MRS  

   

(3) 當 86 (第一個 m 為偶數的長方形)變成 96 (第二個 m 為奇數的長方形)時，在中間欄加兩

個主教，並將右方主教右移一欄。 
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(4) 當 96 (第二個 m 為奇數的長方形)變成 106 (第二個 m 為偶數的長方形)，將右方主教右

移一欄。 

(5) 當 106 (第二個 m 為偶數的長方形)變成 116 (第三個 m 為奇數的長方形)，在中間欄的右 

   欄加兩個主教，將右方主教右移一欄。 

1496 MRS  14106 MRS  16116 MRS  

   

研究 3.3 在 n×m 的長方形棋盤中，探討在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 mnRS  的

有解情形與配置方法。 

(一) n mRS  有解情形的探討 

實際操作 

同樣的，我們從 3n 、4， m 4~11 實際排列，試著找出有解的所有情形。結果請參閱

附件(八)。 

整理與歸納 

1. 從附件(八)中，我們將結果進一步整理成表 7。 

表 7 

n m  n mRS  有解的所有情形 n m  n mRS  有解的所有情形 

3×4 4，5，6 4×5 4，5，6，7，8 

3×5 4，5，6，7 4×6 6，7，8 

3×6 6，7，8 4×7 6，7，8，9，10 

3×7 6，7，8，9 4×8 8，9，10 

3×8 8，9，10 4×9 8，9，10，11，12 

3×9 8，9，10，11 4×10 8，9，10，11，12 

3×10 10，11，12 4×11 10，11，12，13，14 

 

2. 從表中，我們發現： 

當 3n 、4， 4m ~11 時， n mRS  從最小值到最大值之間每加 1 子均有解。 



 

26 
 

猜想   

在 n m 的長方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數
n mRS 

從最小值

到最大值之間每加 1 子均有解。 

證明 

由性質 1.1 與性質 1.2 得知，在互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需的主教數，每加一子均

有解。 

一般化 

結論 3.3 

在n m 的長方形棋盤中，主教互不攻擊情況下，攻擊滿棋盤所需主教數 n mRS  從最小值到最

大值之間每加 1 子均有解。 

(二) n mRS  有解情形的配置方法探討 

策略提出 

我們從 n m n mRS mRS  到 n mMRS  中，利用分拆操作及矩形框移子操作進行每加 1 子均有

解的配置。 

配置方法 

我們從 mnmS  到 mnMS  中，利用分拆操作及矩形框移子操作進行每加 1 子均有解的配置。 

以 為例107  

10107 mRS  11107 RS  12107 RS  

   

13107 RS  14107 RS  15107 RS  
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15107 RS  16107 MRS  

  

陸、討論 

一、應用 

在研究的過程中，我們想到可以將研究運用於生活中的車禍預測，透過研究 1.2 求出的攻擊

線方程式，找出在不同情況下車禍的好發地點，相關說明如下: 

圖例解釋 

(一)箭頭:車輛的行進方向。 

(二)有色區塊:車輛的可能出發位置。 

(三)各色虛線:由該色區塊出發的車輛理想行進路線。 

(四)各色方框: 

   1. 藍色方框:理想情況下最安全的區域，建議交通警察可站在此處執勤。 

   2. 粗線紅色方框:理想情況下最危險的區域，提醒駕駛可以多加注意，並加強夜間警  

                 示燈及監視設備。 

3. 黃色方框:路口。 

4. 細線紅色方框:預設的討論棋盤。 

說明 

(一)以丁字路口及十字路口為例，如圖 10 和 10.1。 

(二)行進路線:  

  1. 水平線:假設出發點的坐標為  00 , yx ，則攻擊線(行進路線)方程式為 0yy  。 

  2. 鉛直線:假設出發點的坐標為  00 , yx ，則攻擊線(行進路線)方程式為 0xx  。 

  3. 斜線:根據研究 1.2，可以由車輛(主教)的坐標，求出攻擊線(行進路線)方程式。 

(三)由以上的斜率及坐標，可以算出車輛的行進路線方程式，透過兩兩解聯立即可找出重複 

   攻擊坐標(車禍的好發地點)。 
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圖 10  丁字路口 圖 10.1 十字路口 

二、未來發展方向 

(一)變形棋盤 

發想 

我們主要探討的是平面矩形，未來可以嘗試做其他的圖形或是朝著多元空間去發展。 

實作 

我們嘗試讓棋盤變為不規則的形狀或立體圖形，經過一段時間的嘗試，發現有許多變因是目

前所不能及的，未來仍會努力思考如何突破。 

未來方向 

嘗試學習編譯程式，透過撰寫電腦程式再逐一分析討論。 

(二)障礙物 

發想 

如果主教攻擊線中出現障礙物時，會有怎樣的影響？於是，我們進行了以下討論。 

障礙物的性質 

1. 影響方式:斜直線，如圖 11。 

2. 只要主教的攻擊線碰到障礙物，其攻擊線就會中止。 

3. 將障礙物的坐標帶入研究 1.2，只要主教所在的坐標符合障礙物

的任一直線方程式(且在棋盤範圍內)，該主教即會受到影響。 

實作 

1. 目的︰速算主教被障礙物影響的格數。 

2. 策略︰確認所選擇的主教是否會被影響→找出主教和障礙物的共同直線方程式→ 

       →從 x 坐標判斷要取右邊或左邊的邊界坐標(須符合主教和障礙物的共同直線方程式) 

              圖 11 
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  →(障礙物到該邊界坐標的距離)除以 2 再+1。 

3. 實例︰以圖 11 為例，障礙物位在(4，3)，在棋盤內且符合攻擊線方程式的坐標有(2，1)、 

(3，2)、(5，4)、(3，4)、(5，2)、(2，5)，其中位在棋盤邊緣的有(2，1)、(5，4)、(2，5)、 

(5，2)四個坐標，假設主教位在(3，4)，他和障礙物(4，3)的共同攻擊線方程式是 7 yx ，          

從 x 坐標可知障礙物在主教的右邊，所以應該要取在右邊邊界上且符合 7 yx 的點，求

出坐標為(5，2)，之後找出障礙物的坐標(4，3)和右邊邊界的坐標(5，2)的距離除以 2 再+1

就能找出該主教被障礙物所影響到的格數。 

公式︰ 

若障礙物坐標為  11, yx ，邊界坐標為  22 , yx ，則被影響的格數=
 

1
2

)( 2
21

2
21 

 yyxx
。 

未來方向 

目前我們已經研究出被影響的格數，未來希望能找出棋盤中放置障礙物時，攻擊滿棋盤

所需主教數的最大值及最小值。 

三、延伸討論 

在研究一開始提到一個古老的數學問題：八皇后問題，也就是在 88 的棋盤上，8 個皇

后的配置方法(圖 12 為其中一種配置方法)。雖然我們的研究有部分是受該問題啟發，但完成

研究後發現，我們的研究與八皇后問題相差很多，我們針對本研究與八皇后問題做了簡單的

比較，如表 8。 

  

圖 12 表 8 

柒、結論 

一、 nn 正方形棋盤上主教的攻擊格數( n 為正整數) 

(一)主教每往內一圈，攻擊格數增加二格。 

    (二)最外圈的攻擊格數為 n 。 

    (三)當 n 為偶數時，最內圈的攻擊格數為 22 n 。 
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(四)當 n 為奇數時，最內圈的攻擊格數為 12 n 。 

二、當主教位於  00  , yx 時，其攻擊線方程式為 00 xxyy  及 00 xxyy  。 

三、在互不攻擊下，攻擊滿 nn 棋盤所需的主教數 nS  

(一)最小值 nmSn  。 

(二)最大值 22  nMSn 。 

(三)最小值到最大值之間每加 1 子均有解。 

四、在互不攻擊下，攻擊滿 mn 棋盤所需的主教數 mnRS   

    (一)最小值 mnmRS   

1. 當 n 為奇數時 

  (1)若m 為奇數， 1n mmRS m   。 

  (2)若m 為偶數， mmRS mn  。 

2. 當 n 為偶數時，設 ( 1) ......m n q r    

  (1)若 r 為奇數，則 1n mmRS qn r    。 

  (2)若 r 為偶數，則 n mmRS qn r   。 

 (二)最大值 mnMRS   

1. 當  mn, 為(偶，偶)時， 2n mMRS n m    。 

2. 當  mn, 為(奇，奇)、(奇，偶)或(偶，奇)時， 1n mMRS n m    。 

 3. 最小值到最大值之間每加 1 子均有解。 

五、本研究可應用於車禍預測。 

捌、參考資料及其他 
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上的皇后互不侵犯問題。取自 http://science.ntsec.edu.tw/Science-Content.aspx?cat=&a=0& 

 fld=1000000&key=&isd=1&icop=10&p=1&sid=9534 

二、第一冊數學課本。南一版。 
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作品海報 

【評語】030423  

探討在棋盤上放置若干個主教，在限制主教們彼此不落在對方

的攻擊線上，而所有的主教的攻擊線必須能覆蓋整個棋盤的前提下，

所能放置的主教的個數的問題。針對 n×n的正方形棋盤，給出了完

整的結果。對於m×n的長方形棋盤，也作了一些討論。問題很有

趣。西洋棋中互不攻擊且控制全局主教（nonattacking and 

dominating bishop）的存在與配置問題，是古老的遊戲數學題材，

已經有不少資料在網路上可參考。作者展現了分析能力，但可惜結

果有一些重複已知的部分。有研究主題的反思從正方形棋盤探討到

長方形棋盤，很有研究精神。美中不足的是，在一些關鍵點的論述

上過於模糊，感覺上比較接近直觀的說明而不像論證，這也對後續

長方形棋盤的討論造成了影響。如果能稍做修正，把一些概念說的

更清楚會更好。 
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