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摘    要 

此篇研究主要探討凹凸多邊形的面積切割，許多人認為凹多邊形的切割是天方夜譚，但

不論是凸多邊形，還是大家避而不談的凹多邊形面積切割，我們都能一般性作圖，甚至嘗試

過周邊上一點切割多凹多邊形。此外，我們參照文獻中退化成三邊形的做法，發現其實退化

成四邊形即可進行切割，如此一來，便大幅減少繁瑣的作圖步驟。其中，最令人興奮的是，

我們成功利用尺規作圖做過外部一點將凹、凸四邊形 𝑛 等分切割，甚至能以一次性作圖將

其面積分成 𝑚：𝑛 的面積比例！ 

壹、 研究動機 

平分不管在過去還是未來都是生活中常見的問題，對數學來說更是不可缺少的一份子。

我們在國二時遇到了幾何圖形，讓我們把平分與熟悉的幾何圖形搭起了一座橋梁，而我們也

觀察到許多人以多邊形切割為主題進行研究，但大多僅限於將圖形變形成為三邊形後，進行

 𝑛 等分切割，其中也不包刮凹多邊形的切割，因此許多疑惑便產生了！一定要將多邊形邊

變形成為三邊形才可進行嗎？如何將三邊形外一點 𝑛 等分?為什麼大家對凹多邊形切割總

是避而不談呢？為了解決這些心中的問題，我們毅然決然決定選擇凹凸多邊形為主題進行研

究。 

貳、 研究目的 

以下各研究目的均以尺規作圖為前提之研究： 

一、 過頂點切割凸多邊形 𝑛 等分之一般性作法、推論與證明 

二、 過頂點切割凹多邊形 𝑛 等分之一般性作法、推論與證明 

三、 過周邊上一點切割凸多邊形 𝑛 等分之作法、推論與證明 

四、 過周邊上一點切割凹多邊形 𝑛 等分之作法、推論與證明 

五、 多凹多邊形周邊一點 𝑛 等分切割之作法 

六、 外部一點對三邊形做面積平分線與 𝑛 等分切割線 

七、 外部一點對凸、凹四邊形做面積之 𝑛 等分切割線 

八、 多邊形面積 𝑚：𝑛 比例切割之一次性作圖 

參、 研究設備及器材 
一、 筆、紙、電腦、Gsp 繪圖程式 

肆、 文獻探討 
一、文獻一：「面積平分線知多少」此篇文獻面積平分線部分與文獻四內容大部份雷同，故不

詳述。 

二、文獻二「從用直線平分凸五邊形的面積談起」裡有詳述凸多邊形 N 等分之想法與證明，

其中面積還原的想法 ( P76.P77 ) 對於我們此篇研究有非常大的幫助。 

三、文獻三「怎樣分才公平三角形面積兩等分的尺規作圖」此篇文獻與文獻四內容大部份雷
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同，故不詳述。 

四、文獻四「求過任意點作多邊形面積平分線」參考文獻中，只探討凸多邊形面積「兩等分」

之面積平分線，且必須退化成三邊形才可進行作圖；另外，文獻中所提之面積修正，只

用想法帶過，無實際作法，故是否可行有待商榷。而我們雖然一樣利用平形線交換面積

的方法，卻發現退化成四邊形就可進行分割，不用退化成三邊形，節省相當多的步驟進

行切割與還原。 

伍、 研究過程及方法 

符號定義： 

𝑃𝑖：作圖結果，最後的分割線     𝑄𝑖：作圖過程中，線段等分點 
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一、過頂點切割凸多邊形之一般性作法、推論與證明 

(一) 凸四邊形過頂點𝐴之切割 (四等分為例)： 

作法： 

1. 連接𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐵𝐷̅̅ ̅̅  

2. 在𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 上取四等分點𝑄1、𝑄2、𝑄3 

3. 分別過𝑄1、𝑄2、𝑄3作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 或𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1、

𝑃2、𝑃3 

4. 連接𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅ 

則∆𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐶𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐷 

證明： 

1. 連接𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄3

̅̅ ̅̅ ̅ 

2. 因為𝑄1、𝑄2、𝑄3為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的四等分點。所以∆𝐴𝐵𝑄1 = ∆𝐴𝑄1𝑄2 = ∆𝐴𝑄2𝑄3 = ∆𝐴𝑄3𝐷 =
1

4
∆𝐴𝐵𝐷，

∆𝐶𝐵𝑄1 = ∆𝐶𝑄1𝑄2 = ∆𝐶𝑄2𝑄3 = ∆𝐶𝑄3𝐷 =
1

4
∆𝐶𝐵𝐷，故∆𝐴𝐵𝑄1 + ∆𝐶𝐵𝑄1 = ∆𝐴𝑄1𝑄2 +

∆𝐶𝑄1𝑄2 = ∆𝐴𝑄2𝑄3 + ∆𝐶𝑄2𝑄3 = ∆𝐴𝑄3𝐷 + ∆𝐶𝑄3𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

3. 因為𝑃1𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑃2𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑃3𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝑃1𝑄1 = ∆𝐶𝑃1𝑄1，∆𝐴𝑃2𝑄2 = ∆𝐶𝑃2𝑄2，∆𝐴𝑃3𝑄3 =

∆𝐶𝑃3𝑄3。故𝐴𝐵𝐶𝑄1 = ∆AB𝑃1，𝐴𝑄1𝐶𝑄2 = ∆𝐴𝑃1𝑃2，𝐴𝑄2𝐶𝑄3 = ∆𝐴𝑃2𝐶𝑃3，𝐴𝑄3𝐶𝐷 = ∆𝐴𝑃3𝐷 

4. 整理可得∆𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐶𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

一般性推論： 

如右圖，連𝐴𝐶̅̅ ̅̅，𝐵𝐷̅̅ ̅̅，作𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 之 𝑛 等分點𝑄1、𝑄2、…、

𝑄𝑛−1，過𝑄1、𝑄2、…、𝑄𝑛−1作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 或

𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1、𝑃2、…、𝑃𝑛−1，連𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ 、̅…、𝐴𝑃𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，

則𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ 、̅𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ 、̅…、𝐴𝑃𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 過頂點 𝐴 將四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷 

𝑛 等分。 

 
推論證明 
1. 連接𝐴𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅、…、𝐴𝑄𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐶𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅、…、

𝐶𝑄𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

2. 因為∆𝐴𝐵𝑄1 = ∆𝐴𝑄1𝑄2 = ⋯ = ∆𝐴𝑄𝑘−1𝑄𝑘 =

⋯ = ∆𝐴𝑄𝑛−1𝐷 =
1

𝑛
∆𝐴𝐵𝐷，∆𝐶𝐵𝑄1 =

∆𝐶𝑄1𝑄2 = ⋯ = ∆𝐶𝑄𝑘−1𝑄𝑘 = ⋯ =

∆𝐶𝑄𝑛−1𝐷 =
1

𝑛
∆𝐶𝐵𝐷，所以∆𝐴𝐵𝑄1 + ∆𝐶𝐵𝑄1 =

P3

P2P1

Q3

Q1

Q2

D

A

B
C

Pn-1

P2P1

A

D

CB

Q1

Q2

Qn-1

Pk-1

Pk

Pn-1

P2P1

A

D

CB

Q1

Q2

Qn-1

Qk-1

Qk
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∆𝐴𝑄1𝑄2 + ∆𝐶𝑄1𝑄2 = ⋯ = ∆𝐴𝑄𝑘−1𝑄𝑘 + ∆𝐶𝑄𝑘−1𝑄𝑘 = ⋯ = ∆𝐴𝑄𝑛−1𝐷 + ∆𝐶𝑄𝑛−1𝐷 =

1

𝑛
(∆𝐴𝐵𝐷 + ∆𝐶𝐵𝐷) =

1

𝑛
𝐴𝐵𝐶𝐷 

3. 又𝑃1𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅  //  𝑃2𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅̅  // ⋯// 𝑃𝑘−1𝑄𝑘−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  // ⋯// 𝑃𝑛−1𝑄𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  // 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝑃1𝑄1 = ∆C𝑃1𝑄1，

∆𝐴𝑃2𝑄2 = ∆𝐶𝑃2𝑄2，…，∆𝐴𝑃𝑛−1𝑄𝑛−1 = ∆𝐶𝑃𝑛−1𝑄𝑛−1。故𝐴𝐵𝐶𝑄1 = ∆𝐴𝐵𝑃1，𝐴𝑄1𝐶𝑄2 =

∆𝐴𝑃1𝑃2，…，𝐴𝑄𝑛−1𝐶𝐷 = ∆𝐴𝑃𝑛−1𝐷 

4. 經整理可得∆𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = ⋯ = 𝐴𝑃𝑘−1𝐶𝑃𝑘−1 = ⋯ = ∆𝐴𝑃𝑛−1𝐷 =
1

𝑛
𝐴𝐵𝐶𝐷 

結論：任意凸四邊形，過任意頂點可以尺規作圖將之 𝒏 等分 

(二) 凸五邊形過頂點𝐴之切割：( 以四等分為例 ) 
作法： 
1. 連接𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，過 𝐸 作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 交

𝐶𝐷 ⃡    於 𝐹 
2. 連接𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

3. 在𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 上取點𝑄1，使得𝐵𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ，

過𝑄1作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連接

𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅ 

4. 在𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅上取𝑄2、𝑄3三等分𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅ 
5. 過𝑄2、𝑄3作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 或𝐷𝐸̅̅ ̅̅

於𝑃2、𝑃3，連接𝐴𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅ 
可得𝐴𝐵𝐶𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = ∆𝐴𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐸 

證明： 
1. 因為𝐴𝐷̅̅ ̅̅ //𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝐷𝐸 = ∆𝐴𝐷𝐹，故𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐹 

2. 由四邊形的推論可知，𝐴𝐵𝐶𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐹 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，而𝐴𝑃1𝐷𝐸 =

3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

3. 同理，∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐸 =
1

3
𝐴𝑃1𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

一般性推論： 
1. 連接𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，過𝐸作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 的平行線交𝐶𝐷 ⃡    

於𝐹，則將五邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸等積變形

為四邊形𝐴𝐵𝐶𝐹。 
2. 過𝐴依照四邊形的分法，當分到𝑘

等分時，𝐴𝑃𝑘
̅̅ ̅̅ ̅第一次通過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，則還

原剩餘的圖形為四邊形𝐴𝑃𝑘𝐷𝐸，再

過𝐴將𝐴𝑃𝑘𝐷𝐸圖形(𝑛 − 𝑘)等分。 
 
 

P3

P2

Q3

Q2

P1

Q1

F

A

B

C D

E

Pn-1

Pk

P1

F

A

B

C D

E

Q1

Qk

Qn-1
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(三) 凸 𝑛 邊形過頂點𝐴切割之推論： 
( 𝑛 ≥ 6 ) 

1. 如圖，將六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹變形為等

積的五邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐺；同理，再將五

邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐺變形為等積的四邊形

𝐴𝐵𝐶𝐻。 
2. 接著依照四邊形的分法，當分到𝑎

等份時，𝐴𝑃𝑎
̅̅ ̅̅ ̅第一次通過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，還原

圖形為四邊形𝐴𝑃𝑎𝐷𝐺，繼續利用四

邊形的方法切割。 
3. 當分到𝑏等份時，𝐴𝑃𝑏

̅̅ ̅̅ ̅第一次通過

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，再還原圖形為四邊形𝐴𝑃𝑏𝐸𝐹。 
4. 以四邊形的方法再切(𝑛 − 𝑏)次即

可。 
 
結論：任意凸 𝒏 邊形，過任意頂點可以尺規作圖將之 𝒎 等分 
 
二、過頂點切割凹多邊形之一般性作法、推論與證明 
(一) 凹四邊形過頂點之切割﹝凹點𝐴切割四等分為例﹞： 
作法： 
1. 連接𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐷̅̅ ̅̅  
2. 在𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 上取四等分點𝑄1、𝑄2、𝑄3 
3. 分別過𝑄1、𝑄2、𝑄3作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 或

𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1、𝑃2、𝑃3 
4. 連接𝐴𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅ 
故𝐴𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅過頂點𝐴四等分𝐴𝐵𝐶𝐷 
 
證明： 
1. 連接𝐴𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄3

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅ 

2. 因為𝑄1、𝑄2、𝑄3為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的四等分點，所以∆𝐴𝐵𝑄1 = ∆𝐴𝑄1𝑄2 = ∆𝐴𝑄2𝑄3 = ∆𝐴𝑄3𝐷 =
1

4
∆𝐴𝐵𝐷，

∆𝐶𝐵𝑄1 = ∆𝐶𝑄1𝑄2 = ∆𝐶𝑄2𝑄3 = ∆𝐶𝑄3𝐷 =
1

4
∆𝐶𝐵𝐷。故∆𝐶𝐵𝑄1 − ∆𝐴𝐵𝑄1 = ∆𝐶𝑄1𝑄2 −

∆𝐴𝑄1𝑄2 = ∆𝐶𝑄2𝑄3 − ∆𝐴𝑄2𝑄3 = ∆𝐶𝑄3𝐷 − ∆𝐴𝑄3𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

3. 又𝑃1𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅  //  𝑃2𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅̅ //  𝑃3𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅̅ //  𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝑃1𝑄1 = ∆𝐶𝑃1𝑄1，∆𝐴𝑃2𝑄2 = ∆𝐶𝑃2𝑄2，

∆𝐴𝑃3𝑄3 = ∆𝐶𝑃3𝑄3。所以∆𝐶𝐵𝑄1 − ∆𝐴𝐵𝑄1 = 𝐴𝑃1𝐵𝑄1 − ∆𝐴𝐵𝑄1 = ∆𝐴𝐵𝑃1，同理∆𝐶𝑄1𝑄2 −

∆𝐴𝑄1𝑄2 = ∆𝐴𝑃1𝑃2，∆𝐶𝑄2𝑄3 − ∆𝐴𝑄2𝑄3 = 𝐴𝑃2𝐶𝑃3，∆𝐶𝑄3𝐷 − ∆𝐴𝑄3𝐷 = ∆𝐴𝑃3𝐷 

4. 經整理可得∆𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐶𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

H

GD E

F

A

B

C

P1

Pa

Pa+1

Pb Pb+1

Pn-1

P3

P2P1

Q1

Q3

Q2

B C

D

A
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(二) 凹四邊形過頂點之切割﹝凸點𝐶切割四等分為例﹞： 
作法： 
1. 連接𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐷̅̅ ̅̅  
2. 在𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 上取四等分點𝑄1、𝑄2、𝑄3，

連接𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅、

𝐶𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅ 

3. 過𝐴作𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐶𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅於𝐸，過𝐸

作𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連接𝐶𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅ 

4. 過𝑄2作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 於𝑃2，連

接𝐶𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅ 

5. 取𝐵𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅中點𝑃3，連接𝐶𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅ 

則𝐶𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅過頂點𝐴四等分𝐴𝐵𝐶𝐷 

證明： 
1. 連接𝐴𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄3

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅ 

2. 因為𝑄1、𝑄2、𝑄3為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的四等分點，所以∆𝐴𝐵𝑄3 = ∆𝐴𝑄3𝑄2 = ∆𝐴𝑄2𝑄1 = ∆𝐴𝑄1𝐷 =
1

4
∆𝐴𝐵𝐷，

∆𝐶𝐵𝑄3 = ∆𝐶𝑄3𝑄2 = ∆𝐶𝑄2𝑄1 = ∆𝐶𝑄1𝐷 =
1

4
∆𝐶𝐵𝐷。故∆𝐶𝐵𝑄3 − ∆𝐴𝐵𝑄3 = ∆𝐶𝑄3𝑄2 −

∆𝐴𝑄3𝑄2 = ∆𝐶𝑄2𝑄1 − ∆𝐴𝑄2𝑄1 = ∆𝐶𝑄1𝐷 − ∆𝐴𝑄1𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

3. 又∆𝐶𝑄1𝐷 − ∆𝐴𝑄1𝐷 = ∆𝐶𝑄1𝐷 − ∆𝐸𝑄1𝐷 = ∆𝐶𝐸𝐷 = ∆𝐶𝑃1𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。∆𝐶𝑄2𝐷 −

∆𝐴𝑄2𝐷 = 𝐶𝑄2𝐴𝐷 = 𝐶𝑃2𝐴𝐷 =
2

4
𝐴𝐵𝐶𝐷，故𝐶𝑃2𝐴𝑃1 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。且𝑃3為𝐵𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅之中點，所以

∆𝐶𝑃2𝑃3 = ∆𝐶𝑃3𝐵 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

經整理可得∆𝐶𝐷𝑃1 = 𝐶𝑃1𝐴𝑃2 = ∆𝐶𝑃2𝑃3 = ∆𝐶𝑃3𝐵 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

(三) 凹四邊形過頂點之切割﹝側點𝐵、𝐷切割﹞： 
    凹多邊形切割問題應先判斷題目是否有解，如

右圖所示：若以𝐵為分割點，欲將𝐴𝐵𝐶𝐷兩等份，延

長𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝐸，故最大切割圖形為∆𝐵𝐶𝐸，若

∆𝐵𝐶𝐸 <
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷，會發生切割線𝑩𝑭̅̅ ̅̅ 有部分線段在圖

形外的情況，我們將之定義為無解。因此，需在有

解的情況之下，方能討論側點切割的情況。 
 

P3

P2

P1

E

Q3

Q1

Q2

B C

D

A

E

D

CB

A

F
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凹四邊形側點𝐷有解情況下切割作法： 
1. 連𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，過𝐵作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的平行線交𝐷𝐴̅̅ ̅̅

的延長線於𝐸。 
2. 取𝐶𝐸̅̅̅̅ 上取四等分點𝑄1、𝑄2、𝑄3，

並連接𝑄1𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑄2𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑄3𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 
3. 分別過𝑄1、𝑄2、𝑄3作𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 的平行

線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑃1、𝑃2、𝑃3。 
4. 連接𝐷𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐷𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐷𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅。 
則𝐷𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐷𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐷𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅四等分𝐴𝐵𝐶𝐷 
證明： 
1. 連接𝑄1𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅、𝑄2𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅、𝑄3𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅、𝐷𝑃1

̅̅ ̅̅ 、̅𝐷𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、

𝐷𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅。 

2. 因為為𝐵𝐸̅̅ ̅̅  // 𝐴𝐶̅̅ ̅̅，所以𝐴𝐵𝐶𝐷 =

∆𝐶𝐷𝐸。且𝑄1、𝑄2、𝑄3為𝐶𝐸̅̅̅̅ 的四

等分點，故∆𝐶𝑄1𝐷 = ∆𝑄1𝑄2𝐷 = ∆𝑄2𝑄3𝐷 = ∆𝑄3𝐸𝐷 =
1

4
∆𝐶𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

3. 因為為𝑄1𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅  // 𝐶𝐷̅̅ ̅̅，所以∆𝐶𝑄1𝐷 = ∆𝐶𝑃1𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。同理，∆𝐶𝑄2𝐷 = ∆𝐶𝑃2𝐷 =

2

4
𝐴𝐵𝐶𝐷，

∆𝐶𝑄3𝐷 = ∆𝐶𝑃3𝐷 =
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

經整理可得∆𝐶𝑃1𝐷 = ∆𝑃1𝑃2𝐷 = ∆𝑃2𝑃3𝐷 = 𝐷𝑃3𝐵𝐴 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

結論：凹四邊形過頂點 𝒏 等分切割只能由𝑨、𝑪兩點﹝凹凸點﹞與有解情形下的側點切割。 

(四) 凹五邊形過頂點𝐴之切割

﹝凹點𝐴切割四等分為例﹞： 
作法： 
1. 連𝐴𝐷̅̅ ̅̅，過E作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 的平行線

交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 的延長線於𝐹，連𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 、

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 。 
2. 在𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 上取𝑄1，使得𝐵𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ；過𝑄1作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的平行線

交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連接𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 連接𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅，取𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅三等分點𝑄2、𝑄3。分別過𝑄2、𝑄3作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 的平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 或𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 於𝑃2、𝑃3。 
4. 連接𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅。 

則𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅四等分𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸  

證明： 

P3 P2 P1
Q1

Q3
Q2

E

D

C
B

A

P3

P2

Q2

Q3

P1

Q1

FC D

E

A

B
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1. 因為𝐸𝐹̅̅ ̅̅  // 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，所以𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐹。且𝐵𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ，𝑃1𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅̅  // 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，故𝐴𝐵𝐶𝑄1 =

𝐴𝐵𝐶𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝐶F =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸。 

2. 連接𝐴𝑄2
̅̅ ̅̅ 、̅𝑄2𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅，𝐴𝑃1𝐷𝑄2 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 =

1

3
𝐴𝑃1𝐷𝐸 =

1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸。同理，𝐴𝑃2𝐷𝑃3 =

∆𝐴𝑃3𝐸 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸。 

故𝐴𝐵𝐶𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝐴𝑃3E =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

3. 如右圖，由 𝐶 或 𝐷 分割，

亦是如此。 
 
 
 
 
 
 
 
推論： 
    凹五邊形之 𝑛 等分完全依照凸五邊形之作法，當凹五邊形變形為等積的四邊形時，可

能為凸四邊形、凹四邊形、甚至三角形﹝𝐵、𝐴、𝐹 共線﹞，但作法仍相同。 

(五) 凹 𝑛 邊形過凹點𝐴切割之一般性推論：( 𝑛 ≥ 6 ) 
將凹六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹逐漸變

形為等積𝐴𝐵𝐶𝐷𝐺、𝐴𝐵𝐶𝐻後，再

依四邊形過頂點作法分之。若切

割過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 後，還原成四邊形𝐴𝑃𝑎𝐷𝐺

再分割；過𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 後，還原成四邊形

𝐴𝑃𝑏𝐸𝐹再分割。 
同理，便能將凹 𝑛 邊形過𝐴，𝑚

等份。 
 
 
 
 
 
結論：任意凹 𝒏 邊形，過頂點 (有解情況下) 可以尺規作圖將之 𝒎 等分 
 
三、過周邊上一點切割凸多邊形之作法、推論與證明 

P3

P2

Q3

Q2

P1

Q1

FC D

E

A

B

H

G

B

C

D

E

F

A

P1

Pa

Pb

Pm-1
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Pn-1

Pk

P1

E

B
C

D

A
P

(一) 凸四邊形過周邊一點 𝑃 之切割：( 以四等分為例 ) 
作法： 
1. 連𝑃𝐶̅̅̅̅，過𝐷作𝑃𝐶̅̅̅̅ 之平行

線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 之延長線於𝐸。 
2. 連接𝑃𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ，作

𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 。 

3. 過𝑄1作𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 之平行線交

𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 於𝑃1；連接𝑃𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、

𝑃1𝐷̅̅ ̅̅ ̅。 
4. 作𝑃1𝐷̅̅ ̅̅ ̅之三等分點𝑄2、

𝑄3；過𝑄2、𝑄3作𝑃𝐶̅̅̅̅ 之

平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 或𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃2、

𝑃3，連接𝑃𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅。 

則𝑃𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝑃𝑃1𝑃2 = ∆𝑃𝑃2𝑃3 = 𝑃𝑃3𝐶𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

證明： 
1. 因為𝑃𝐶̅̅̅̅  // 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ，所以∆𝑃𝐷𝐶 = ∆𝑃𝐸𝐶，則𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐵𝐸𝑃。 

2. 由四邊形的推論可知：𝐴𝐵𝑃1𝑃 =
1

4
𝐴𝐵𝐸𝑃 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷；∆𝑃𝑃1𝑃2 = ∆𝑃𝑃2𝑃3 = 𝑃𝑃3𝐶𝐷 =

1

3
𝑃𝑃1𝐶𝐷 =

1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

一般性推論： 
先將四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷等積變形為四邊形

𝐴𝐵𝐸𝑃﹝使𝑃成為頂點﹞，過𝑃分割圖

形，當分到 k 次時，𝑃𝑃𝑘
̅̅ ̅̅ ̅第一次通過𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，

則還原圖形為𝑃𝑃𝑘𝐶𝐷，再將之(𝑛 − 𝑘)

等分。 
 
 
 
 
 
結論：任意凸四邊形，可過邊上任一點將

之 𝒏 等分。 
 
 
(二) 凸五邊形過周邊 𝑃 一點之切割： 

P3P2

Q2

Q3

P1

Q1

E

A

D

B C

P

P1

P3

Q3

P2

Q2

Q1

G

F

B

C D

E

A

P
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作法： 
1. 連𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ，過𝐸作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 之延長線於𝐹；連𝑃𝐶̅̅̅̅ ，過𝐹作𝑃𝐶̅̅̅̅ 之平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 之延長線

於𝐺。 

2. 連接𝐴𝐺̅̅ ̅̅ ，作𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐴𝐺̅̅ ̅̅ ；連𝐵𝑃̅̅ ̅̅ ，過𝑄1作𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連接𝑃𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 連接𝑃1𝐹̅̅ ̅̅ ̅，作𝑃1𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

1

3
𝑃1𝐹̅̅ ̅̅ ̅，過𝑄2作𝑃𝐶̅̅̅̅ 之平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃2，連接𝑃𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅。 

4. 連𝑃2𝐸̅̅ ̅̅ ̅，取𝑃2𝐸̅̅ ̅̅ ̅中點𝑄3，過𝑄3作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃3，連接𝑃𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅ 

 

故𝑃𝐴𝐵𝑃1 = 𝑃𝑃1𝐶𝑃2 = ∆𝑃𝑃2𝑃3 = 𝑃𝑃3𝐷𝐸 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

證明： 
1. 因為𝐷𝑃̅̅ ̅̅  // 𝐸𝐹̅̅ ̅̅、𝐶𝑃̅̅̅̅  // 𝐹𝐺̅̅ ̅̅，所以∆𝐷𝑃𝐸 = ∆𝐷𝑃𝐹，∆𝐶𝑃𝐹 = ∆𝐶𝑃𝐺。則𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐹𝑃 =

𝐴𝐵𝐺𝑃。 

2. 根據四邊形的推論得P𝐴𝐵𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝐺𝑃 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，P𝑃1𝐶𝑃2 =

1

3
𝑃𝑃1𝐶𝐹 =

1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，∆𝑃𝑃2𝑃3 = P𝑃3DE =

1

2
𝑃𝑃2𝐷𝐸 =

1

2
.
2

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，得證。 

 
推論： 
    將五邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸等積變形為五

邊形𝐴𝐵𝐶𝐹𝑃，再將之等積變形為四邊

形𝐴𝐵𝐺𝑃。依照四邊形過頂點作法，

當𝑃𝑃𝑎
̅̅ ̅̅ ̅第一次通過𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ，還原剩餘的圖

形為四邊形𝑃𝑃𝑎𝐶𝐹；當𝑃𝑃𝑏
̅̅ ̅̅ ̅第一次通過

𝑃𝐶̅̅̅̅ ，則還原剩餘的圖形為四邊形

𝑃𝑃𝑏𝐷𝐸，再將之(𝑛 − 𝑏)等分。 
 
 
 
 
 
  

Pn-1

Pb

Pa

P1

G

FC D

E

A

B

P
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(三) 凸 𝑛 邊形推論( 𝑛 ≥ 6 )： 
如右圖，將六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹逐

步變形為𝑃𝐴𝐵𝐶𝐷𝐺、P𝐴𝐵𝐶𝐻、𝑃𝐴𝐵𝐼

後，再依照四邊形過頂點的作法，

逐步進行切割與還原成四邊形。便

能將一凸 𝑛 邊形，過邊上任一點

將之 𝑚 等分。 
 
 
 
 
 
 
 
 
結論：任意凸 𝒏 邊形，可過周邊上任一點將之 𝒎 等分。 
 
四、 過周邊上一點 𝑃 切割凹多邊形之作法、推論與證明 
(一) 凹四邊形過周邊一點 𝑃 之切割：( 以四等分為例 ) 
作法： 
1. 連𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ，過𝐶作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 之延

長線於𝐸，連𝑃𝐸̅̅ ̅̅ 。 

2. 連𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐸̅̅ ̅̅ ，作𝐵𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐸̅̅ ̅̅ ，作

𝑄1𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ // 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連𝐶𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 在𝐶𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅上取𝑄2、𝑄3，使𝑃1𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑄2𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑄3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ =
1

3
𝐶𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅。 

4. 過𝑄2、𝑄3，作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅

於𝑃2、𝑃3，連𝑃𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅。 
證明： 
1. 因為𝑃𝐷̅̅ ̅̅ // 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ ，所以∆𝑃𝐷𝐸 = ∆𝐶𝐷𝑃 

故𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐵𝑃𝐸 
2. 以下同凹四邊形之證明方法。 

 

推論： 
    若 𝑃 點欲將原凹四邊形變形為等積之四邊形進行切割；𝑃點位置

需在𝐶𝐸̅̅̅̅  或 𝐶𝐹̅̅̅̅ 上；否則會有無解情況產生。 

Pn-1

PcPb

Pa

P1

I

H

G

A

B

C D

E

F

P

P3

P2

Q3

Q2

P1
Q1

E

A

B C

D

P

A

B C

D

E

F
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Pn-1

Pc
Pb

Pa

P1

I

H

G

A

B

C

D

E

F

P

P3

Q3

P2

Q2

Q1

P1

I

F

G

A

B
C

D

E

P

A

B

C D

E

F
G

    凹五邊形的情況亦是如此；作法完全依照凸五邊形的作法；但

周邊 𝑃 點的位置依舊只能在𝐶𝐹̅̅̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐺̅̅ ̅̅ 上；否則會有無解情況

產生，做法如下： 
 
 
(二) 凹五邊形過周邊一點 𝑃 之切割：( 四等分為例 ) 
作法： 

1. 連接𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐸̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ；過𝐶作

𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐸𝐷      於𝐺。 

2. 過𝐺作𝑃𝐸̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐴𝐸      

於𝐹。 

3. 依照四邊形過頂點的作法

使𝐴𝐵𝑃𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝑃𝐹，

𝑃𝑃1𝐸𝑃2 =
1

3
𝑃𝑃1𝐸𝐺，再將

𝑃𝑃2𝐷𝐶二等分 
 

故𝑃𝑃1𝐴𝐵 = 𝑃𝑃1𝐸𝑃2 = 𝑃𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝑃𝑃3𝐶 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

(三) 凹 𝑛 邊形推論( 𝑛 ≥ 6 )： 
    如右圖，將六邊形

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹逐步變形為

𝑃𝐺𝐹𝐴𝐵𝐶、𝑃𝐻𝐴𝐵𝐶、

𝑃𝐼𝐵𝐶後，再依照四邊形

過頂點 𝑃 的作法，逐

步進行切割與還原成四

邊形。便能將一凹 𝑛 

邊形過邊上一點將之

 𝑚 等分。 
 
 
 
 
 
 
 
結論：任意凹 𝒏 邊形，有解情況下可過周邊上任一點將之 𝒎 等分。 
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五、 多凹多邊形周邊一點 𝑷 之切割 
若遇到多凹多邊形作面積平分問題，我們採取相同想法將之變成等積凸多邊形，再進行

切割；作圖過程雖較為繁瑣，但依舊可行。又因為過頂點容易有無解的情況發生，因此我們

不討論。作法如下圖所示： 

 
作法： 
1. 先將𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺逐漸變形為𝐻𝐷𝐸𝐹𝐺𝐴、𝐻𝐷𝐸𝑅𝐴、𝐻𝐷𝐸𝑇、𝑃𝑗𝐻𝐷後，利用凸四邊形周邊一

點 𝑃 做切割，可得𝑃𝑄1𝐻𝐷 = 𝑃𝑄1𝐻𝐵𝐶𝐷 = 𝑃𝐼𝐵𝐶𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺。 

2. 右部分還原成𝐴𝐼𝑃𝐸𝐹𝐺，再變形為等積𝐴𝐼𝑃𝐸𝑅、𝐴𝐼𝑃𝑆，利用凸四邊形頂過點切割，可得

P𝑄2𝐴𝐼 = 𝑃𝐿𝐴𝐼 =
1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺。 

3. 最後利用凹五邊形𝐿𝑃𝐸𝐹𝐺過頂點 𝑃 切割兩等分，可得𝑃𝑂𝐺𝐿 = 𝑃𝐸𝐹𝑂 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺。 

4. 𝑃𝐼̅̅ ̅、𝑃𝐿̅̅̅̅ 、𝑃𝑂̅̅ ̅̅ 過頂點 𝑃將𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺四等分。 
證明：同上述各研究目的之想法與證明，故省略。 

六、 外部一點 𝑲 對三邊形做面積平分線與 𝒏 等分平分線 
(一) 外部一點 𝐾 對三邊形做面積平分線作法：( 華祥志[4]，問題 4 ) 
1. 在𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 上取K′，使得𝐴𝐾′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ，

並過K′作∆𝐴𝐵𝐶之面積平分線

𝐾′𝐸′̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 
2. 複製∠𝐾′𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐸′，過𝐾作

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的平行線交𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 於𝐹點。 
3. 過𝐾、𝐸、𝐹三點作圓交𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 於𝑃，

作𝐾𝑃      直線交𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑄。 

故𝐾𝑄       過𝐾，且平分∆𝐴𝐵𝐶。 

j

POGL面積  = 10.00 公分2

PIAL面積  = 10.00 公分2

Q2

Q1

PIBCD面積  = 10.00 公分2

ABCDEFG面積  = 40.00 公分2

L

S

I
T

R

H

D E

C

B

A

G

F

P

O

APQ面積  = 17.50 公分2

mGAE' = 39.13

mKAK' = 39.13

K'AE'面積  = 17.50 公分2

ABC面積  = 35.00 公分2

Q

P

F

E

K'

A

B C

K

E'

D
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C

B

A

K

證明： 
1. 因為∠𝑃𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝑄，且∠𝐴𝐸𝑃 + ∠𝐹𝐾𝑃 = 180° ( 圓內接四邊形對角互補 )，又

∠𝐴𝑄𝐾 = ∠𝑄𝐾𝐷 (內錯角)，所以∠𝐹𝐾𝑃 + ∠𝑄𝐾𝐷 = ∠𝐹𝐾𝑃 + ∠𝐴𝑄𝐾 = 180°；故

∠𝐴𝐸𝑃 = ∠𝐴𝑄𝐾 
2. 所以∆𝐴𝑃𝐸 ~ ∆𝐴𝐾𝑄 ( 𝐴𝐴相似 )，故𝐴𝑃̅̅ ̅̅ ：𝐴𝐾̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ：𝐴𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐸̅̅ ̅̅ ：𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 。 

則𝐴𝑃̅̅ ̅̅ ×𝐴𝑄̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ×𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐴K′̅̅ ̅̅ ̅×𝐴E′̅̅ ̅̅ ̅ 

3. 由共角定理得知，𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 即為過𝐾點之三角形𝐴𝐵𝐶面積平分線。 

 

 

    然而，我們在操作時，發現並非所有三角形都能利用上述的方

法進行切割，如右圖所示。因此，參考文獻二是不完全正確的！我

們為此找出此情況的解決辦法，為後面圖形切割埋下伏筆。故我們

回歸三角形外部一點分割進行探討。 

 

 

    我們的想法是採取變形的模式。由左圖先觀察可知，切割線

會以𝐾𝐸′̅̅ ̅̅ ̅的形式呈現，利用共角定理的想法，我們應該以角𝐶為共

角，而不能改變；且我們又需將𝐾𝐶̅̅ ̅̅ 複製於𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊上。因此，我們

將原本的角𝐴進行變形。 

 

 

 

三邊形𝐴𝐵𝐶外部一點 𝐾 做面積平分線做法： 

1. 延長𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ，作𝐶𝐾′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐶𝐾̅̅ ̅̅ 。連𝐴𝐾′̅̅ ̅̅ ̅，並過𝐵作

𝐴𝐾′̅̅ ̅̅ ̅的平行線交𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 於𝐷。 

2. 作𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 中點𝐸′，連𝐾′̅̅ ̅𝐸′̅̅̅。 

3. 作∠𝐾′𝐶𝐸 = ∠K𝐶𝐸′；過𝐾作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的平行線

交𝐸𝐶̅̅̅̅ 的延長線於𝐹。 

4. 過𝐹、𝐾、𝐸三點作圓交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝐻，作𝐾𝐻̅̅ ̅̅ 直線

交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝐺。 

    故𝐾𝐺̅̅ ̅̅ 過 𝐾 且平分∆𝐶𝐾′𝐷，又∆𝐶𝐾′𝐷 =

∆𝐴𝐵𝐶，因此，𝐾𝐺̅̅ ̅̅ 平分∆𝐴𝐵𝐶。 

 

證明：同三角形外部一點作切割，故省略。 

 

 

  

C

B

A

K

E'

GHC面積  = 8.00 公分2

ABC面積  = 16.00 公分2

G

H

E
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D
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C

B

A

K
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ABZY面積  = 14.00 公分2

YZPQ面積  = 14.00 公分2

QPC面積  = 14.00 公分2

ABC面積  = 42.00 公分2

Y

Z

E

E'

K'G
D

Q

P

A

B C

K

(二) 外部一點 𝐾 對三邊形做面積之 𝑛 等分平分線 ( 三等分為例 ) 做法： 

步驟一： 

1. 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 取一點𝐷，使

得𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =
2

3
𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 。 

2. 過𝐾點作∆𝐴𝐶𝐷

之面積平分線

𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑃。 

則∆𝑃𝑄𝐶 =
1

3
∆𝐴𝐵𝐶 

 

 

 

步驟二： 

1. 在步驟二發現此

圖若以∠𝐵為共

角作切割，切割

線會通過𝐴𝐶̅̅ ̅̅，無

法順利得到我們

的答案。因此，

我們在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 延長

線取一點𝐺，且

𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐺̅̅ ̅̅ 。 

2. 過K點作∆𝐴𝐺𝐶

之面積平分線

𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑍。 

則𝑌𝑍𝑃𝑄 =
1

3
∆𝐴𝐵𝐶 

 

 

故𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 兩線段 

過 𝐾 點將三邊形𝐴𝐵𝐶 

三等分。 

 

 

 

 

F

QPC面積  = 14.00 公分2

ABC面積  = 42.00 公分2

Q

P

E

E'

K' D

A

B C

K

YZPQ面積  = 14.00 公分2

QPC面積  = 14.00 公分2

ABC面積  = 42.00 公分2

Y

Z

E

E'

K'G
D

Q

P

A

B C

K
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證明： 

1. 根據步驟一：因為∆𝐴𝐷𝐶 =
2

3
∆𝐴𝐵𝐶，且𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 平分∆𝐴𝐷𝐶；所以∆𝑃𝑄𝐶 =

1

2
∆𝐴𝐷𝐶 =

1

2
∙

2

3
∆𝐴𝐵𝐶 =

1

3
∆𝐴𝐵𝐶 

2. 根據步驟二：因為𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐺̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝐺𝐶 = 2∆𝐴𝐷𝐶 = 2 ∙
2

3
∆𝐴𝐵𝐶 =

4

3
∆𝐴𝐵𝐶；又𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 平分

∆𝐴G𝐶，所以∆YZ𝐶 =
1

2
∆𝐴𝐺𝐶 =

1

2
∙

4

3
∆𝐴𝐵𝐶 =

2

3
∆𝐴𝐵𝐶。故𝑌𝑍𝑃𝑄 =

1

3
∆𝐴𝐵𝐶，且𝐴𝐵ZY =

1

3
∆𝐴𝐵𝐶。 

則𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 兩線段過∆𝐴𝐵𝐶外一點 𝐾 將∆𝐴𝐵𝐶三等分。 

結論：我們能仿照上述模式將三角形過外部一點 𝑲 將之 𝒏 等分切割。 

七、 外部一點 𝐾 對凸、凹四邊形做面積之 𝒏 等分平分線 
(一) 外部一點對凸四邊形做面積之 𝑛 等分平分線 ( 四等分為例 ) 做法： 

步驟一： 

1. 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 上取𝐾′，且𝐾′𝐷̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾𝐷̅̅ ̅̅ 。 

2. 過𝐾′作四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷面積平分線𝐾′𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

3. 過𝐾作∆𝐾′𝐷𝐻之面積平分線𝐾𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於

𝑃1。 

證明： 

1. 因為𝐾′𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ 為𝐴𝐵𝐶𝐷之面積平分線，所以

∆𝐾′𝐷𝐻 =
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

2. 又𝐾𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 將∆𝐾′𝐷𝐻兩等分，所以∆𝑃1𝑄1𝐷 =

1

2
∆𝐾′𝐷𝐻 =

1

2
∙

1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

步驟二： 

1. 利用四邊形外一點作面積兩等分

平分線作出𝐾𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃2。 

證明： 

1. 因為𝐾𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 平分四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷，所以

𝐴𝑄2𝑃2𝐷 =
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

2. 又∆𝑃1𝑄1𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷，所以

𝐴𝑄2𝑃2𝑃1𝑄1 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

Q1AQ2P2P1面積  = 12.00 公分2

Q1P1D面積  = 12.00 公分2

ABCD面積  = 48.00 公分2

P2

Q1

P1

B

A

DC

K

Q2

Q1P1D面積  = 12.00 公分2

HK'D面積  = 24.00 公分2

ABCD面積  = 48.00 公分2

Q1

P1K'

B

A

DC

K

H
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步驟三： 

1. 過𝐾作四邊形𝐵𝐶𝑃2𝑄2之面積平

分線𝐾𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃3。 

證明： 

1. 因為𝐾𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 平分四邊形𝐵𝐶𝑃2𝑄2，且

𝐵𝐶𝑃2𝑄2 =
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷，所以

𝐵𝐶𝑃3𝑄3 = 𝑄3𝑃3𝑃2𝑄2 =
1

2
∙

1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

 

(二) 外部一點 𝐾 對凹四邊形做面積之 𝑛 等分平分線 ( 四等分為例 ) 做法： 

步驟一： 

1. 連接𝐴𝐶̅̅ ̅̅，過𝐷作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的平行線交

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的延長線於𝐹。 

2. 作𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 中點𝐸，連𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 。 

3. 過K作∆𝐴𝐵𝐸的面積平分線𝐾𝑄̅̅ ̅̅

交𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 於𝑃。 

 

 

 

 

 

 

 

 

步驟二： 

1. 將四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷變形

為∆𝐴𝐸𝐷。 
2. 過∆𝐴𝐸𝐷外一點𝐾，作

∆𝐴𝐸𝐷之面積平分線

𝐾𝑁̅̅̅̅̅交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑀。 

 

 
  

QBP面積  = 13.00 公分2

HBK'面積  = 13.00 公分2

ABCD面積  = 52.00 公分2

Q

P

H'

K'

E

F

B

A

D

C

K

H

AQPCMN面積  = 13.00 公分2

HK'D面積  = 26.00 公分2

mCDA = 35.13

mKDC = 13.12

QBP面積  = 13.00 公分2

ABCD面積  = 52.00 公分2

N

M

H'

K'
E

Q

P

B

A

D

C

K

H

Q3BCP3面積  = 12.00 公分2

Q3P3P2Q2面積  = 12.00 公分2

Q1AQ2P2P1面積  = 12.00 公分2

Q2ORP2面積  = 3.36 公分2

AORM面積  = 6.73 公分2

Q1P1D面積  = 12.00 公分2

HK'D面積  = 24.00 公分2

ABCD面積  = 48.00 公分2

P3 P2

Q1

P1

B

A

DC

K

Q2
Q3
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步驟三： 
1. 過∆𝐷𝑀𝑁外一點

𝐾，作∆𝐷𝑀𝑁之

面積平分線𝐾𝑌̅̅ ̅̅

交𝑁𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑌。 

 

 

 
則𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑁̅̅̅̅̅、𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 過外部一點 𝐾 將凹四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷四等分。 

證明： 

1. 根據步驟一：因為∆𝐴𝐵𝐸 =
1

2
∆𝐴𝐵𝐹 =

1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷，又𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 平分∆𝐴𝐵𝐸，所以∆𝐵𝑃𝑄 =

1

2
∆𝐴𝐵𝐸 =

1

2
∙

1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

2. 根據步驟二：因為∆𝐴𝐸𝐷 = 𝐴𝐵𝐶𝐷，且𝐾𝑁̅̅̅̅̅平分∆𝐴𝐸𝐷，所以𝑁𝐴𝐸𝑀 =
1

2
∆𝐴𝐸𝐷 =

1

2
 𝐴𝐵𝐶𝐷 =

2

4
 𝐴𝐵𝐶𝐷；又因為∆𝐵𝑃𝑄 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷，所以𝑁𝐴𝑄𝑃𝐶𝑀 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

3. 根據步驟三：𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 為∆𝐷𝑀𝑁外一點𝐾之面積平分線，所以𝑀𝑁𝑌𝑍 = ∆𝐷𝑌𝑍 =
1

2
∙

2

4
 𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

則𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑁̅̅̅̅̅、𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 將凹四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷四等分。 
 
 
(三) 補充說明： 
    在作切割時我們發現，並非所有圖形都如上面例子

如此完美地順利切割。如右圖所示，若圖形外一點𝐾作

切割線會通過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 時，情況會複雜許多。 

    然而，我們依舊利用面積變形的觀念順利解決這個

問題。作法如下： 
 
 
 
 

NMZY面積  = 13.00 公分2

YZD面積  = 13.00 公分2

AQPCMN面積  = 13.00 公分2

QBP面積  = 13.00 公分2

ABCD面積  = 52.00 公分2

Z

N

M

H'

K'

Q

P

B

A

D

C

K

H

Y

Z

B

A

D

C

K

A1
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步驟一： 
1. 將四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷變形為三邊

形𝐴𝐵H。 
2. 過三邊形外一點 𝐾 作三邊

形𝐴𝐵𝐻之面積平分線𝐾𝑄′̅̅ ̅̅ ̅。 
3. 過𝑄′作𝐴𝑃′̅̅ ̅̅ ̅之平行線交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 於

𝑋，連接𝑃′𝑋̅̅ ̅̅ ̅。 
 

則X𝐴𝐵𝑃′ =
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷 

 
 
 
 
 
步驟二： 
1. 𝐷𝑋̅̅ ̅̅ 上取一點𝐴′，且

𝐴𝑋̅̅ ̅̅ = 𝑋𝐴′̅̅ ̅̅ ̅。 
2. 連接𝐴′𝐶̅̅ ̅̅̅，過𝑃′作𝐴′𝐶̅̅ ̅̅̅平

行線交𝑋𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑌。 
 

則𝐴𝑃′𝐴′ = 𝐴𝑃′𝐶𝑌 
 
 
 
 
 
 

步驟三： 
1. 過四邊形𝐴𝑃′𝐶𝑌外一點𝐾作面

積平分線𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑃。 
 
則𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 為凹四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷之面積平

分線。 
 
 
 
 
 

AXP'B面積  = 30.00 公分2

Q'ABP'面積  = 30.00 公分2

ABCD面積  = 60.00 公分2

X

Q'

P'

E

E'

K'

H

B

A

D

C

K

XP'A'面積  = 8.13 公分2

AP'X面積  = 8.13 公分2

A'P'CD面積  = 21.87 公分2

ABP'面積  = 21.87 公分2

AYCP'面積  = 16.26 公分2

AP'A'面積  = 16.26 公分2

ABCD面積  = 60.00 公分2

Y

A'

X

P'

B

A

D

C

K

PCDQ面積  = 30.00 公分2

ABPQ面積  = 30.00 公分2

ABCD面積  = 60.00 公分2

P

Y

P'

B

A

D

C

K

Q
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證明： 
1. 根據步驟一：因為𝐴𝐶̅̅ ̅̅ //𝐻𝐷̅̅ ̅̅ ，所以𝐴𝐵𝐶𝐷 = ∆𝐴𝐵𝐻。又𝐾𝑄′̅̅ ̅̅ ̅為∆𝐴𝐵𝐻之面積平分線，所以

𝐴𝐵𝑃′𝑄′ =
1

2
𝐴𝐵𝐻 =

1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷。又𝑄′𝑋̅̅ ̅̅ ̅//𝐴𝑃′̅̅ ̅̅ ̅，∆𝑃′𝑄′𝐴 = ∆𝑃′𝑋𝐴。 

2. 根據步驟二：因為𝐴𝑋̅̅ ̅̅ = 𝑋𝐴′̅̅ ̅̅ ̅，所以∆𝐴𝑃′𝐴′ = 2∆𝑃′𝑋𝐴。又𝑃′𝑌̅̅ ̅̅ ̅//𝐶𝐴′̅̅ ̅̅ ̅，所以∆𝐴𝑃′𝐴′ =

𝐴𝑃′𝐶𝑌。 
3. 根據步驟三：因為𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 平分 𝐴𝑃′𝐶𝑌，所以𝐴𝑃′𝑃𝑄 = 𝐶𝑌𝑄𝑃。 

4. 故𝐴𝐵𝑃𝑄 = ∆𝐴𝐵𝑃′ + 𝐴𝑃′𝑃𝑄 = ∆𝐴𝐵𝑃′ +
1

2
𝐴𝑃′𝐶𝑌 = ∆𝐴𝐵𝑃′ +

1

2
∆𝐴𝑃′𝐴′ = ∆𝐴𝐵𝑃′ +

∆𝑃′𝑋𝐴 = ∆𝐴𝐵𝑃′ + ∆𝑃′𝑄′𝐴 = 𝐴𝐵𝑃′𝑄′ =
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷，故得證。 

    因此，經整理我們能知道，若凹四邊形外一點𝐾在𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之延長線上 (圖 1-1)，我們能簡單

快速分割圖形；若𝐾不在𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之延長線上 (圖 1-2)，會造成分割線通過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的情況發生，在作圖

上會顯得格外麻煩。 

  

圖 1-1 圖 1-2 

 

  

A

B

C

D

K

A

B

C

D

K
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八、 多邊形外部一點作面積 𝒎：𝒏 比例切割之一次性作圖 

(一) 四邊形外部一點作面積平分線 ( 華祥志[4]，問題 8 )： 

    根據參考文獻四，我們能過四邊形外一點作面積平分線，作法證明如下： 

 
作法： 
1. 過𝐶作𝐴𝐵𝐶𝐷面積平分線𝐶𝐸̅̅̅̅ ；𝐹𝐶̅̅̅̅ 上取𝐹𝐾′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐹𝐾̅̅ ̅̅ ，連𝐾′𝐸̅̅ ̅̅ ̅。 
2. 作𝐶𝐺′̅̅ ̅̅ ̅//𝐾′𝐸̅̅ ̅̅ ̅，連𝐾′𝐺′̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

3. 複製∠𝐾′𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝐺′；過𝐾作𝐹𝐷̅̅ ̅̅ 平行線交𝐹𝐺̅̅ ̅̅ 於𝐻。 

4. 過𝐾𝐺𝐻三點作圓交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑃，作𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 過𝐾。則𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 即為所求。 
 
 
證明： 

1. ∆𝐹𝐶𝐸 = ∆𝐹𝐾′𝐺′；∆𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐸 = 𝐴𝐵𝐾′𝐺′ =
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

2. ∆𝐹𝑃𝐺與∆𝐹𝐾𝑄中；因為(1)∠𝑃𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝑄，(2)𝑃𝐺𝐹 = 180 − ∠𝑃𝐾𝐻 = ∠𝑄𝐾𝐼 = ∠𝐾𝑄𝐹，

即∠𝑃𝐺𝐹 = ∠𝐾𝑄𝐹 

3. 所以∆𝐹𝑃𝐺~∆𝐹𝐾𝑄 (𝐴𝐴)；即 𝐹𝑃̅̅ ̅̅

𝐹𝐾̅̅ ̅̅
=

𝑃𝐺̅̅ ̅̅

𝐾𝑄̅̅ ̅̅
=

𝐹𝐺̅̅ ̅̅

𝐹𝑄̅̅ ̅̅
 ，故𝐹𝑃̅̅ ̅̅ ×𝐹𝑄̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ ×𝐹𝐾̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐺′̅̅ ̅̅̅×𝐹𝐾′̅̅ ̅̅ ̅。 

4. 由共角定理知，面積∆𝐹𝑃𝑄 = 面積∆𝐹𝐾′𝐺′；即𝐴𝐵𝑃𝑄 = 𝐴𝐵𝐾′𝐺′ = 𝐴𝐵𝐶𝐸 =
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

故𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 即為所求 𝐴𝐵𝐶𝐷 過 𝐾 之面積平分線。 
 
以這個作法為基礎，我們更利用此觀念直接將多邊形 𝑚：𝑛 面積比例切割進行一次性作圖。 
  

PCDQ面積  = 11.00 公分2

ABPQ面積  = 11.00 公分2

mKFK' = 26.27

ECD面積  = 11.00 公分2

ABCD面積  = 22.00 公分2

Q

P

H

G

G'
K'

E

F

B

A

DC

K

I
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(二) 三邊形外部一點作面積 𝑚：𝑛 比例切割之一次性作圖與簡述證明 

情況一：𝑚、𝑛 為有理數 ( 以 3：4 為例 ) 
1. 取𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ：𝐶𝐸̅̅̅̅ = 3：4；使得

∆𝐴𝐵𝐸：∆𝐵𝐶𝐸 = 3：4。( 平
行線截比例線段作圖 ) 

2. 作𝐵𝐺′̅̅ ̅̅ ̅//𝐾′𝐸̅̅ ̅̅ ̅，∆𝐾′𝐶𝐺′ =

∆𝐵𝐶𝐸 
3. 仿多邊形外一點切割方法，

以𝐶為共角，作出∆𝑃𝐶𝑄 =

∆𝐾′𝐶𝐺′ = ∆𝐵𝐶𝐸。 
4. 故∆𝑃𝐶𝑄 = ∆𝐾′𝐶𝐺′ = ∆𝐵𝐶𝐸 
可得 𝐾𝑄̅̅ ̅̅  使

 𝐴𝐵𝑃𝑄面積：𝑃𝐶𝑄面積 =

3：4。 
 
情況二：：𝑚、𝑛 為無理數  ( 不含超越數，以 √2：√3 為例 ) 
1. 取𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ：𝐶𝐸̅̅̅̅ = √2：√3 ；使得

∆𝐴𝐵𝐸：∆𝐵𝐶𝐸 = √2：√3 。( 平行

線截比例線段作圖 ) 
2. 作𝐵𝐺′̅̅ ̅̅ ̅//𝐾′𝐸̅̅ ̅̅ ̅，∆𝐾′𝐶𝐺′ = ∆𝐵𝐶𝐸 
3. 仿多邊形外一點切割方法，以𝐶為

共角，作出∆𝑃𝐶𝑄 = ∆𝐾′𝐶𝐺′ =

∆𝐵𝐶𝐸。 
4. 故∆𝑃𝐶𝑄 = ∆𝐾′𝐶𝐺′ = ∆𝐵𝐶𝐸 

可得 𝐾𝑄̅̅ ̅̅  使 𝐴𝐵𝑃𝑄面積：𝑃𝐶𝑄面積 =

√2：√3。 
 
(三) 凸四邊形外部一點 𝐾 作面積 𝑚：𝑛 比例切割之一次性作圖與簡述證明 

情況一：𝑚、𝑛 為有理數( 以 3：4 為例 ) 
1. 作𝐶𝐸̅̅̅̅ ，使得 

𝐴𝐵𝐶𝐸：𝐶𝐷𝐸 = 3：4。 
2. 作𝐶𝐺′̅̅ ̅̅ ̅//𝐾′𝐸̅̅ ̅̅ ̅，∆𝐹𝐶𝐸 =

∆𝐹𝐾′𝐺′ 
3. 同四邊形外一點作圖，以

𝐹為共角，作出∆𝐹𝑃𝑄 =

∆𝐹𝐾′𝐺′ = ∆𝐹𝐶𝐸。 
4. 可得𝐴𝐵𝑃𝑄 = 𝐴𝐵𝐶𝐸。 
故𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 使 𝐴𝐵𝑃𝑄：𝐶𝐷𝑄𝑃 =

3：4。 

ABPQ面積  = 9.00 公分2

PCQ面積  = 12.00 公分2

G'K'C面積  = 12.00 公分2

BCE面積  = 12.00 公分2

ABE面積  = 9.00 公分2

mKCK' = 20.19

ABC面積  = 21.00 公分2 Q

P

G

G'

K'

E

A

B C

K

ABPQ面積  = 12.00 公分2

mKFK' = 23.53

ABCE面積  = 12.00 公分2

CDE面積  = 16.00 公分2

ABCD面積  = 28.00 公分2

Q

P

H

G

G'

K'

E

F

B

A

DC

K

I

=
2

3

ABPQ面積  

QPC面積  
 = 0.82

QPC面積  = 11.56 公分2

ABPQ面積  = 9.44 公分2

ABC面積  = 21.00 公分2 Q

P

G

G'

E

K'

A

B C

K



23 
 

情況二：𝑚、𝑛 為無理數  ( 不含超越數，以 √2：√3 為例 ) 

  

1. 將𝐴𝐵𝐶𝐷 變形𝐶𝐷𝐺1，且利用比例線段，使得𝐺1𝐸̅̅ ̅̅ ̅：𝐸𝐷̅̅ ̅̅ = √2：√3 

2. 延長𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 交於𝐹，𝐹𝐶̅̅̅̅ 取𝐹𝐾′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐹𝐾̅̅ ̅̅ 。並將𝐴𝐵𝐶𝐸變形為𝐴𝐵𝐾′𝐺′。 

3. 同四邊形外一點作圖，以𝐹為共角，作出∆𝐹𝑃𝑄 = ∆𝐹𝐾′𝐺′ = ∆𝐹𝐶𝐸。 

4. 故𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 使 𝐴𝐵𝑃𝑄：𝐶𝐷𝑄𝑃 = √2：√3。 

(四) 凹四邊形外部一點 𝐾 作面積 𝑚：𝑛 比例切割之一次性作圖與簡述證明 

情況一：𝑚、𝑛 為有理數 ( 以 3：4 為例 ) 

 
 

1. 將𝐴𝐵𝐶𝐷 變形𝐴𝐵𝐸，取𝐵𝐻̅̅ ̅̅ ：𝐻𝐸̅̅ ̅̅ = 3：4；並將∆𝐴𝐶𝐻變形∆𝐴𝐶𝐼。延長𝐶𝐼̅̅̅交𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 於𝐽。 
2. 將∆𝐴𝐼𝐽利用共角定理變形為∆𝑃𝑄𝐽，且𝑃𝑄      過𝐾。 
故 𝐾𝑄̅̅ ̅̅  使 Q𝐵𝐶𝑃：𝑃𝐷𝐴𝑄面積 = 3：4。 

情況二：𝑚、𝑛 為無理數  ( 不含超越數，以 √2：√3 為例 ) 

     

3
2

E

G1

F

B

A

DC

H1
I1

=
2

3

ABPQ面積  

CDQP面積  
 = 0.82

CDQP面積  = 15.40 公分2

ABPQ面積  = 12.60 公分2

mKFK' = 17.34

=
2

3

ABCE面積  

ECD面積  
 = 0.82

ECD面積  = 15.40 公分2

ABCE面積  = 12.60 公分2

3
2

ABCD面積  = 28.00 公分2

Q
P

G

G'

K'

E

G1

F

B

A

DC

K

H1
I1

ABCI面積  = 18.00 公分2

ABH面積  = 18.00 公分2

ABCD面積  = 42.00 公分2

I

H

E

A

B

C

D

QBCP面積  = 18.00 公分2

mKJK' = 19.71

ABCI面積  = 18.00 公分2

ABH面積  = 18.00 公分2

ABCD面積  = 42.00 公分2
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J

I
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ABCD面積  = 32.00 公分2
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1. 將𝐴𝐵𝐶𝐷 變形𝐴𝐵𝑈，且利用比例線段，

使得𝐵𝐽̅̅ ̅：𝐽𝑈̅̅ ̅ = √2：√3 

2. 𝐵𝑈̅̅ ̅̅ 上取𝐾′，使得∆𝐴𝐵𝐽 = ∆𝐾′𝐸′𝐵 

3. 利用共角定理，將∆𝐾′𝐸′𝐵變形為等積

的∆𝑃𝑄𝐵，且𝑃𝑄      過𝐾。 

 

故 𝐾𝑄̅̅ ̅̅  使 𝐵𝑃𝑄：𝑃𝐶𝐷𝐴𝑄面積 = √2：

√3。 
 

 

 

 

陸、 研究結論 
一、 「求過頂點或邊上一點，作多邊形面積 n 等分線」，我們與之前的文獻完全不同！原

本需要退化成三邊形的想法，我們在四邊形時就可開始進行分割；不須再退化成三

邊形，一來一往節省更多時間，也將作法更簡單化；且我們將作圖實際呈現，並加

以證明，而非只是『想法』罷了。 
二、 「求過頂點或邊上一點，作多邊形面積 n 等分線」能一般性作圖，而非各情況各有

一種不同的作法。因此，能有系統化地達成我們所要的切割形式，不用一一查詢各

作圖方法。 
三、 以往文獻只探討凸多邊形，對於凹多邊形並沒多加以研究；我們發現凹多邊形依舊

可以進行變形與切割，雖稍有不同，但方法其實大同小異。 
四、 多邊形外一點之面積平分線也做了大改變，我們利用等分、變形、共角定理的觀念

成功將圖形多等分切割，不再侷限於凸多邊形二等分，而是凹凸多邊形均可多等分

切割。 
 
 
 

  

=
2

3

PQB面積  

ADCPQ面積  
 = 0.82

ADCPQ面積  = 17.60 公分2

PQB面積  = 14.40 公分2

mE'BE = 37.80

mKBK' = 37.80

E'BK'面積  = 14.40 公分2

ADCJ面積  = 17.60 公分2

ABJ面積  = 14.40 公分2

ABCD面積  = 32.00 公分2 Q

P

E'

K'
J

U

A

B

C

D
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柒、 未來展望 

一、 利用文獻與我們的研究，

可求出周邊上、圖形外一點作

n 等分之作圖；但圖形內一點

我們尚未完成，雖有架構，但

局限於某些特殊多邊形而已，

因此未加詳述，是未來研究方

向之一。 

 

 

二、 如右圖所示，圖形外一點 𝐾 對
『數個』多邊形作面積等分線，此時割

線兩側面積的和相同，割線是如何作圖

的。 
 
 
 
 
 

捌、 參考資料及其他 
一、 莊焜安、許威德、黃浚柏、董晏均。面積平分線知多少。中華民國第二十三屆中小

學科學展覽會。 
二、 劉任昌。從用直線平分凸五邊形的面積談起 (2001)。數學傳播 25 卷四期。 
三、 張至皓、何玉婉、何知一、張城豪。怎樣分才公平三角形面積兩等分的尺規作圖 

(2006)。中華民國第四十六屆科學展覽。 
四、 華祥志、吳祐德、蔡承儒。求過任意點作多邊形面積平分線 (2008)。中華民國第四

十八屆科學展覽。 
 
 

ECL面積  + GHJI面積   = 11.43 公分2

AELD面積  + IJK面積   = 11.43 公分2

AELD面積  = 8.70 公分2

ECL面積  = 7.00 公分2

IJK面積  = 2.73 公分2

GHJI面積  = 4.43 公分2
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AEGH面積  = 8.17 公分2
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作品海報 

【評語】030417  

探討過一點 P，作多邊形 n等分切割線的作圖方式。針對所給

的點是多邊形頂點、邊上一點或多邊形外一點的各種情況，給出了

解答。這個問題在歷屆科展出現過許多次，但討論的內容大概都是

針對所給的點是多邊形頂點、邊上一點或多邊形外一點其中一種情

況來分析。作者們透過簡單的處理手法，針對給定的點落在不同位

置的作圖方式給出了論述，想法值得嘉許，數學研究精神佳，可惜

問題的深度不夠。凹邊形是創意的部分，著墨應可以更多。此外對

於無解的定義與說明易造成混淆，可再釐清。 

F:\中小科展_57屆\排版\030417-評語 



研究動機 

    平分是生活中常見的問題，對數學來說更是不可缺少的。我

們在國二時遇到了幾何圖形，讓我們把平分與熟悉的幾何圖形搭

起了一座橋梁，而我們也觀察到許多人以多邊形切割為主題進行

研究，但大多僅限於將圖形變形成為三邊形後，進行 𝑛 等分切割，

其中不包刮凹多邊形的切割，因此許多疑惑便產生了！一定要將

多邊形變形成為三邊形才可進行嗎？如何將三邊形外一點 𝑛 等分？

為什麼大家對凹多邊形切割總是避而不談？為了解決這些心中的

問題，我們毅然決然選擇凹凸多邊形為主題進行研究。 

研究目的 

以下各研究目的均以「尺規作圖」為前提之研究： 

一、 過頂點切割凸多邊形 𝑛 等分之一般性作法、推論與證明 

二、 過頂點切割凹多邊形 𝑛 等分之一般性作法、推論與證明 

三、 過周邊上一點切割凸多邊形 𝑛 等分之作法、推論與證明 

四、 過周邊上一點切割凹多邊形 𝑛 等分之作法、推論與證明 

五、 多凹多邊形周邊一點 𝑛 等分切割之作法 

六、 外部一點對三邊形做面積平分線與 𝑛 等分切割線 

七、 外部一點對凸、凹四邊形做面積之 𝑛 等分切割線 

八、 多邊形面積 𝑚：𝑛 比例切割之一次性作圖 

研究設備及器材 

筆、紙、電腦、Gsp 繪圖程式 

文獻探討 

一、 文獻二「從用直線平分凸五邊形的面積談起」裡有詳述凸

多邊形 𝑛 等分之想法與證明，其中面積還原的想法 (劉任昌

[2]，問題 4 )對於我們此篇研究有非常大的幫助。 

二、 文獻四「求過任意點作多邊形面積平分線」參考文獻中，

只探討凸多邊形面積「兩等分」之面積平分線，且必須退

化成三邊形才可進行作圖；另外，文獻中所提之面積修正，

只用想法帶過，無實際作法，故是否可行有待商榷。而我

們雖然一樣利用平形線交換面積的方法，卻發現退化成四

邊形就可進行分割，不用退化成三邊形，節省相當多的步

驟進行切割與還原。 

研究過程及方法 

一、 過頂點切割凸多邊形之一般性作法、推論與證明 

(一) 凸四邊形過頂點 𝐴 之切割 (四等分為例)： 

作法： 

1. 連接𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐵𝐷̅̅ ̅̅  

2. 在𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 上取四等分點𝑄1、𝑄2、𝑄3 

3. 分別過𝑄1、𝑄2、𝑄3作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之平行

線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 或𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1、𝑃2、𝑃3 

4. 連接𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅ 

 

則∆𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐶𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐷 

證明： 

1. 連接𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄3

̅̅ ̅̅ ̅ 

2. 因為𝑄1、𝑄2、𝑄3為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的四等分點。所以∆𝐴𝐵𝑄1 =
1

4
∆𝐴𝐵𝐷，

∆𝐶𝐵𝑄1 =
1

4
∆𝐶𝐵𝐷，故∆𝐴𝐵𝑄1 + ∆𝐶𝐵𝑄1 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

3. 因為𝑃1𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝑃1𝑄1 = ∆𝐶𝑃1𝑄1。故𝐴𝐵𝐶𝑄1 = ∆AB𝑃1。 

同理，整理可得∆𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐶𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

一般性推論： 

如右圖，連𝐴𝐶̅̅ ̅̅，𝐵𝐷̅̅ ̅̅，作𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 之 𝑛 等

分點𝑄1、𝑄2、…、𝑄𝑛−1，過𝑄1、

𝑄2、…、𝑄𝑛−1作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅

或𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1、𝑃2、…、𝑃𝑛−1，連𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、

𝐴𝑃2
̅̅ ̅̅ 、̅…、𝐴𝑃𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅，則𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ 、̅𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ 、̅…、

𝐴𝑃𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 過頂點 𝐴 將四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷 

𝑛 等分。 

結論：任意凸四邊形，過任意頂點可以尺規作圖將之 𝒏 等分 

(二) 凸五邊形過頂點 𝐴 之切割：( 以四等分為例 ) 

作法： 

1. 連接𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，過 𝐸 作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 之平行

線𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷 ⃡    於 𝐹。連接𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 、

𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 。 

2. 在𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 上取𝐵𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ，過

𝑄1作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連接𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅ 

3. 在𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅上取𝑄2、𝑄3三等分點；過𝑄2、𝑄3作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 或𝐷𝐸̅̅ ̅̅

於𝑃2、𝑃3，連接𝐴𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅ 

可得𝐴𝐵𝐶𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = ∆𝐴𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐸 

證明： 

1. 因為𝐴𝐷̅̅ ̅̅ //𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝐷𝐸 = ∆𝐴𝐷𝐹，故𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐹 

2. 由四邊形的推論可知，𝐴𝐵𝐶𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐹 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，而

𝐴𝑃1𝐷𝐸 =
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸。同理，∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐸 =

1

3
𝐴𝑃1𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

一般性推論： 

1. 連接𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，過𝐸作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 的平

行線交𝐶𝐷 ⃡    於𝐹，則將五邊

形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸等積變形為四

邊形𝐴𝐵𝐶𝐹。 

2. 過𝐴依照四邊形的分法，

當分到𝑘等分時，𝐴𝑃𝑘
̅̅ ̅̅ ̅第

一次通過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，則還原剩餘的圖形為四邊形𝐴𝑃𝑘𝐷𝐸，再過𝐴將

𝐴𝑃𝑘𝐷𝐸圖形(𝑛 − 𝑘)等分 

(三) 凸 𝑛 邊形過頂點𝐴切割之推論：( 𝑛 ≥ 6 ) 

1. 如圖，將六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹逐

漸變形為等積的𝐴𝐵𝐶𝐷𝐺、

 𝐴𝐵𝐶𝐻。 

2. 仿四邊形的分法，當分到𝑎 

等份時，𝐴𝑃𝑎
̅̅ ̅̅ ̅第一次通過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，

還原圖形為𝐴𝑃𝑎𝐷𝐺，繼續利

用四邊形的方法切割。 

3. 當分到𝑏等份時，𝐴𝑃𝑏
̅̅ ̅̅ ̅第一

次通過𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，再還原圖形為

四邊形𝐴𝑃𝑏𝐸𝐹。 

4. 以四邊形的方法再切

(𝑛 − 𝑏)次即可。 

結論：任意凸多邊形，過任意頂點可以尺規作圖將之 𝒏 等分 

二、 過頂點切割凹多邊形之一般性作法、推論與證明 

(一) 凹四邊形過頂點之切割﹝凹點𝐴切割四等分為例﹞： 

作法： 

1. 連接𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ，在𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 上取

四等分點𝑄1、𝑄2、𝑄3 

2. 分別過𝑄1、𝑄2、𝑄3作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 之

平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 或𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1、𝑃2、

𝑃3，連𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅ 

故𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅過頂點𝐴四等

分𝐴𝐵𝐶𝐷 

證明： 

1. 連接𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑄3

̅̅ ̅̅ ̅ 

2. 因為𝑄1、𝑄2、𝑄3為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的四等分點，所以∆𝐴𝐵𝑄1 =
1

4
∆𝐴𝐵𝐷，

∆𝐶𝐵𝑄1 =
1

4
∆𝐶𝐵𝐷，故∆𝐶𝐵𝑄1 − ∆𝐴𝐵𝑄1 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷。 

3. 因為𝑃1𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅  //  𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐴𝑃1𝑄1 = ∆𝐶𝑃1𝑄1。故∆𝐶𝐵𝑄1 −

∆𝐴𝐵𝑄1 = 𝐴𝑃1𝐵𝑄1 − ∆𝐴𝐵𝑄1 = ∆𝐴𝐵𝑃1。即∆𝐴𝐵𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

經整理可得∆𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐶𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

註：凸點切割、側點切割也成立 ( 作法與證明請參考文獻 ) 

 

但若以𝐵為分割點欲將𝐴𝐵𝐶𝐷兩等份，延長𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝐸，此時

∆𝐵𝐶𝐸 <
1

2
𝐴𝐵𝐶𝐷，會發生切割線𝑩𝑭̅̅ ̅̅ 有部

分線段在圖形外的情況，我們將之定義

為無解。因此，需在有解的情況之下，

方能討論側點切割的情況。 

結論：凹四邊形過頂點 𝒏 等分切割只能由𝑨、𝑪兩點﹝凹凸點﹞與

有解情形下的側點切割。 
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(二) 凹五邊形過頂點𝐴切割之作法：﹝凹點𝐴切割四等分為例﹞ 

1. 連𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，過 E 作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 延長線於𝐹，連𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 。 

2. 在𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 上取𝐵𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ；過𝑄1作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連接𝐴𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 連𝑃1𝐸̅̅ ̅̅ ̅，取三等分點𝑄2、𝑄3。

並過𝑄2、𝑄3作𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 的平行線交

𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 或𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 於𝑃2、𝑃3；連接𝐴𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、

𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅。 

則𝐴𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅四等分𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸  

證明： 

1. 因為𝐸𝐹̅̅ ̅̅  // 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，所以

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐹。且𝐵𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ，𝑃1𝑄1

̅̅ ̅̅ ̅̅  // 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，故𝐴𝐵𝐶𝑄1 = 𝐴𝐵𝐶𝑃1 =

1

4
𝐴𝐵𝐶F =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸。 

2. 連接𝐴𝑄2
̅̅ ̅̅ 、̅𝑄2𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅，𝐴𝑃1𝐷𝑄2 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 =

1

3
𝐴𝑃1𝐷𝐸 =

1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸。

同理，𝐴𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝐴𝑃3𝐸 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸。 

故𝐴𝐵𝐶𝑃1 = ∆𝐴𝑃1𝑃2 = 𝐴𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝐴𝑃3E =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

    如右圖，由 𝐶 或 𝐷 分割，亦

是如此。故凹五邊形 𝑛 等分可依

照凸五邊形作法。當凹五邊形變

形為等積四邊形時，可能為凸四

邊形、凹四邊形、甚至三角形 (𝐵、

𝐴、𝐹共線) ，但作法仍相同。 

(三) 凹 𝑛 邊形過凹點 𝐴 切割之

一般性推論：( 𝑛 ≥ 6 ) 

將凹六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹逐漸變形為等

積𝐴𝐵𝐶𝐷𝐺、𝐴𝐵𝐶𝐻後，仿四邊形過頂點作

法分之。若切割過𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 後，還原成四邊形

𝐴𝑃𝑎𝐷𝐺分割；過𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 後，再還原𝐴𝑃𝑏𝐸𝐹分

割。 

同理，便能將凹 𝑛 邊形過 𝐴 ，𝑚等份。 

結論：任意凹 𝒏 邊形，過頂點 (有解情況下) 可以尺規作圖將之 𝒎 等分 

三、 過周邊上一點 𝑃 切割凸多邊形之作法、推論與證明 

(一) 凸四邊形過周邊一點 𝑃 之切割作法：( 四等分為例 ) 

1. 連𝑃𝐶̅̅̅̅ ，過𝐷作𝑃𝐶̅̅̅̅ 平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅

於𝐸，連接𝑃𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐵̅̅ ̅̅  

2. 作𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ，且過𝑄1作𝑃𝐵̅̅ ̅̅

平行線交𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 於𝑃1；連接

𝑃𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃1𝐷̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 作𝑃1𝐷̅̅ ̅̅ ̅之三等分點𝑄2、𝑄3；過

𝑄2、𝑄3作𝑃𝐶̅̅̅̅ 之平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 或𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃2、𝑃3，連接𝑃𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅。 

則𝑃𝐴𝐵𝑃1 = ∆𝑃𝑃1𝑃2 = ∆𝑃𝑃2𝑃3 = 𝑃𝑃3𝐶𝐷 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

證明： 

1. 因為𝑃𝐶̅̅̅̅  // 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ，所以∆𝑃𝐷𝐶 = ∆𝑃𝐸𝐶，則𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐵𝐸𝑃。由四邊形的推

論可知：𝐴𝐵𝑃1𝑃 =
1

4
𝐴𝐵𝐸𝑃 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷；∆𝑃𝑃1𝑃2 = ∆𝑃𝑃2𝑃3 = 𝑃𝑃3𝐶𝐷 =

1

3
𝑃𝑃1𝐶𝐷 =

1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷 

結論：任意凸四邊形，可過邊上任一點將之 𝒏 等分。 

(二) 凸五邊形過周邊 𝑃 一點之切割作法：( 四等分為例 ) 

1. 連𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ，過𝐸作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝐹；連𝑃𝐶̅̅̅̅ ，過𝐹作𝑃𝐶̅̅̅̅ 平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝐺。 

2. 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 上作𝐴𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐴𝐺̅̅ ̅̅；連𝐵𝑃̅̅ ̅̅，過𝑄1作

𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連接𝑃𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 連接𝑃1𝐹̅̅ ̅̅ ̅，作𝑃1𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

1

3
𝑃1𝐹̅̅ ̅̅ ̅，過𝑄2作

𝑃𝐶̅̅̅̅ 平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃2，連接𝑃𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅。 

4. 連𝑃2𝐸̅̅ ̅̅ ，̅取𝑃2𝐸̅̅ ̅̅ ̅中點𝑄3，過𝑄3作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 之

平行線交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃3，連接𝑃𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅ 

故𝑃𝐴𝐵𝑃1 = 𝑃𝑃1𝐶𝑃2 = ∆𝑃𝑃2𝑃3 =

𝑃𝑃3𝐷𝐸 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

證明： 

1. 因為𝐷𝑃̅̅ ̅̅  // 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐶𝑃̅̅̅̅  // 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ ，所以∆𝐷𝑃𝐸 = ∆𝐷𝑃𝐹，∆𝐶𝑃𝐹 = ∆𝐶𝑃𝐺。即

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐹𝑃 = 𝐴𝐵𝐺𝑃 

2. 根據四邊形的推論得𝑃𝐴𝐵𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝐺𝑃 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，𝑃𝑃1𝐶𝑃2 =

1

3
𝑃𝑃1𝐶𝐹 =

1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，∆𝑃𝑃2𝑃3 = 𝑃𝑃3𝐷𝐸 =

1

2
𝑃𝑃2𝐷𝐸 =

1

2
.
2

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，得證。 

由此，可推論得知任意凸五邊形，可過邊

上任一點將之 𝑛 等分。 

(三) 凸 𝑛 邊形推論( 𝑛 ≥ 6 )： 

如右圖，以六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹為例。將

六邊形逐步變形為𝑃𝐴𝐵𝐶𝐷𝐺、𝑃𝐴𝐵𝐶𝐻、

𝑃𝐴𝐵𝐼後，再仿四邊形過頂點的作法，逐步

進行切割與還原成四邊形。便能將一凸 𝑛 

邊形，過邊上任一點將之 𝑚 等分。 

結論：任意凸 𝒏 邊形，可過周邊上任一點將之 𝒎 等分。 

四、 過周邊上一點 𝑃 切割凹多邊形之作法、推論與證明 

(一) 凹四邊形過周邊一點 𝑃 之切割作法：( 四等分為例 ) 

1. 連𝑃𝐷̅̅ ̅̅，過𝐶作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 平行線交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 於𝐸，連𝑃𝐸̅̅ ̅̅。 

2. 連𝑃𝐴̅̅ ̅̅、𝐵𝐸̅̅ ̅̅ ，作𝐵𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅ =

1

4
𝐵𝐸̅̅ ̅̅ ，作𝑄1𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅̅ // 𝐴𝑃̅̅ ̅̅

交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1，連𝐶𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 在𝐶𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅上取三等分點𝑄2、𝑄3，且過𝑄2、𝑄3，

作𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃2、𝑃3，連

𝑃𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅。 

證明： 

1. 因為𝑃𝐷̅̅ ̅̅ // 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ ，所以∆𝑃𝐷𝐸 = ∆𝐶𝐷𝑃；即

𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐵𝑃𝐸。 

2. 以下同凹四邊形過頂點之證明方法。 

(二) 凹五邊形過周邊一點 𝑃 之 

切割作法：( 四等分為例 ) 

1. 連接𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐸̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ；過𝐶作𝑃𝐷̅̅ ̅̅  

之平行線交𝐸𝐷      於𝐺。 

2. 過𝐺作𝑃𝐸̅̅ ̅̅ 之平行線交𝐴𝐸      於𝐹。 

3. 依照四邊形過頂點的作法使 

𝐴𝐵𝑃𝑃1 =
1

4
𝐴𝐵𝑃𝐹，𝑃𝑃1𝐸𝑃2 =

1

3
𝑃𝑃1𝐸𝐺，再將𝑃𝑃2𝐷𝐶二等分 

故𝑃𝑃1𝐴𝐵 = 𝑃𝑃1𝐸𝑃2 = 𝑃𝑃2𝐷𝑃3 = ∆𝑃𝑃3𝐶 =
1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 

(三) 凹 𝑛 邊形推論( 𝑛 ≥ 6 )： 

以六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹為例。如 

右圖，將六邊形逐步變形為 

𝑃𝐺𝐹𝐴𝐵𝐶、𝑃𝐻𝐴𝐵𝐶、𝑃𝐼𝐵𝐶後 

，再依照四邊形過頂點 𝑃 的 

作法，逐步進行切割與還原。 

便能將一凹 𝑛 邊形過邊上一 

點將之 𝑚 等分。 

 

結論：任意凹 𝒏 邊形，有解情況下可過周邊上任一點將之 𝒎 等分。 

五、 多凹多邊形周邊一點 𝑷 之切割 

若遇到多凹多邊形作面積平分問題，我們採取相同想法將之變成等積凸

多邊形，再進行切割；作圖過程雖較為繁瑣，但依舊可行。又因為過頂點容

易有無解的情況發生，因此我們不討論。舉三凹七邊形為例，如下圖所示： 

1. 先將𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺逐漸變形

為𝐻𝐷𝐸𝐹𝐺𝐴、𝐻𝐷𝐸𝑅𝐴、

𝐻𝐷𝐸𝑆、𝑃𝑗𝐻𝐷後，利用凸

四邊形周邊一點 𝑃 做切

割，可得𝑃𝑄1𝐻𝐷 =

𝑃𝑄1𝐻𝐵𝐶𝐷 = 𝑃𝐼𝐵𝐶𝐷 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺。 

2. 圖形右部分還原成

𝐴𝐼𝑃𝐸𝐹𝐺，再變形為等積𝐴𝐼𝑃𝐸𝑅、𝐴𝐼𝑃𝑆，利用凸四邊形頂過點切割，可得

𝑃𝑄2𝐴𝐼 = 𝑃𝐿𝐴𝐼 =
1

3
.
3

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺。 

3. 最後利用凹五邊形𝐿𝑃𝐸𝐹𝐺過頂點 𝑃 切割兩等分，可得𝑃𝑂𝐺𝐿 = 𝑃𝐸𝐹𝑂 =

1

4
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺。即𝑃𝐼̅̅ ̅、𝑃𝐿̅̅̅̅ 、𝑃𝑂̅̅ ̅̅ 過周邊一點 𝑃將𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺四等分。 

證明：同上述各研究目的之想法與證明，故省略。 
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六、 外部一點 𝑲 對三邊形做面積平分線與 𝒏 等分平分線 

因外部一點對三邊形作面積平分線在文獻有詳細作法與證明

(華祥志[4]，問題 4 )，故在此不多做說

明；但有部分情況須加以變形再進行切

割。 

我們的想法是採取變形的模式。由

右圖先觀察可知，切割線會以𝐾𝐺̅̅ ̅̅ 的形式

呈現，利用共角定理的想法，我們應該

以角𝐶為共角，而不能改變；且我們又

需將𝐾𝐶̅̅ ̅̅ 複製於𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊上。因此，我們將

原本的角𝐴進行變形。作法如下： 

1. 延長𝐶𝐵̅̅ ̅̅，作𝐶𝐾′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐶𝐾̅̅ ̅̅ ；連𝐴𝐾′̅̅ ̅̅ ̅，過𝐵作𝐴𝐾′̅̅ ̅̅ ̅平行線交𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 於𝐷。 

2. 過𝐾作𝐶𝐾′𝐷之面積平分線𝐾𝐺̅̅ ̅̅ 。 

故𝐾𝐺̅̅ ̅̅ 過圖形外一點K，將∆𝐶𝐾′𝐷 ( ∆𝐴𝐵𝐶 ) 兩等分。 

證明：同三角形外部一點作切割，故省略。 

(一) 外部一點 𝐾 對三邊形做面積 𝑛 等分平分線做法：(三等分為例) 

1. 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 取𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =
2

3
𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ；過

𝐾作∆𝐴𝐶𝐷面積平分

線𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑃。 

2. 在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 延長線取一點

𝐺，且𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐺̅̅ ̅̅ ；過𝐾

點作∆𝐴𝐺𝐶之面積平

分線𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝑍。 

故𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 兩線段將∆𝐴𝐵𝐶三等分。 

證明： 

因為∆𝐴𝐷𝐶 =
2

3
∆𝐴𝐵𝐶，且𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 平分∆𝐴𝐷𝐶；所以∆𝑃𝑄𝐶 =

1

2
∆𝐴𝐷𝐶 =

1

2
∙

2

3
∆𝐴𝐵𝐶 =

1

3
∆𝐴𝐵𝐶。又𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐺̅̅ ̅̅，故∆𝐴𝐺𝐶 = 2∆𝐴𝐷𝐶 =

4

3
∆𝐴𝐵𝐶；

且𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 平分∆𝐴𝐺𝐶，所以∆𝑌𝑍𝐶 =
1

2
∆𝐴𝐺𝐶 =

1

2
∙

4

3
∆𝐴𝐵𝐶 =

2

3
∆𝐴𝐵𝐶。

故𝑌𝑍𝑃𝑄 =
1

3
∆𝐴𝐵𝐶，整理可得𝐴𝐵𝑍𝑌 =

1

3
∆𝐴𝐵𝐶。 

故𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 兩線段過∆𝐴𝐵𝐶外一點𝐾將∆𝐴𝐵𝐶三等分。 

結論：能利用此模式，達成外部一點 𝑲 對三角形做面積  𝒏 等分。 

七、 外部一點 𝐾 對凸、凹四邊形做面積之 𝒏 等分平分線 

(一) 外部一點𝐾對凸四邊形做面積 𝑛 等分平分線做法：(四等分為例) 

1. 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 上取𝐾′，且𝐾′𝐷̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾𝐷̅̅ ̅̅ ，

過𝐾′作𝐴𝐵𝐶𝐷面積平分線

𝐾′𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ 。過𝐾作∆𝐾′𝐷𝐻之面積

平分線𝐾𝑄1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃1。 

 

2. 利用四邊形外一點作面積

平分線作出𝐾𝑄2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃2。 

  (華祥志[4]，問題 8 ) 

 

3. 過K作四邊形𝐵𝐶𝑃2𝑄2之面

積平分線𝐾𝑄3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑃3。 

( 詳細證明與作法請參考文章 ) 

 

(二) 外部一點𝐾對凹四邊形做

面積 𝑛 等分平分線做法：(四等分為例) 

1. 如左下圖，連𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，過𝐷作𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 平行線交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝐹；作𝐵𝐹̅̅ ̅̅ 中點𝐸，連

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ，過K作∆𝐴𝐵𝐸的面積平分線𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 於𝑃。 

2. 如右下圖，將四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷變形為∆𝐴𝐸𝐷。過∆𝐴𝐸𝐷外一點𝐾，

作∆𝐴𝐸𝐷之面積平分線𝐾𝑁̅̅̅̅̅交𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑀。 

 

3. 如右圖，過∆𝐷𝑀𝑁外一點

𝐾，作∆𝐷𝑀𝑁之面積平分

線𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 交𝑁𝐷̅̅ ̅̅ 於𝑌。 

則𝐾𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑁̅̅̅̅̅、𝐾𝑌̅̅ ̅̅ 過外部一點

 𝐾 將凹四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷四等分。 

( 詳細證明與作法請參考文章 ) 

結論：能利用三邊形、四邊形外一點作面積平分線的作法，達成

外部一點 𝑲 對凸、凹四邊形做面積  𝒏 等分之作法。 

八、 多邊形外部一點 𝑲 作面積 𝒎：𝒏 比例切割之一次性作圖 

    我們利用三邊形、四邊形外一點 𝐾 做面積平分線的概念為基

礎，成功將多邊形 𝑚：𝑛 面積比例切割進行一次性作圖。𝑚、𝑛 

不在局限於整數，而是所有實數均可。 

(一) 三邊形外部一點作面積 3：4 比例切割之一次性作圖 

1. 取𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ：𝐶𝐸̅̅ ̅̅ = 3：4；使得

∆𝐴𝐵𝐸：∆𝐵𝐶𝐸 = 3：4。 

2. 作𝐵𝐺′̅̅ ̅̅ ̅//𝐾′𝐸̅̅ ̅̅ ̅，

∆𝐾′𝐶𝐺′ = ∆𝐵𝐶𝐸 

3. 仿多邊形外一點切割方

法，以𝐶為共角，作出

∆𝑃𝐶𝑄 = ∆𝐾′𝐶𝐺′ = ∆𝐵𝐶𝐸。 

4. 故∆𝑃𝐶𝑄 = ∆𝐾′𝐶𝐺′ = ∆𝐵𝐶𝐸 

可得 𝐾𝑄̅̅ ̅̅  使 𝐴𝐵𝑃𝑄面積：𝑃𝐶𝑄面積 = 3：4。 

(二) 凹四邊形外部一點作面積  √2：√3 比例切割之一次性作圖 

1. 將𝐴𝐵𝐶𝐷 變形𝐴𝐵𝑈，

且利用比例線段，使

得𝐵𝐽̅̅ ̅：𝐽𝑈̅̅ ̅ = √2：√3 

2. 𝐵𝑈̅̅ ̅̅ 上取𝐾′，使得

∆𝐴𝐵𝐽 = ∆𝐾′𝐸′𝐵 

3. 利用共角定理，將

∆𝐾′𝐸′𝐵變形為等積

的∆𝑃𝑄𝐵，且𝑃𝑄      過𝐾。 

故 𝐾𝑄̅̅ ̅̅  使 𝐵𝑃𝑄：𝑃𝐶𝐷𝐴𝑄面積 = √2：√3。 

備註：因資料繁多，只舉此二例為例，詳細證明與作法請參考文章。 

研究結論 

一、 「求過頂點或邊上一點，作多邊形面積 n 等分線」，我們與

之前的文獻完全不同！原本需要退化成三邊形的想法，我們

在四邊形時就可開始進行分割；不須再退化成三邊形，一來

一往節省更多時間，也將作法更簡單化；且我們將作圖實際

呈現，並加以證明，而非只是『想法』罷了。 

二、 「求過頂點或邊上一點，作多邊形面積 n 等分線」能一般性

作圖，而非各情況各有一種不同的作法。因此，能有系統化

地達成我們所要的切割形式，不用一一查詢各作圖方法。 

三、 以往文獻只探討凸多邊形，對於凹多邊形並沒多加以研究；

我們發現凹多邊形依舊可以進行變形與切割，雖稍有不同，

但方法其實大同小異。 

四、 多邊形外一點之面積平分線也做了大改變，我們利用等分、

變形、共角定理的觀念成功將圖形多等分切割，不再侷限於

凸多邊形二等分，而是凹凸多邊形均可多等分切割。 

未來展望 

一、利用文獻與我

們的研究，可

求出周邊上、

圖形外一點作

n 等分之作圖；

但圖形內一點

我們尚未完成，雖有架構，但局限於某些

特殊多邊形而已，因此未加

詳述，是未來研究方向之

一。 

二、如右圖所示，圖形外一點 𝐾 

對『數個』多邊形作面積等

分線，此時割線兩側面積的

和相同，割線是如何作圖的。 
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