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摘要 

討論凸四邊形被奇數等分點及偶數等分點縱切與橫切後面積與總面積的關係。 

壹、研究動機 

歷史課時,歷史老師教我們中國周朝時已出現井田制度。在井田中間的那一塊田地

是公田,其他皆是私田。每個人不只要耕耘自己的私田,還要耕耘中間的公田,。聽到這

樣的事,我們便聯想到∶中間的那塊公田是否為九分之一?以等分點對切的方式會不會和

面積的比例有規律的關係?於是我們開始討論、研究,展開一場數學探索。 

貳、研究目的 

一、尋找平面凸四邊形縱切奇數等分點、偶數等分點中所占面積比例關係。 

二、尋找平面凸四邊形等分縱切疊上等分橫切中所占面積比例關係。 

三、推導其中關係式。 

四、推導各塊面積的關聯性 

參、研究設備及器材 

電腦、Microsoft Word、Microsoft Visio、GeoGebra、紙、筆、橡皮擦 

肆、研究過程或方法 

一、縱切面積之討論： 

我們想要得知凸四邊形被奇數等分點2𝑚 + 1(m 為自然數)對切後，最中間那

塊區域的面積與全部面積的關係。以及凸四邊形被偶數等分點2𝑛(𝑛為自然數)對

切後，最中間那兩塊區域的面積與全部面積的關係。 

(一) 奇數等分點縱切面積之面關係： 

         我們先以最簡單的三等分及五等分做切割去探討面積之關係，進一步

討論2𝑚 + 1等分做切割時之情形，其說明如下。 

1. 三等分點的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 及𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 分別取三等𝐸、𝐹及𝐺、𝐻。接下

來要證明□𝐸𝐺𝐻𝐹的面積與□𝐴𝐵𝐶𝐷面積之關係，參閱圖(1)。 



 
 

 

圖(1) 

從圖(2)得知： 
                 ∵ 𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 + 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

𝑎□𝐴𝐹𝐶𝐺 = 𝑎 △ 𝐴𝐺𝐶 + 𝑎 △ 𝐴𝐹𝐶 

𝑎 △ 𝐴𝐺𝐶 =
2

3
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶,  𝑎 △ 𝐴𝐹𝐶 =  

2

3
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

∴ 𝑎□𝐴𝐹𝐶𝐺 =
2

3
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 +

2

3
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

=
2

3
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 

A

D

B CHG

F
E

 

圖(2) 

又從圖(3)得知 

∵ 𝑎□𝐴𝐹𝐶𝐺 = 𝑎 △ 𝐴𝐹𝐺 + 𝑎 △ 𝐺𝐶𝐹 

𝑎□𝐸𝐺𝐻𝐹 = 𝑎 △ 𝐸𝐹𝐺 + 𝑎 △ 𝐹𝐺𝐻 

𝑎 △ 𝐸𝐹𝐺 =
1

2
𝑎 △ 𝐴𝐹𝐺，𝑎 △ 𝐹𝐺𝐻 =

1

2
𝑎 △ 𝐺𝐶𝐹 

∴ 𝑎□𝐸𝐺𝐻𝐹 =
1

2
𝑎 △ 𝐴𝐹𝐺 +

1

2
𝑎 △ 𝐺𝐶𝐹 

𝑎□𝐸𝐺𝐻𝐹 =
1

2
𝑎□𝐴𝐹𝐶𝐺 =

1

2
×

2

3
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 

=
1

3
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷. . . . . . . . . . . . . (式 1) 
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圖(3) 

故在三等分點時，最中間□𝐸𝐺𝐻𝐹的面積為全部□𝐴𝐵𝐶𝐷面積的
1

3
。 
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2. 五等分點的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 及𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 分別取 5 等分點𝐸、𝐹、𝐺、𝐻及

𝐼、𝐽、𝐾、𝐿。接下來要證明□𝐹𝐽𝐾𝐺的面積與□𝐴𝐵𝐶𝐷面積之關係， 

參閱圖(4)。 
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圖(4) 

由圖(5)可知: 

∵ 𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 + 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 
𝑎□𝐴𝐺𝐶𝐽 = 𝑎 △ 𝐴𝐽𝐶 + 𝑎 △ 𝐴𝐺𝐶 

𝑎 △ 𝐴𝐽𝐶 =
3

5
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 

𝑎 △ 𝐴𝐺𝐶 =
3

5
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

∴ 𝑎□𝐴𝐺𝐶𝐽 =
3

5
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 +  

3

5
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

=
3

5
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 
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FE
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圖(5) 
又從圖(6)可知： 

∵ 𝑎□𝐴𝐺𝐶𝐽 = 𝑎 △ 𝐴𝐺𝐽 + 𝑎 △ 𝐺𝐽𝐶 
𝑎□𝐹𝐽𝐾𝐺 = 𝑎 △ 𝐹𝐺𝐽 + 𝑎 △ 𝐺𝐽𝐾 
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𝑎 △ 𝐹𝐺𝐽 =
1

3
𝑎 △ 𝐴𝐺𝐽，  𝑎 △ 𝐺𝐽𝐾 =

1

3
𝑎 △ 𝐺𝐽𝐶 

   ∴ 𝑎□𝐹𝐽𝐾𝐺 =
1

3
𝑎 △ 𝐴𝐺𝐽 +

1

3
𝑎 △ 𝐺𝐽𝐶 

=
1

3
𝑎□𝐴𝐺𝐶𝐽 

𝑎□𝐹𝐽𝐾𝐺 =
1

3
𝑎□𝐴𝐺𝐶𝐽 =

1

3
×

3

5
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 

=
1

5
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷. . . . . . . . . . . . . (式 2) 
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圖(6) 

故在五等分點時，最中間□FJKG 的面積為全部□ABCD 面積的
1

5
。 

3. 以奇數2𝑚 + 1等份點縱切面積之關係： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝑋𝑋2𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 及𝑌𝑌2𝑚+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 分別取2𝑚 + 1個等分點

𝑋1、𝑋2、‧‧‧、𝑋2𝑚及𝑌1、𝑌2、‧‧‧、𝑌2𝑚。接下來要證明

□𝑋𝑚𝑋𝑚+1𝑌𝑚𝑌𝑚+1的面積與□𝑋𝑋2𝑚+1𝑌𝑌2𝑚+1面積之關係。 

X X1 X2
Xm

Xm+1
X2m-1 X2m X2m+1

... ...

YY1Y2YmYm+1Y2m-1Y2mY2m+1 ... ...  

圖(7) 

 

4



 
 

由圖(7)可知: 

𝑎 △ 𝑋𝑌𝑌𝑚+1 =
𝑚 + 1

2𝑚 + 1
𝑎 △ 𝑋𝑌𝑌2𝑚+1 

𝑎 △ 𝑋𝑋𝑚+1𝑌 =
𝑚 + 1

2𝑚 + 1
𝑎 △ 𝑋𝑋2𝑚+1Y 

𝑎□𝑋𝑋𝑚+1𝑌𝑌𝑚+1 =
𝑚 + 1

2𝑚 + 1
𝑎 △ 𝑋𝑌𝑌2𝑚+1 +

𝑚 + 1

2𝑚 + 1
𝑎 △ 𝑋𝑋2𝑚+1Y 

𝑎□𝑋𝑋𝑚+1𝑌𝑌𝑚+1 =
𝑚 + 1

2𝑚 + 1
𝑎□𝑋𝑋2𝑚+1Y𝑌2𝑚+1 

𝑎 △ 𝑋𝑚𝑋𝑚+1𝑌𝑚+1 =
1

𝑚 + 1
𝑎 △ 𝑋𝑋𝑚+1𝑌𝑚+1 

𝑎 △ 𝑋𝑚+1𝑌𝑚+1𝑌𝑚 =
1

𝑚 + 1
𝑎□𝑋𝑋𝑚+1𝑌𝑌𝑚+1 

𝑎□𝑋𝑚𝑋𝑚+1𝑌𝑚𝑌𝑚+1 =
1

𝑚 + 1
𝑎□𝑋𝑋𝑚+1Y𝑌𝑚+1 

=
1

𝑚 + 1
×

𝑚 + 1

2𝑚 + 1
𝑎□𝑋𝑋2𝑚+1𝑌𝑌2𝑚+1 

=
1

2𝑚 + 1
𝑎□𝑋𝑋2𝑚+1𝑌𝑌2𝑚+1 

 

從奇數等分點的面積得知，當以三等分點做切割時，最中間那一塊面積為 

全部面積的
1

3
。當以五等分點做切割時，最中間那一塊面積為全部面積的

1

5
 

，以此類推，以奇數等分點 2m+1(m 為自然數) 切割後，最中間那一塊面積 

必為全部面積的
1

2𝑚 + 1
。 

定理一：以奇數𝟐𝒎 + 𝟏等分點做縱切割時，中間面積為全部面積的
𝟏

𝟐𝒎 + 𝟏
 

 

(二)偶數等分點面積之關係∶ 

1. 四等分點的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 及𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 分取四等分點𝐸、𝐹、𝐺及H、I、J。

此時四邊形最中間面積□𝐸𝐻𝐽𝐺為□𝐸𝐻𝐼𝐹 + □𝐹𝐼𝐽𝐺，接下來要證明□𝐸𝐻𝐽𝐺的

面積與□𝐴𝐵𝐶𝐷面積之關係，參閱圖(8)。 
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圖(8) 

由圖(9)可知： 

∵ 𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 + 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

𝑎□𝐴𝐻𝐶𝐺 = 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐻 + 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐺  

𝑎 △ 𝐴𝐶𝐻 =
3

4
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 

𝑎 △ 𝐴𝐶𝐺 =
3

4
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

𝑎□𝐴𝐻𝐶𝐺 =
3

4
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 +

3

4
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

=
3

4
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 

CB

G

JIH

A

D
FE

 

圖(9) 

又從圖(10)可知 
∵ 𝑎□𝐴𝐻𝐶𝐺 = 𝑎 △ 𝐴𝐺𝐻 + 𝑎 △ 𝐶𝐺𝐻 

𝑎 △ 𝐸𝐺𝐻 =
2

3
𝑎 △ 𝐴𝐺𝐻 

𝑎 △ 𝐺𝐻𝐽 =
2

3
𝑎 △ 𝐻𝐺𝐶 

∴ 𝑎□𝐸𝐻𝐽𝐺 =
2

3
𝑎 △ 𝐴𝐺𝐻 +

2

3
𝑎 △ 𝐻𝐺𝐶 

=
2

3
𝑎𝐴𝐻𝐶𝐺 

=
2

3
×

3

4
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 

=
2

4
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷. . . . . . . . . (式 4) 
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圖(10) 

由四等分縱切時取中間□𝐸𝐻𝐽𝐺面積為全部面積的 
2

4
。 

2. 六等分點的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 及BC̅̅̅̅ 分別取六等分點𝐸、𝐹、𝐺、𝐻 

、𝐼及𝐽、𝐾、𝐿、𝑀、𝑁。而六等分後最中間面積□𝐹𝐾𝑀𝐻為□𝐹𝐾𝐿𝐺 +

□𝐺𝐿𝑀𝐻接下來要證明□𝐹𝐾𝑀𝐻的面積與□𝐴𝐵𝐶𝐷面積之關係，參閱圖(11)。 
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圖(11) 

由圖(12)可知： 

∵  𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 + 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

𝑎□𝐴𝐾𝐶𝐻 = 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐾 + 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐻 

𝑎 △ 𝐴𝐶𝐾 =
4

6
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 

𝑎 △ 𝐴𝐶𝐻 =
4

6
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

𝑎□𝐴𝐾𝐶𝐻 =
4

6
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 +

4

6
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷 

=
4

6
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 
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A

D

FE

IHG

B KJ L CM N  

圖(12) 

又從圖(13)可知： 

∵  𝑎□AKCH = 𝑎 △ AHK + 𝑎 △ CHK 

𝑎 △ 𝐹𝐻𝐾 =
2

4
𝑎 △ 𝐴𝐻𝐾 

𝑎 △ 𝐻𝐾𝑀 =
2

4
𝑎 △ 𝐶𝐻𝐾 

∴ 𝑎□FKMH=
2

4
a△AHK+

2

4
a△CHK 

=
2

4
𝑎□𝐴𝐾𝐶𝐻 =

2

4
×

4

6
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 

=
2

6
𝑎𝐴𝐵𝐶𝐷 … … . … . . . . . . (式 5) 
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B KJ L CM N  

圖(13) 

故六等分縱切後中間□FKMH 之面積為全部面積的
2

6
。 

3. 以偶數 2n 等分點縱切面對關係積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝐾𝐾2𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅及𝑆2𝑛𝑆̅̅ ̅̅ ̅̅ 取 2n 等分點K1、K2、‧‧‧、

K2𝑛及S2𝑛、S2𝑛−1、‧‧‧、S1。接下來要證明□𝐾𝑛−1𝐾𝑛+1𝑆𝑛−1𝑆𝑛+1的面積與

□K𝐾2𝑛𝑆𝑆2𝑛面積之關係。 
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K K1 K2
Kn-1

Kn+1
K2n-2K2n-1K2n

...
...

SS1S2Sn-1Sn+1S2n-2S2n-1S2n ... ...
 

圖(14) 

由圖(14)可知： 

𝑎 △ 𝐾𝑆𝑆𝑛+1 =
n + 1

2n
𝑎 △ 𝐾𝑆𝑆2𝑛       𝑎 △ 𝐾𝐾𝑛+1S =

n + 1

2n
𝑎 △ 𝐾𝐾2𝑛𝑆 

𝑎□𝐾𝐾𝑛+1S𝑆𝑛+1 =
n + 1

2n
𝑎 △ 𝐾𝑆𝑆2𝑛 +

n + 1

2n
𝑎 △ 𝐾𝐾2𝑛𝑆 

=
𝑛 + 1

2𝑛
𝑎□𝐾𝐾2𝑛S𝑆2𝑛 

𝑎□𝐾𝐾𝑛+1𝑆𝑆𝑛+1 = 𝑎 △ 𝐾𝐾𝑛+1𝑆𝑛+1 + 𝑎 △ 𝐾𝑛+1𝑆𝑆𝑛+1 

𝑎 △ 𝐾𝑛−1𝐾𝑛+1𝑆𝑛+1 =
2

𝑛 + 1
𝑎 △ 𝐾𝐾𝑛+1𝑆𝑛+1 

𝑎 △ 𝐾𝑛+1𝑆𝑛−1𝑆𝑛+1 =
2

𝑛 + 1
𝑎 △ 𝐾𝑛+1𝑆𝑆𝑛+1 

𝑎□𝐾𝑛−1𝐾𝑛+1𝑆𝑛−1𝑆𝑛+1 =
2

𝑛 + 1
𝑎 △ 𝐾𝐾𝑛+1𝑆𝑛+1 +

2

𝑛 + 1
𝑎 △ 𝐾𝑛+1𝑆𝑆𝑛+1 

=
2

𝑛 + 1
𝑎□𝐾𝐾𝑛+1𝑆𝑆𝑛+1 

=
2

𝑛 + 1
×

𝑛 + 1

2𝑛
𝑎□𝐾𝐾2𝑛S𝑆2𝑛 

=
2

2𝑛
𝑎□K𝐾2𝑛S𝑆2𝑛 

=
1

𝑛
𝑎□K𝐾2𝑛S𝑆2𝑛 

 

從偶數等分點的面積得知，當以四等分點做切割時，最中間那兩塊面積為 

全部面積的
2

4
。當以六等分點做切割時，最中間那兩塊面積為全部面積的

2

6
 

，以此類推，以偶數等分點 2n(n 為自然數且 n≥ 2) 

切割後，最中間那兩塊面積 

9



 

必為全部面積的
1

𝑛
。 

 

二、縱切加以橫切面積之討論： 

我們想要得知凸四邊形被奇數等分點 2m+1(m 為自然數)縱切並加以橫切

後，最中間那塊區域的面積與全部面積的關係。以及凸四邊形被偶數等分點

2n(n 為自然數)縱切並加以橫切後，最中間那塊區域的面積與全部面積的關

係。 

(一)奇數縱橫切等分點面積之關係∶ 

1. 3×3 等分點的面積： 

     我們在凸四邊形的一雙對邊AD̅̅ ̅̅ 及𝐴4𝐷4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別取 3 等分點 B、C 及

B4、 C4。另一雙對邊𝐴𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅及𝐷𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，分別取 3 等分點𝐴2、𝐴3及𝐷2、𝐷3。

接下來要證明□𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2的面積與□𝐴𝐴4𝐷4𝐷面積之關係，參閱圖(15)。 

A

A2

A3

A4

B

B2

B3

B4

C

C2

C3

C4

D

D2

D3

D4  

圖(15) 

從(式 1)得知，四邊形𝐵B4C4𝐶的面積為全部面積□𝐴𝐴4𝐷4𝐷面積的
1

3
 

A4

A

A2

A3

B

B2

B4

C

C2

D

D2

D3

D4

B3

C3

C4

1

:

3

2 : 3  

圖(16) 

定理二：以偶數𝟐𝒏等分點做縱切割時，中間面積為全部面積的
𝟏

𝒏
 

10



 

由圖(16)可知∶ 

∵ C𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅//A𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅         ∴ 𝐶𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐴𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅=1∶3 

∵ 𝐴2𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅        ∴ 𝐴2𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅=2∶3 
故C𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅//A𝐷4
̅̅ ̅̅ ̅//𝐴2𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅  

∵a△𝐴2𝐶4𝐶2~a△𝐶𝐷2𝐶2(AA 相似) 

故𝐶𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶2𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 ∶ 2         𝐶𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3 

  𝐶2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴2𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 ∶ 2        𝐶2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3 

同理可知: 

∵a△𝐵𝐴2𝐵2~a△𝐵2𝐵4𝐷2(AA 相似) 

∴ B𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2

̅̅ ̅𝐵4
̅̅ ̅=1 ∶ 2     𝐵𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅=1∶3 

∵a△𝐴3𝐵4𝐵3~a△𝐵𝐵3𝐷3(AA 相似) 

∴ 𝐵3𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅=1 ∶ 2     𝐵3𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅=1∶3 

∴a△𝐶4𝐷3𝐶3~a△𝐶3𝐶𝐴3(AA 相似) 

∴ 𝐶3𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐶𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 2     𝐶3𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐶𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3 

故C𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶3𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅   = 1∶1∶1        𝐴3𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵3𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶3𝐷3

̅̅ ̅̅ ̅̅  =1∶1∶1 

    𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅  =1∶1∶1       𝐵𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵3𝐵4 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =1∶1∶1 

參閱圖(17) 

C

C2

C3

C4

B

B2

B4

B3

1

:

1

1

1

1 1

:

:

:

 
圖(17) 

        從(式 1)得知,四邊形𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2的面積是四邊形𝐵𝐵4𝐶4𝐶面積的
1

3
，也就

是說四邊形𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2 的面積是四邊形𝐴𝐴4𝐷4𝐷面積的 
1

9
 。故任意四邊形取

三等分時，縱切並加以橫切後，我們可以發現四邊形面積為全部的
1

9
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2. 5×5 等分點的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝐴𝐹 ̅̅ ̅̅ ̅̅ 及𝐴6𝐹6
̅̅ ̅̅ ̅̅ 分別取 5 等分點 B、C、

D、E 及B6、C6、D6、𝐸6。另一雙對邊𝐴𝐴6
̅̅ ̅̅ ̅及𝐹𝐹6

̅̅ ̅̅ ̅，分別取 5 等分點

𝐴2、𝐴3、𝐴4、A5及𝐹2、𝐹3、𝐹4、𝐹5。接下來要證明□𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3的面積

與□𝐴𝐴6𝐹6𝐹面積之關係，參閱圖(18)。 

A

A2

A3

A4

A5

E

E2

E3

E4

E5

C

C2

C3

C4

C5

D

D2

D3

D4

D5

B

B2

B3

B4

B5

A6 B6 C6 D6 E6

F

F2

F3

F4

F5

F6  

圖(18) 

從(式 2)得知,四邊形𝐶𝐶6𝐷6𝐷的面積是四邊形𝐴𝐴6𝐹6𝐹面積的
1

5
 

A

A2

A3

A4

A5

E

E4

E5

C

C2

C3

D

D2

D3

B

B2

B3

B5

A6
B6 C6 E6

F

F2

F4

F5

F6

E2

E3
F3

C4

C5

D4

D5

B4

D6

2

:

5

5
:

3

 

圖(19) 

由圖(19)可知∶ 

∵ 𝐷F3
̅̅ ̅̅ ̅//AF6

̅̅ ̅̅ ̅        ∴ 𝐷F3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ AF6

̅̅ ̅̅ ̅ =2∶5 

∵ 𝐴3D6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴F6

̅̅ ̅̅ ̅       ∴ 𝐴3D6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ AF6

̅̅ ̅̅ ̅ =3∶5 

故𝐷F3
̅̅ ̅̅ ̅//𝐴F6

̅̅ ̅̅ ̅//𝐴3D6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

∵a△𝐷𝐹3𝐷3~a△𝐷3𝐷6𝐴3(AA 相似) 

12



 

故D𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷3𝐷6

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 3        D𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷𝐷6

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 ∶ 5 

同理可知: 

∵a△𝐷4𝐷6𝐹4~a△𝐷4𝐷𝐴4(AA 相似) 

∴ 𝐷4𝐷6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 ∶ 3     𝐷4𝐷6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷𝐷6

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 ∶ 5 

∵a△𝐴4𝐶4𝐶6~a△𝐶𝐶4𝐹4(AA 相似) 

∴ 𝐶4𝐶6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 3      𝐶4𝐶6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐶6

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 5 

∵a△C𝐶3𝐴3~a△𝐶3𝐶6𝐹3(AA 相似) 

∴ 𝐶𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶3

̅̅ ̅𝐶6
̅̅ ̅ = 2 ∶ 3      𝐶𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶𝐶6
̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 5 

故𝐷𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷3𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷4𝐷6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 1 ∶ 2   𝐶𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶3𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶4𝐶6

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 ∶ 1 ∶ 2 

參閱圖(20) 

C

C2

C3

D

D2

D3

C6

C4

C5

D4

D5

D6

2

1

2

:

:

2

1

2

:

:

 

圖(20) 

從(式 2)得知,四邊形𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3的面積是四邊形𝐶𝐶6𝐷6𝐷面積的
1

5
，

也就是說四邊形𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3的面積是四邊形𝐴𝐴6𝐹6𝐹面積的
1

25
。由此得知

任意四邊形每邊取五等分，並以縱切及橫切後，我們可以發現最中間之

四邊形面積為全部面積的
1

25
。 

3. 以奇數2𝑚 + 1等份點(m 為自然數)縱橫切的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊𝑋𝑋2𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 及𝑌2𝑚+1𝑌̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別取 2m+1 個等

分點𝑋1、𝑋2、‧‧‧𝑋2𝑚及Y2𝑚、Y2m−1、‧‧‧Y1。另一雙對邊𝑋𝑌2𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

及𝑋2𝑚+1𝑌̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，分別取 2m+1 等分點𝐸1、𝐸2、‧‧‧𝐸2𝑚及𝐹2𝑚、𝐹2𝑚−1、 

‧‧‧𝐹1。接下來要證明□𝑎𝑚𝑎𝑚+1𝑏𝑚𝑏𝑚+1的面積與□X𝑌2𝑚+1Y𝑋2𝑚+1面

積之關係。 
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X X1 X2
Xm

Xm+1
X2m-1 X2m X2m+1

... ...

YY1Y2YmYm+1Y2m-1Y2mY2m+1 ... ...

E1
E2

Em
Em+1

E2m-1
E2m

...
...

F1
F2

Fm

F2m-1

F2m

...
...

bm

Fm+1bm+1amam+1

b1
b2

b2m-1
b2m

...
...

a1
a2

a2m-1
a2m

...
...

 

圖(21) 

由圖(21)可知∶ 

∵ 𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//XY̅̅̅̅         ∴ 𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ XY̅̅̅̅ = 𝑚 ∶ 2𝑚 + 1 

∵ 𝐸𝑚𝑌𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //XY̅̅̅̅             ∴ 𝐸𝑚𝑌𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ XY̅̅̅̅ = 𝑚 + 1 ∶ 2𝑚 + 1 

故𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝑋𝑌̅̅ ̅̅ //𝐸𝑚𝑌𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    ∴ 𝑎△𝐸𝑚𝑌𝑚𝑏𝑚+1~ 𝑎△𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1𝑏𝑚+1(AA 相似) 

故𝑋𝑚+1𝑏𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝑏𝑚+1𝑌𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑚 ∶ 𝑚 + 1     𝑋𝑚+1𝑏𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝑋𝑚+1𝑌𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑚 ∶ 2𝑚 + 1 

同理得證： 

故𝑋𝑚𝑎𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝑎𝑚𝑎𝑚+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝑎𝑚+1𝑌𝑚+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑚 ∶ 1 ∶ 𝑚 

𝑋𝑚+1𝑏𝑚+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝑏𝑚+1𝑏𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝑏𝑚𝑌𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑚 ∶ 1 ∶ 𝑚     參閱圖(22) 

Xm Xm+1

YmYm+1

bm

bm+1am
am+1

b1

b2

b2m-1

b2m

...
...

a1
a2

a2m-1
a2m

...
...

m

:

1

:

m

m

:

1

:

m

 

圖(22) 
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𝑎□𝑎𝑛𝑏𝑛+1𝑏𝑛𝑎𝑛+1 =
1

2𝑚 + 1
×

1

2𝑚 + 1
𝑎□X𝑋2𝑛+1𝑌𝑌2𝑛+1 

= (
1

2𝑚 + 1
)

2

 𝑎□X𝑋2𝑛+1𝑌𝑌2𝑛+1 

從上述得知，四邊形𝑎𝑚𝑎𝑚+1𝑏𝑚𝑏𝑚+1的面積是四邊形 X𝑌2𝑚+1Y𝑋2𝑚+1面 

積的 (
1

2𝑚 + 1
)

2

，以此類推，任意四邊形每邊取 2m + 1 等分，並以縱切及 

橫切後，我們可以發現最中間之四邊形面積為全部面積的 (
1

2𝑚 + 1
)

2

。 

 

 

下一步，我們要繼續找出以偶數等分時，最中間面積與總面積之關係。

(二)偶數縱橫切等分點面積∶  

1.4×4 等分點的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊AE̅̅̅̅ 及𝐴5𝐸5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別取 4 等分點 B、C、D 及

B5、C5、𝐷5。另一雙對邊𝐴𝐴5
̅̅ ̅̅ ̅及𝐸𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅，分別取 4 等分點𝐴2、𝐴3、𝐴4及

𝐸2、𝐸3、𝐸4。此時四邊形最中間的面積為□𝐵2𝐵4𝐷4𝐷2由□𝐵2𝐵3𝐶2𝐶3、

□𝐵3𝐵4𝐶4𝐶3、□𝐶2𝐶3𝐷3𝐷2及𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3這四塊面績所組成，我們將討論最

中間面積□𝐵2𝐵4𝐷4𝐷2面積與□A𝐴5𝐸5E之關係，參閱圖(23)。 

A

A2

A3

A4

A5

E

E2

E3

E4

E5

C

C2

C3

C4

C5

D

D2

D3

D4

D5

B

B2

B3

B4

B5  

圖(23) 

 

從(式 4)得知，𝑎□𝐵𝐵5𝐷5𝐷是四邊形𝐴𝐴5𝐸5𝐸面積的
2

4
。 

定理三：以奇數𝟐𝐦 + 𝟏等分點做縱橫切割時，中間面積為全部面積的 (
𝟏

𝟐𝒎+𝟏
)

𝟐
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A

A2

A3

A4

A5

E

E2

E3

E4

E5

C

C2

C5

D

D2

B

B2

B4

B5

C3

C4

D3

D4

D5

B3

3 : 4

1

:

4

 

圖(24) 

由圖(24)可知∶ 

∵ D𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅//A𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅        所以D𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ A𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅=1∶4 

∵ 𝐴2𝐷5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//A𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅       所以𝐴2𝐷5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ A𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅=3∶5     故D𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅//A𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅//𝐴2𝐷5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

∵a△𝐴2𝐷5𝐷2~a△D𝐸2𝐷2(AA 相似) 

故D𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷2𝐷5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3          D𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ D𝐷5

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 4 

同理可知:  ∵a△𝐷5𝐸4𝐷4~a△𝐷4𝐷𝐴4(AA 相似) 

∴ 𝐷4𝐷5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ D𝐷4

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3      𝐷4𝐷5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ D𝐷5

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 4 

∵a△𝐴4𝐵5𝐵4~a△𝐵𝐵4𝐸4(AA 相似) 

∴ 𝐵4𝐵5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3      𝐵4𝐵5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐵5

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 4 

∵a△𝐵𝐴2𝐵2~a△𝐵2𝐵5𝐸2(AA 相似) 

∴ 𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3       𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵5

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 4 

故𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵4𝐵5
̅̅ ̅̅ ̅̅ =1 ∶ 2 ∶ 1   D𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷2𝐷4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐷4𝐷5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=1 ∶ 2 ∶ 1； 

參閱圖(25)。 
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圖(25) 

16



 

從(式 4)得知,四邊形𝐵2𝐵4𝐷4𝐷2的面積是四邊形B𝐵5𝐷5𝐷面積的
2

4
，也 

就是說四邊形𝐵2𝐵4𝐷4𝐷2的面積是四邊形𝐴A5𝐸5𝐸面積的
1

4
。由此得知任意四 

邊形每邊取四等分，並以縱切及橫切後，而最中間的面積共四塊，我們可 

以發現其四塊之四邊形面積為總面積的
2

4
×

2

4
=

1

4
。 

2.6×6 等分點的面積： 

  我們在凸四邊形的一雙對邊AG̅̅̅̅ 及𝐴7𝐺7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別取等分點 B、C、D、

E、F 及𝐵7、𝐶7、𝐷7、𝐸7、𝐹7。另一雙對邊𝐴𝐴7
̅̅ ̅̅ ̅及𝐺𝐺7

̅̅ ̅̅ ̅，分別取等分點

𝐴2、𝐴3、𝐴4、𝐴5、𝐴6及𝐺2、𝐺3、𝐺4、𝐺5、𝐺6。接下來要證明

□𝐶3𝐶5𝐸5𝐸3的面積與□A𝐴7𝐺7G之關係，參閱圖(26)。 
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圖(26) 

從(式 5)得知,𝑎□CC7E7E是四邊形A𝐴7𝐺7G面積的
2

6
 

A
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2

:
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4 : 6
  

圖(27) 

由圖(27)可知∶ 

∵ E𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅//A𝐺7

̅̅ ̅̅ ̅        ∴ E𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ A𝐺7

̅̅ ̅̅ ̅=2∶6 
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∵ 𝐴3𝐸7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//A𝐺7

̅̅ ̅̅ ̅       ∴ 𝐴3𝐸7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ A𝐺7

̅̅ ̅̅ ̅=4∶6 

故E𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅//A𝐺7

̅̅ ̅̅ ̅//𝐴3𝐸7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

∵ a△𝐴3𝐸7𝐸3~a△E𝐺3𝐸3(AA 相似) 

故E𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐸3𝐸7

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 ∶ 4          E𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ E𝐸7

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 6  

同理可知: 

∵a△E7G5E5~a△E5EA5(AA 相似) 

∴  𝐸5𝐸7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ E𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 4      𝐸5𝐸7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ E𝐸7

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 6 

∵a△𝐴5𝐶5𝐶7~a△𝐶𝐶5𝐺5(AA 相似) 

∴ 𝐶5𝐶7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐶5

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 4      𝐶5𝐶7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐶7

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 6 

∵a△𝐶𝐴3𝐶3~a△𝐶3𝐶7𝐺3(AA 相似) 

∴ 𝐶𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶3𝐶7

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 ∶ 4       𝐶𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶𝐶7

̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∶ 6 

故𝐶𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐶3𝐶5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶5𝐶7
̅̅ ̅̅ ̅̅ =2 ∶ 2 ∶ 2   E𝐸3

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐸3𝐸5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐸5𝐸7

̅̅ ̅̅ ̅̅ =2 ∶ 2 ∶ 2 

參閱圖(28) 
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圖(28) 

從(式 5)得知,四邊形𝐶3𝐶5𝐸5𝐸3的面積是四邊形𝐶𝐶7𝐸7𝐸面積的
2

6
，也就是 

說四邊形𝐶3𝐶5𝐸5𝐸3的面積是四邊形 AA7𝐺7𝐺面積的
1

9
。在偶數六等分時，此 

時四邊形共被切成 36 個區塊，而最中間的面積共四塊，而這四塊中間面積 

和為□AA7G7G 面積的
2

6
×

2

6
等於四邊形面積□AA7G7G 的

1

9
。 

3.以偶數 2n 等分點的面積： 

我們在凸四邊形的一雙對邊K𝐾2𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅及𝑆2𝑛𝑆̅̅ ̅̅ ̅̅ 分別取 2n(n 為自然數且 n≥ 2)

個等分點𝐾1、𝐾2、‧‧‧𝐾2𝑛−1及𝑆2𝑛+1、𝑆2𝑛、‧‧‧𝑆1。另一雙對邊𝐾𝑆2𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅及
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𝐾2𝑛𝑆̅̅ ̅̅ ̅̅ 分別取 2n 個等分點𝑄1、𝑄2、‧‧‧𝑄2𝑛−1及𝑃2𝑛−1、𝑃2𝑛−2、‧‧‧𝑃1。

接下來要證明□𝑎𝑛−1𝑏𝑛+1𝑏𝑛−1𝑎𝑛+1的面積與□𝐾𝐾2𝑛S𝑆2𝑛之關係 
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圖(29) 

由圖(29)可知∶ 

∵ 𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐾𝑆̅̅ ̅̅         ∴ 𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐾𝑆̅̅ ̅̅ =n−1 ∶2n 

∵ 𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //KS̅̅̅̅         ∴ 𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐾𝑆̅̅ ̅̅ =n+1∶2n 

故𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //KS̅̅̅̅ //𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

∵a△𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1𝑏𝑛+1~a△𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1𝑏𝑛+1(AA 相似) 

故𝐾𝑛+1𝑏𝑛+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝑏𝑛+1𝑆𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = n − 1: n + 1 

  𝐾𝑛+1𝑏𝑛+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐾𝑛+1𝑆𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑛 − 1 ∶ 2𝑛 

同理得證: 

𝐾𝑛−1𝑎𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝑎𝑛−1𝑎𝑛+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝑎𝑛+1𝑆𝑛+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = n − 1 ∶ 2 ∶ n − 1 

𝐾𝑛+1𝑏𝑛+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝑏𝑛+1𝑏𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝑏𝑛−1𝑆𝑛+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = n − 1 ∶ 2 ∶ n − 1 

參閱圖(30) 
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圖(30) 

𝑎□𝑎𝑛−1𝑏𝑛+1𝑏𝑛−1𝑎𝑛+1 =
2

2𝑛
×

2

2𝑛
𝑎□𝐾𝐾2𝑛S𝑆2𝑛 

= (
1

𝑛
)

2

𝑎□𝐾𝐾2𝑛S𝑆2𝑛 

從上述得知，四邊形𝑎𝑛−1𝑏𝑛+1𝑏𝑛−1𝑎𝑛+1的面積是四邊形𝐾𝐾2𝑛S𝑆2𝑛面積 

的 (
1

𝑛
)

2

，以此類推，任意四邊形每邊取 2n 等分，並以縱切及橫切後，我們 

可以發現最中間四片面積為全部面積的 (
1

𝑛
)

2

。 

 

 

伍、研究結果 

   一、在不規則凸四邊形中，隨意兩個對邊被奇數等分點(m≥ 1)縱切後，最中間那一塊 

區域的面積必為整個凸四邊形面積的
1

2𝑚 + 1
。 

二、在不規則凸四邊形中，隨意兩個對邊被偶數等分點 2n(n 為自然數且 n≥ 2)縱切後，

最中間那兩塊區域的面積必為整個凸四邊形面積的
1

𝑛
。 

三、在不規則凸四邊形中，當其中一組對邊被奇數等分點( m≥ 1)縱切後，另一組對邊

再以奇數等分點 m(m 為自然數)加以橫切，則最中間那一塊區域的面積 

定理四：以偶數𝟐𝒏等分點做縱橫切割時，中間面積為全部面積的 (
𝟏

𝒏
)

𝟐
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必為整個凸四邊形面積的 (
1

2𝑚 + 1
)

2

。 

 四、在不規則凸四邊形中，當其中一組對邊被偶數等分點 2n(n 為自然數且 n≥ 2)縱切

後，另一組對邊再以偶數等分點 2n(n 為自然數且 n≥ 2)加以橫切，則最中間那四塊區

域的面積必為整個凸四邊形面積的 (
1

𝑛
)

2

。 

 

陸、討論 

          我們想繼續討論在分割成數塊後，各塊面積之關係。經過各項驗證後，我們發

現各塊面積其實彼此不相等，但卻互有關聯，而且最中間面積與會與四個角落的面積

會互有關聯。奇數等分點縱切加以橫切時四個角落面積和再除以四會等於中間面積，

我們選擇以 5×5 做說明。偶數等分點縱切加以橫切，四個角落面和會與中間四塊面積

相等，我們選擇以 6×6 做說明。 

 

一、奇數縱橫切以 5×5： 

當凸四邊形被五等分，切成二十五塊後，中間□𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3面積會等於，左上

□𝐴𝐴2𝐵2𝐵面積加左下□𝐴5𝐴6𝐵6𝐵5面積加右上□𝐸𝐸2𝐹2𝐹面積加右下□𝐸5𝐸6𝐹6𝐹5面積

相加再除以 4，面積關係，參閱圖(31)。 
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圖(31) 

其推導證明如下，請參閱圖(32) 

依據之前推導可知： 
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𝑎□𝐵𝐵6𝐸6𝐸 =
3

4
×

4

5
𝑎□A𝐴6𝐹6𝐹 

=
3

5
𝑎□A𝐴6𝐹6𝐹 

由上述可知：中間三行□B𝐵6𝐸6𝐸為□A𝐴6𝐵6𝐵面積的
3

5
，而左行□ABB6𝐹6與右

行□𝐸𝐸6𝐹6F 之面積和為全部面積的
2

5
。 
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圖(32) 

又因為𝐸𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅//𝐴𝐹6

̅̅ ̅̅ ̅//𝐴2𝐸6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

所以 a△𝐸𝐸2𝐹2~a△𝐸2𝐸6𝐴2(AA 相似) 

故𝐸𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐸2𝐸6

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 ∶ 4        𝐸𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐸𝐸6

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 5 

同理可知: 

∵a△𝐸5𝐹5𝐸6~a△𝐸5𝐸𝐴5(AA 相似) 

∴ 𝐸5𝐸6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐸𝐸5

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 4     𝐸5𝐸6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐸𝐸6

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 5 

∵a△𝐴5𝐵5𝐵6~a△B𝐵5𝐹5(AA 相似) 

∴ 𝐵5𝐵6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵5

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 4      𝐵5𝐵6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵6

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 5 

∵a△B𝐴2𝐵2~a△𝐵2𝐹2𝐵6(AA 相似) 

 ∴ 𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵6

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 4      𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵6

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 5 

故𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵5𝐵6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =1∶ 3 ∶ 1,𝐸𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐸2𝐸5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐸5𝐸6

̅̅ ̅̅ ̅̅ =1∶ 3 ∶ 1 

，參閱圖(33)。 
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圖(33) 

 

因為𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵5𝐵6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 3 ∶ 1，及𝐸𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐸2𝐸5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐸5𝐸6

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 ∶ 3 ∶ 1，且

四邊形的四個邊長均以等分切割，請參閱圖(34)，四個角落與全部之面積關

係。 
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圖(34) 

同理得證: 𝑎□𝐴2𝐵2𝐵5𝐴5 =
4

5
×

3

4
𝑎□AB𝐵6𝐴6 

=
3

5
𝑎□AB𝐵6𝐴6; 

𝑎□𝐸2𝐹2𝐹5𝐸5 =
4

5
×

3

4
𝑎□𝐸𝐹𝐹6𝐸6 

=
3

5
𝑎□𝐸𝐹𝐹6𝐸6 

𝑎□A2B2B5A5 + 𝑎□E2F2F5E5 =  
3

5
𝑎□ABB6A6 +

3

5
𝑎□EFF6E6 

=
3

5
(𝑎□ABB6A6 + 𝑎□EFF6E6) 

=
3

5
×

2

5
𝑎□AA6F6F 

=
6

25
𝑎□AA6F6F 
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故𝑎□𝐴A2B2𝐵 + 𝑎□A5A6B6B5 + 𝑎□𝐸E2F2F + 𝑎□E5E6F6F5 

= 𝑎□AA6B6B + a□EE6F6F − (𝑎□A2A5B5B2 + 𝑎□E2E5F5F2) 

=
2

5
𝑎□AA6F6F－

6

25
𝑎□AA6F6F 

=
4

25
𝑎□AA6F6F 

故四個角落面積和為□A𝐴6F6𝐹面積的
4

25
，又因為□𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3的面積 

是四邊形 A𝐴6F6𝐹面積的
1

25
，故中間𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3面積為與四個角落面積和之 

1

4
。 

 

二、偶數縱橫切 6×6：當凸四邊形被六等分，切成三十六塊後。而最中間這四塊面積

□𝐶3𝐶5𝐸5𝐸3正好會等於左上□𝐴𝐴2𝐵2𝐵加左下□𝐴6𝐴7𝐵7𝐵6加右下

□𝐹6𝐹7𝐺7𝐺6再加上右上□𝐹𝐹2𝐺2G之面積和。面積關係 

，參閱圖(35) 
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圖(35) 

其推導證明如下，請參閱圖(36)。 

如前述所推導：𝑎□𝐵𝐵7𝐹7𝐹 =
4

5
×

5

6
𝑎□𝐴A7𝐺7𝐺 

=
4

6
𝑎□𝐴𝐴7𝐺7𝐺 

由上述可知：中間四行□𝐵𝐵7𝐹7𝐹的面積為□𝐴A7G7G 的
4

6
，則左行□AB𝐵7𝐴7

面積與右行□FG𝐺7𝐹7之面積和為□𝐴A7G7G 的
2

6
。 
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圖(36) 

   又∵ FG2
̅̅ ̅̅ ̅//AG7

̅̅ ̅̅ ̅//𝐴2F7
̅̅ ̅̅ ̅̅  

  ∴a△𝐹𝐹2𝐺2~a△𝐴2𝐹2𝐹7(AA 相似) 

故FF2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐹2𝐹7

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 ∶ 5        𝐹𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐹𝐹7

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 6 

同理可知: 

∵a△𝐹6𝐺6𝐹7~a△𝐹6𝐹𝐴6(AA 相似) 

∴ 𝐹6𝐹7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐹𝐹6

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 5     𝐹6𝐹7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐹𝐹7

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 6 

∵a△𝐴6𝐵6𝐵7~a△𝐵6𝐵𝐺6(AA 相似) 

∴ 𝐵6𝐵7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵6

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 5    𝐵6𝐵7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵7

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 6 

∵a△𝐵𝐴2𝐵2~a△𝐵2𝐺2𝐵7(AA 相似) 

∴ 𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵7

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 5      𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝐵7

̅̅ ̅̅ ̅ = 1 ∶ 6 

故𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵6

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵6𝐵7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =1∶ 4 ∶ 1,𝐹𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐹2𝐹6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐹6𝐹7

̅̅ ̅̅ ̅̅ =1∶ 4 ∶ 1 

，參閱圖(37)。 
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圖(37) 

 

因為𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵2𝐵6

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵6𝐵7
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =1∶ 4 ∶ 1，及𝐹𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐹2𝐹6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐹6𝐹7

̅̅ ̅̅ ̅̅ =1∶ 4 ∶ 1， 

且四邊形的四個邊長均成等比例，我們要討論四個角落與全部之面積關係，

請參閱圖(38)。 
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圖(38) 

同理得證：𝑎□𝐴2𝐵2𝐵6𝐴6 =
5

6
×

4

5
𝑎□𝐴𝐵B7A7 

=
4

6
𝑎□𝐴𝐵𝐵7𝐴7 

𝑎□F2G2G6F6 =
5

6
×

4

5
𝑎□FGG7F7 

=
4

6
𝑎□FGG7F7 

故□𝐴2𝐵2𝐵6𝐴6加□𝐹2𝐺2𝐺6𝐹6之面積為左行□AB𝐵7𝐴7與右行□FG𝐺7𝐹7之  

面積和的
4

6
，即為凸四邊形𝐴𝐴7𝐺7𝐺

2

6
×

4

6
。 

𝑎□𝐴2𝐵2𝐵6𝐴6 + 𝑎□𝐹2𝐺2𝐺6𝐹6 =
2

6
×

4

6
𝑎□AA6F6F 

=
8

36
a□A𝐴6𝐺7𝐺 

a□AB𝐵2𝐴2+a□𝐴6𝐵6𝐵7𝐴7 + 𝑎□FG𝐺2𝐹2 + 𝑎□𝐹6𝐺6𝐺7𝐹7 

=a□AB𝐵7𝐴7 + 𝑎□FG𝐺7𝐹7 − (𝑎□𝐴2𝐵2𝐵6𝐴6 + 𝑎□𝐹2𝐺2𝐺6𝐹6) 

=
2

6
𝑎□A𝐴7𝐺7𝐺 −

8

36
a□A𝐴7𝐺7𝐺 

=
4

36
a□AA7G7G。 

故四個角落面積為□AA7G7G 面積的
4

36
。 

當四邊形共被切成 36 個區塊，最中間這四片之總面積□A𝐴7𝐺7G面積的 

2

6
×

2

6
，等於四邊形面積A𝐴7𝐺7G 的

1

9
，又四個角落面積和為也是 

4

36
a□A𝐴7𝐺7𝐺。故四個角落之面積和為與中間四塊之面積和相等。 
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由此可推知，也就是奇數等分點後，斜對角四塊的面積相加後，正好

會等於中間面積的四倍，而以偶數等分點對角相加面積和會等於最中間那

四塊的面積和。故四個角落的面積均亦與中間有絕對關係。 

柒、結論 

在之前研究結果中我們發現最中間之面積與全部面積之關係，而之後的討論

中我們又進一步發現在角落四塊面積與中間面積之的關聯。這次科展中我們從最簡單

面積之切割開始探討，進一步到對切，再進一步找出四個角落塊面積竟與中間面積是

彼此之間的關聯性就是以中間面積為出發點。這個發展始自於我們推論時遇到瓶頸，

才發展出這個不可預知之結果。這次科展對於我們往後做研究最大幫是在於遇到困難

時，能找出問題點所在，並加以突破困境這個歷程正是做這次科展最有趣之處。 

 

捌、參考資料及其他 

1、數學傳播季刊第 31 卷第 1 期 P41~P45,《凸四邊形的三等點問題》李彥廷 

2、康軒文教：國中數學課本第四冊及第 5 冊第 1 章相似形定及第三章何與證明  

3、第 55 屆科中小學科展作品 ：k 等分凸多邊形面積之實例說明及推論。 
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作品海報 

【評語】030410  

探討連接四邊形兩組對邊的 n等分點，分割原四邊形為 n^2個

小四邊形，中間區域的面積與原四邊形面積的比值問題。研究輪廓

清晰，說理清楚而有條理，值得稱許。但並沒有用到很艱深的數學

原理，且內容稍嫌單薄了些。在歷屆全國科展中（高中組）已經有

相關的更深入的研究，作者可再查閱。 

F:\中小科展_57屆\排版\030410-評語 
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1 1

:

:

:

從(式1)得知，□𝐵𝐵4𝐶4𝐶的面積是全部

面積的
1

3
。

由右圖可知
∵ 𝐶𝐷2//𝐴𝐷4
∴ 𝐶𝐷2 ∶ 𝐴𝐷4 = 1 ∶ 3
∵ 𝐴2𝐶4//𝐴𝐷4
∴ 𝐴2𝐶4 ∶ 𝐴𝐷4 = 2 ∶ 3
故 𝐶𝐷2//𝐴𝐷4//𝐴2𝐶4
∴△ 𝐴2𝐶4𝐶2~ △ 𝐶𝐷2𝐶2(𝐴𝐴相似)

同理可知:
𝐶𝐶2 ∶ 𝐶2𝐶3 ∶ 𝐶3𝐶4 = 1 ∶ 1 ∶ 1
𝐵𝐵2 ∶ 𝐵2𝐵3 ∶ 𝐵3𝐵4 = 1 ∶ 1 ∶ 1

參閱右圖

從(式1)得知，□𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2的面積是

□𝐵𝐵4𝐶4𝐶面積的
1

3
，所以□𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2的面積是

全部面積的
1

9
。

我們在凸四邊形的
一雙對邊𝐴𝐷及𝐴4𝐷4
和另一雙對邊𝐴𝐴4及
𝐷𝐷4 分別取 3等分點，
如右圖所示。

三等分點
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在四邊形的對
邊𝐴𝐹及𝐴6𝐹6和
另一雙對邊𝐴𝐴6
及𝐹𝐹6，分別取
5等分點，如右
圖所示。

從(式2)得知，□𝐶𝐶6𝐷6𝐷的面積是全部面積

的
1

5
。

由右圖可知∶
∵ 𝐷𝐹3//𝐴𝐹6
∴ 𝐷𝐹3 ∶ 𝐴𝐹6 = 2 ∶ 5
∵ 𝐴3𝐷6//𝐴𝐹6
∴ 𝐴3D6 ∶ 𝐴𝐹6 = 3 ∶ 5
故𝐷𝐹3//𝐴𝐹6//𝐴3𝐷6
∴△ 𝐷𝐹3𝐷3~ △ 𝐷3𝐷6𝐴3(𝐴𝐴相似)

同理可知:
𝐷𝐷3 ∶ 𝐷3𝐷4 ∶ 𝐷4𝐷6 = 2 ∶ 1 ∶ 2
𝐶𝐶3 ∶ 𝐶3𝐶4 ∶ 𝐶4𝐶6 = 2 ∶ 1 ∶ 2

參閱右圖

從(式2)得知，□𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3的面積是□𝐶𝐶6𝐷6𝐷

面積的
1

5
，所以□𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3的面積是全部面

積的
1

25
。

五等分點
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3 : 4

1

:

4
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D5
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B4

B5

B3

1

2

1
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:

1

2

1

:
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在凸四邊形的一雙
對邊𝐴𝐸及𝐴5𝐸5及
另一雙對邊𝐴𝐴5及
𝐸𝐸5，分別取4等分
點。如右圖所示。

從(式4)得知，□𝐵𝐵5𝐷5𝐷的面積是全部面積

的
2

4
。

由右圖可知∶
∵ 𝐷𝐸2//𝐴𝐸5
∴ 𝐷𝐸2 ∶ 𝐴𝐸5 = 1 ∶ 4
∵ 𝐴2𝐷5//𝐴𝐸5
∴ 𝐴2𝐷5 ∶ 𝐴𝐸5 = 3: 5
故𝐷𝐸2//𝐴𝐸5//𝐴2𝐷5
∴ 𝑎 △ 𝐴2𝐷5𝐷2~ 𝑎 △ 𝐷𝐸2𝐷2(𝐴𝐴相似)

同理可知:
𝐵𝐵2 ∶ 𝐵2𝐵4 ∶ 𝐵4𝐵5 = 1 ∶ 2 ∶ 1
𝐷𝐷2 ∶ 𝐷2𝐷4 ∶ 𝐷4𝐷5 = 1 ∶ 2 ∶ 1
參閱右圖

從(式4)得知,

□ 𝐵2𝐵4𝐷4𝐷2的面積是□ 𝐵𝐵5𝐷5𝐷面積的
2

4
，

所以□ 𝐵2𝐵4𝐷4𝐷2的面積是

全部面積的(
2

4
)2。

四等分點
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:

6

4 : 6
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在凸四邊形的一
雙對邊𝐴𝐺及
𝐴7𝐺7及另一雙對
邊𝐴𝐴7及𝐺𝐺7，
分別取6等分點。
如右圖所示。

從(式5)得知，□𝐶𝐶7𝐸7𝐸的面積是

全部面積的
2

6
。

由右圖可知∶
∵ 𝐸𝐺3//𝐴𝐺7
∴ 𝐸𝐺3 ∶ 𝐴𝐺7 = 2 ∶ 6
∵ 𝐴3𝐸7//𝐴𝐺7
∴ 𝐴3𝐸7 ∶ A𝐺7 = 4 ∶ 6
故𝐸𝐺3//𝐴𝐺7//𝐴3𝐸7
∴ 𝑎 △ 𝐴3𝐸7𝐸3~ 𝑎 △ 𝐸𝐺3𝐸3(𝐴𝐴相似)
同理可知:
𝐶𝐶3 ∶ 𝐶3𝐶5 ∶ 𝐶5𝐶7 = 2 ∶ 2 ∶ 2
𝐸𝐸3 ∶ 𝐸3𝐸5 ∶ 𝐸5𝐸7 = 2 ∶ 2 ∶ 2
參閱右圖

從(式5)得知,

□ 𝐶3𝐶5𝐸5𝐸3的面積是□ 𝐶𝐶7𝐸7𝐸面積的
2

6
，

所以□ 𝐶3𝐶5𝐸5𝐸3的面積是

全部面積的(
2

6
)2。

六等分點 2n等分點

奇數縱橫切等分點面積之結論
任意四邊形每邊以相同奇數等分，並加以縱切及橫切後得知，最
中間面積與全部面積的關係如下:

1、每邊三等分時，最中間的面積為總面積的
1

9
；

2、每邊五等分時，最中間的面積為總面積的
1

25
；

3、每邊2𝑚 + 1等分點時，最中間的面積為總面積的
1

2𝑚+1

2
，

(𝑚 ≥ 1；𝑚為自然數)。

偶數縱橫切等分點面積之結論
任意四邊形每邊以相同偶數等分，並加以縱切及橫切後得知
，最中間面積與全部面積的關係如下:

1、每邊四等分時，最中間的面積為總面積的(
2

4
)2；

2、每邊六等分時，最中間的面積為總面積的(
2

6
)2；

3、每邊2𝑛等分點時，最中間的面積為總面積的
2

2𝑛

2
，

(𝑛 ≥ 2；n為自然數)。

在凸四邊形的一
雙對邊𝑋𝑋2𝑚+1

及𝑌2𝑚+1𝑌和另一
雙對邊𝑋𝑌2𝑚+1

及𝑋2𝑚+1𝑌，分
別取2𝑚 + 1
等分點，如
右圖所示。
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∵ 𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1//𝑋𝑌
∴ 𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1 ∶ 𝑋𝑌 = 𝑚 ∶ 2𝑚 + 1
∵ 𝐸𝑚𝑌𝑚//𝑋𝑌
∴ 𝐸𝑚𝑌𝑚 ∶ 𝑋𝑌 = 𝑚 + 1 ∶ 2𝑚 + 1
故𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1//𝑋𝑌//𝐸𝑚𝑌𝑚
∴△ 𝐸𝑚𝑌𝑚𝑏𝑚+1~ △ 𝑋𝑚+1𝐹𝑚+1𝑏𝑚+1(𝐴𝐴相似)
故𝑋𝑚+1𝑏𝑚+1 ∶ 𝑏𝑚+1𝑌𝑚 = 𝑚 ∶ 𝑚 + 1
𝑋𝑚+1𝑏𝑚+1 ∶ 𝑋𝑚+1𝑌𝑚 = 𝑚 ∶ 2𝑚 + 1
同理可知：
𝑋𝑚𝑎𝑚 ∶ 𝑎𝑚𝑎𝑚+1 ∶ 𝑎𝑚+1𝑌𝑚+1 = 𝑚 ∶ 1 ∶ 𝑚
𝑋𝑚+1𝑏𝑚+1 ∶ 𝑏𝑚+1𝑏𝑚 ∶ 𝑏𝑚𝑌𝑚 = 𝑚 ∶ 1 ∶ 𝑚 參閱下圖

從上述得知，
□𝑎𝑚𝑎𝑚+1𝑏𝑚𝑏𝑚+1的面積
是□𝑋𝑌2𝑚+1𝑌𝑋2𝑚+1面積

的
1

2𝑚+1

2
。
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a2m-1
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1
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m

m

:

1

:

m

在凸四邊形的一雙
對邊𝐾𝐾2𝑛及𝑆2𝑛𝑆和
另一雙對邊𝐾𝑆2𝑛
及𝐾2𝑛𝑆分別取2𝑛
個等分點，如右
圖所示。

定理三：以奇數𝟐𝒎+ 𝟏
等分點做縱橫切割時，中
間面積為全部面積的

𝟏

𝟐𝒎+𝟏

𝟐

定理四：以偶數𝟐𝒏等分
點做縱橫切割時，中間

面積為全部面積的
𝟏

𝒏

𝟐

∵ 𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1//𝐾𝑆
∴ 𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1 ∶ 𝐾𝑆 = 𝑛 − 1: 2𝑛
∵ 𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1//KS
∴ 𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1 ∶ 𝐾𝑆 = 𝑛 + 1:2n

故𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1//KS//𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1
∵△ 𝑄𝑛−1𝑆𝑛−1𝑏𝑛+1~ △ 𝐾𝑛+1𝑃𝑛+1𝑏𝑛+1(𝐴𝐴相似)

故𝐾𝑛+1𝑏𝑛+1: 𝑏𝑛+1𝑆𝑛−1 = n − 1: n + 1
𝐾𝑛+1𝑏𝑛+1 ∶ 𝐾𝑛+1𝑆𝑛−1 = 𝑛 − 1 ∶ 2𝑛

同理可知:
𝐾𝑛−1𝑎𝑛−1 ∶ 𝑎𝑛−1𝑎𝑛+1 ∶ 𝑎𝑛+1𝑆𝑛+1 = n − 1 ∶ 2 ∶ n − 1
𝐾𝑛+1𝑏𝑛+1 ∶ 𝑏𝑛+1𝑏𝑛−1 ∶ 𝑏𝑛−1𝑆𝑛+1 = n − 1 ∶ 2 ∶ n − 1
參閱下圖

從上述得知，
□𝑎𝑛−1𝑏𝑛+1𝑏𝑛−1𝑎𝑛+1的面積

是□ 𝐾𝐾2𝑛S𝑆2𝑛面積的
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:

:
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:

2𝑚 + 1等分點

以此推論，我們可以發現，只要以奇數等分點2𝑚 + 1

做切割時，中間面積必為全部的
1

2𝑚+1

2
。

以此推論，我們可以發現，只要以偶數等分點

2𝑛做切割時，中間面積必為全部的
2

2𝑛

2
。



在前面我們討論完各塊面積與全部面積之關係後，我們想繼續討論將四邊形
的對邊分割成固定比例𝑎: 𝑏: 𝑐，中間面積與全部面積的關係。

6×6
1.中間四行□𝐵𝐵7𝐹7𝐹為

全部面積的的
4

6
，而左右兩行

□𝐴𝐵𝐵7𝐴7與右行□𝐹𝐺𝐺7𝐹7之

面積和為全部面積的
2

6
。

(參閱圖36）
2. 𝐵𝐵2 ∶ 𝐵2𝐵6 ∶ 𝐵6𝐵7 =1∶ 4 ∶ 1，

𝐹𝐹2 ∶ 𝐹2𝐹6 ∶ 𝐹6𝐹7 =1∶ 4 ∶ 1。
(參閱圖37)

3.從前述得知𝑎□𝐶3𝐶5𝐸5𝐸3為

全部面積的
1

36

4.引前述第1點、第2點。參閱圖(38)

𝑎□𝐴2𝐵2𝐵6𝐴6 =
5

6
×

4

5
𝑎𝐴𝐵𝐵7

=
4

6
𝑎□𝐴𝐵𝐵7𝐴7

𝑎□𝐹2𝐺2𝐺6𝐹6 =
5

6
×

4

5
𝑎□𝐹𝐺𝐺7𝐹7

=
4

6
𝑎□𝐹𝐺𝐺7𝐹7

4

6
𝑎□𝐴𝐵𝐵7𝐴7 +

4

6
𝑎□𝐹𝐺𝐺7𝐹7

=
4

6
(𝑎□𝐴𝐵𝐵7𝐴7 + 𝑎□𝐹𝐺𝐺7𝐹7)

=
2

6
×

4

6
𝑎□𝐴𝐴6𝐹6𝐹=

8

36
𝑎□𝐴𝐴7𝐺7𝐺

𝑎□𝐴𝐵𝐵2𝐴2 + 𝑎□𝐴6𝐵6𝐵7𝐴7 + 𝑎□𝐹𝐺𝐺2𝐹2 + 𝑎□𝐹6𝐺6𝐺7𝐹7
=

2

6
𝑎□𝐴𝐴7𝐺7𝐺 −

8

36
𝑎□𝐴𝐴7𝐺7𝐺=

4

36
𝑎□𝐴𝐴7𝐺7𝐺。



參考資料：（一）數學傳播季刊 第31卷第1期P41~P45 ，《凸四邊形的三等點問題》李彥廷
（二）康軒文教：國中數學課本第四冊及第5冊第1章相似形定及第三章何與證明
(三)第55屆科中小學科展作品：k等分凸多邊形面積之實例說明及推論

5×5:

1.中間三行□𝐵𝐵6𝐸6𝐸面積為

全部面積的
3

5
，而左右兩行

□𝐴𝐵𝐵6𝐴6與□𝐸𝐸6𝐹6𝐹之面積

為全部面積的
2

5
。 (參閱圖32）

2.𝐵𝐵2 ∶ 𝐵2𝐵5 ∶ 𝐵5𝐵6 = 1 ∶ 3 ∶ 1，
𝐸𝐸2 ∶ 𝐸2𝐸5 ∶ 𝐸5𝐸6 = 1∶ 3 ∶ 1。
(參閱圖33）

3.從前述得知𝑎□𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3為

全部面積的
1

25

4、引前述第1點、第2點。(參閱圖34 )

𝑎□𝐴2𝐵2𝐵5𝐴5 =
4

5
×

3

4
𝑎□𝐴𝐵𝐵6𝐴6

=
3

5
𝑎□𝐴𝐵𝐵6𝐴6

𝑎□𝐸2𝐹2𝐹5𝐸5 =
4

5
×

3

4
𝑎𝐸𝐹𝐹6𝐸6

=
3

5
𝑎□𝐸𝐹𝐹6𝐸6

3

5
𝑎□𝐴𝐵𝐵6𝐴6 +

3

5
𝑎□𝐸𝐹𝐹6𝐸6

=
3

5
(𝑎□𝐴𝐵𝐵6𝐴6 + 𝑎□𝐸𝐹𝐹6𝐸6)

=
3

5
×

2

5
𝑎□𝐴𝐴6𝐹6𝐹 =

6

25
𝑎□𝐴𝐴6𝐹6𝐹

𝑎□𝐴𝐵𝐵2𝐴2 + 𝑎□𝐴5𝐵5𝐵6𝐴6 + 𝑎□𝐸𝐹𝐹2𝐸2 + 𝑎□𝐸5𝐹5𝐹6𝐸6

=
2

5
𝑎□𝐴𝐴6𝐹6𝐹－

6

25
𝑎□𝐴𝐴6𝐹6𝐹 =

4

25
𝑎□𝐴𝐴6𝐹6𝐹

一、在不規則凸四邊形中，隨意兩個對邊被奇數等分點2𝑚 +1(𝑚為自然數)縱切後，最中間那一塊

區域的面積必為整個凸四邊形面積的
1

2𝑚+1
。

二、在不規則凸四邊形中，隨意兩個對邊被偶數等分點2𝑛(𝑛為自然數且𝑛 ≥ 2)縱切後，最中間那兩塊區域的

面積必為整個凸四邊形面積的
2

2𝑛
(即

1

𝑛
)。

三、在不規則凸四邊形中，當其中一組對邊被奇數等分點2𝑚+1 (𝑚為自然數)縱切後，另一組對邊再以奇數等

分2𝑚 + 1(𝑚為自然數)加以橫切，則最中間那一塊區域的面積必為整個凸四邊形面積的
1

2𝑚+1

2
。

四、在不規則凸四邊形中，當其中一組對邊被偶數等分點2𝑛(n為自然數且𝑛 ≥ 2)縱切後，另一組對邊再以偶

數等分點2𝑛(𝑛為自然數)加以橫切，則最中間那四塊區域的面積必為整個凸四邊形面積的
2

2𝑛

2
(即

1

𝑛

2
)°
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圖(34)

在前面我們討論完中間面積與全部面積之關係後，我們想繼續討論在分割成數塊後，各塊面積之關係。

經過各項驗證後，我們發現各塊面積其實彼此不相等，但卻互有關聯，而且最中間面積與會與四個角落

的面積會互有關聯。奇數等分點縱切加以橫切時四個角落面積和再除以四會等於中間面積，我們選擇以

5×5做說明。偶數等分點縱切加以橫切，四個角落面積和會與中間四塊面積相等，我們選擇以6×6做說明。
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討論與應用(2)

我們要討論，如果改以固定比例𝑎: 𝑏: 𝑐縱切切割時，中間面積

與全部面積的關係，如圖(39)所示。

𝑎□𝐸𝐹𝐻𝐺與全部面積𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷的關係推導如下:
∵ 𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 + 𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷

𝑎 △ 𝐴𝐺𝐶 =
𝑎+𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶，𝑎 △ 𝐴𝐹𝐶 =

𝑎+𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷

∴ 𝑎□AFCG=
𝑎+𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎 △ 𝐴𝐵𝐶 +

𝑎+𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎 △ 𝐴𝐶𝐷

=
𝑎+𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷

∵ 𝑎□𝐴𝐹𝐶𝐺 = 𝑎 △ 𝐴𝐹𝐺 + 𝑎 △ 𝐺𝐶𝐹
𝑎□𝐸𝐹𝐻𝐺 = 𝑎 △ 𝐸𝐹𝐺 + 𝑎 △ 𝐹𝐺𝐻

𝑎 △ 𝐸𝐹𝐺 =
b

𝑎+b
𝑎 △ 𝐴𝐹𝐺

𝑎 △ 𝐹𝐺𝐻 =
b

𝑎+b
𝑎 △ 𝐺𝐶𝐹

∴ 𝑎□𝐸𝐹𝐻𝐺 =
𝑏

𝑎+𝑏
𝑎 △ 𝐴𝐹𝐺 +

𝑏

𝑎+𝑏
𝑎 △ 𝐺𝐶𝐹

𝑎□𝐸𝐹𝐻𝐺 =
𝑏

𝑎+𝑏
𝑎□𝐴𝐹𝐶𝐺 =

𝑏

𝑎+𝑏
×

𝑎+𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷

=
𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎□𝐴𝐵𝐶𝐷

我們要討論，如果改以固定比例𝑎: 𝑏: 𝑐縱橫切切割時，中間面積與全部面

積的關係，如圖(40)所示。
𝑎□𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2與全部面積𝑎□𝐴𝐷𝐷4𝐴4的關係推導如下:

∵ 𝐶𝐷2//𝐴𝐷4 ∴ 𝐶𝐷2 ∶ 𝐴𝐷4 = 𝑐 ∶ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

∵ 𝐴2𝐶4//𝐴𝐷4 ∴ 𝐴2𝐶4 ∶ 𝐴𝐷4 = 𝑏 + 𝑐 ∶ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

故𝐶𝐷2//𝐴𝐷4//𝐴2𝐶4

∵△ 𝐴2𝐶4𝐶2~△ 𝐶𝐷2𝐶2(𝐴𝐴相似)

故𝐶𝐶2 ∶ 𝐶2𝐶4 = 𝑐 ∶ 𝑎 + 𝑏，𝐶𝐶2 ∶ 𝐶𝐶4 = 𝑐 ∶ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝐶2𝐷2 ∶ 𝐴2𝐶2 = 𝑐 ∶ 𝑎 + 𝑏，𝐶2𝐷2 ∶ 𝐴2𝐷2 = 𝑐 ∶ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

同理可知:

∵△ 𝐵𝐴2𝐵2~△ 𝐵2𝐵4𝐷2(𝐴𝐴相似)、

△ 𝐴3𝐵4𝐵3~△ 𝐵𝐵3𝐷3(𝐴𝐴相似)、△ 𝐶4𝐷3𝐶3~△ 𝐶3𝐶𝐴3(𝐴𝐴相似)

故𝐶𝐶2 ∶ 𝐶2𝐶3 ∶ 𝐶3𝐶4 = 𝑐 ∶ 𝑏 ∶ 𝑎、𝐴3𝐵3 ∶ 𝐵3𝐶3 ∶ 𝐶3𝐷3 = 𝑐 ∶ 𝑏 ∶ 𝑎、

𝐴2𝐵2 ∶ 𝐵2𝐶2 ∶ 𝐶2𝐷2 = 𝑎 ∶ b ∶ c、𝐵𝐵2 ∶ 𝐵2𝐵3 ∶ 𝐵3𝐵4 = 𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐

𝑎□𝐵𝐶𝐶4𝐵4 =
𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎□𝐴𝐷𝐷4𝐴4

由(式5)可知𝑎□𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2為
𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎□𝐵𝐶𝐶4𝐵4，

∴ 𝑎□𝐵2𝐵3𝐶3𝐶2為
𝑏

𝑎+𝑏+𝑐

2
𝑎□𝐴𝐷𝐷4𝐴4(參閱圖41)
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故中間□𝐸𝐹𝐻𝐺的面積為□𝐴𝐵𝐶𝐷面積的
𝑏

𝑎+𝑏+𝑐

我們這次做的研究，主要是對四邊形面積的切割做了一個完整的討論，可以應用在各種
耗材的切割上，例如:醫學的用品，或是機械材料的切割，可以減少損料、降低成本，甚至可以應用

在土地的切割，讓我們可以跳過那些瑣碎的計算過程，直接用我們的公式切割出我們想要的面積，而我們的公式
當然不是憑空出現的:我們先找出縱切後面積的關聯性，接著再用相似三角形和前面縱切後得到的公式來算出縱橫
切後面積的關係，之後的討論我們還發現在角落四塊面積與中間面積的關聯及對邊固定比例縱切及縱橫切之後，
中間面積與全部面積的關係。

固定比例縱切: 固定比例縱橫切:
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四塊藍色角落面積為全部面積
4

36
如右圖 。當四邊形被分割

成36個區塊，最中間四塊之

面積為全部面積的
4

36
，而四個

角落之面積和為與中間四塊之
面積和相等。

四塊藍色角落面積和為全

部面積的
4

25
(如右圖)，因

為𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3的面積是四

邊形𝐴𝐴6𝐹6𝐹面積的
1

25
，

故中間𝐶3𝐶4𝐷4𝐷3面積為

與四個角落面積和之
1

4
。
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