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摘  要 

等冪和是個古老、留有許多未解的迷人問題，過去多數使用多項式對稱、組合公式、複

雜的代數方法、或以電腦輔助搜尋，求取較高冪次的理想解。本研究採用初級的數學理論、

方法和公式，應用基本的集合性質、二項式公式、數學歸納法，成功獲取一系列等冪和的理

想解，並證明其解的存在。研究從基本的二元集開始，探討等冪和理想解存在時的特性，然

後導入定理 3.1 的方法建構、或運用推論 5.1 的方法倍數擴增，必可找到高一冪次或倍數冪

次方和的解或理想解，並延伸到實數的等冪和問題求解。本研究也成功找到一系列奇數和偶

數次、或無理數的等冪和理想解。研究結果預期可被應用至軟體的加密技術和相關應用，並

且值得進一步探討質數的高冪次等冪和問題。 

壹、研究動機 

    在「乘法公式與多項式」單元，練習到一題數學題：「兩不相交的非空子集 、 、| | = | |，

使得∑ ∈ = ∑ ∈ 且∑ ∈ = ∑ ∈ 」。在嘗試解答後發現，此問題的解有很多奇妙的特

性和美麗的數學關係。 

    初步搜尋網路的探討資料後得知，此問題二元集滿足其中三冪次和相等的最小正整數，

正是 18 世紀初著名的計程車號碼 1729，又稱為哈迪–拉馬努吉數 (Hardy–Ramanujan 

number)，是以兩種不同方式表示為兩個立方體之和的數字，亦即 + = + =

。在維基百科中說明的資料顯示，此問題出現自 18 世紀中 Christian Goldbach 和

Leonhard Euler 的信件、經過 19 世紀中 Eugène Prouhet 的研究、和 20 世紀初 Gaston Tarry 

和 Escott 等人的研究，已被普遍化成為著名的 Prouhet-Tarry-Escott (PTE)問題。 

    PTE 問題的理想解，在於尋找兩不相交的 元非空集合 、 、| | = | |，對 = , , , … , 、

< 、 ∈ ，滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 。此問題，又被稱為等冪和問題，雖然很古老，但仍

然留下許多尚待解決的問題，直至近年仍有許多人在持續地研究其整數解，有些人稱之為丟

番圖方程(Diophantine Equation)問題(Ajai Choudhry [3])；資料中，有些等冪和的通解是利用

多項式設多個參數代入並解方程式，過程計算煩雜(Ajai Choudhry [1])，並且尚有許多未解出

的部份。 
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    在電腦科技發達以後，不少研究者借助電腦程式的幫助(陳漱文[2])，使用電腦搜索求解，

但許多都僅公布數值的正整數解，且未公布詳細的研究方法；而使用複雜代數的運算方式探

討者，則主要關注在整數解的探討。綜合言之，過去多數使用多項式對稱、組合公式、複雜

的代數方法、或以電腦輔助搜尋，求取較高冪次的理想解，且僅侷限於有限數量的參數或數

值的理想解求解方案。 

    因此，相對於前人的探討，本研究擬採用初級的數學理論、方法和公式，應用基本的集

合性質、二項式公式、數學歸納法，探討等冪和理想解的求解問題與解存在的證明；並且，

擬進一步延伸到探討求取一系列有理數或無理數等冪和問題理想解的方法，從而擴展到實數

的等冪和問題研究。 

研究展開時，首先針對以下問題探討：對於給定長度相等的兩條線段(這裡，限制線段的

長度是正實數)，是否能輕易地找到一個方法，將其各分割為  ( ∈ )，且 ≥ 條子線段，

滿足 

1. 條子線段的長度均互不相等。 

2. 第一條和第二條線段的 條子線段長度的冪次方 、 ∈ 的和均相等。 

在這裡，滿足條件 1 和條件 2 的線段分割方式，稱為： 冪次方和相等的線段完美分割。 

數學建模 

設 , , … ,  ( ∈ )和 , , … ,  ( ∈ )分別代表第一條和第二條線段的  ( ≥

, ∈ )條子線段長度，並以 元正實數集合 = { , , … , }和 = { , , … , }表示，

滿足 

1. ≠ , ≠ ，當 ≠ ，且 ∩ = ∅。 

2. ∑ = ∑ 、 ∈ 。 

類似對哈迪–拉馬努吉數的拆解，本研究擬從二元正整數集合 = { , }、 = { , }、

∑ = ∑ 、 = 或 的平方和(面積)和立方和(體積)相等的測試實驗中開始，並經過

分析與歸納後，發現它們存在一些有趣的現象以及關係，因此擬定了以下的研究目的。 

貳、研究目的 

    本研究探尋建構一個簡易的方式，求解前述對於兩 元正實數非空集合 和 、 ∩
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= ∅之冪次方和均相等的線段完美分割問題，並依序探討以下問題： 

1. 於滿足條件∑ = ∑ 時， 和 有何特殊關係存在? 

2. 於滿足條件∑ = ∑ 時， 和 有何特殊關係存在? 

3. 於滿足條件對 = , , ⋯ , ，∑ = ∑ 成立， 和 有何特殊關係存在? 

4. 於滿足條件對 = , , ⋯ , ，∑ = ∑ 成立， 和 是否存在其他更為簡便的

建構求解方式? 建構方式是否適用有理數及無理數? 

5. 於滿足條件對 = , , ⋯ , + 或對 = , , ⋯ , ，∑ = ∑ 成立， 和 是

否存在其他更為簡便的建構求解方式? 

參、研究設備及器材 

紙、筆、工程用計算機、筆記型電腦。 

肆、 研究過程或方法 

一、名詞及符號定義： 

(一) ：自然數。 

(二) ：實數； ：正實數。 

(三) ： 元正實數集合 = { , , … , }，且 = , , … , 、 ∈ ；或為 元實數

集合 、 ∈ ；或為 元正整數集合 、 ∈ 。 

(四) ： 元正實數集合 = { , , … , }，且 = , , … , 、 ∈ ；或為 元實數

集合 、 ∈ ；或為 元正整數集合 、 ∈ 。 

(五) ： = { , , … , }、 ≠ ∈ ；同理， = { , , … , }。 

(六) + ： + = { + , + , … , + }、 ∈ ；同理， + = { + , +

, … , + }。 

二、研究過程： 

本研究的研究過程摘要說明如下： 

1. 研究一：(1)發想自哈迪–拉馬努吉數從三次方；(2)窮舉找到兩組正整數集合 和 ；(3)

集合同乘一倍數時亦成立；(4)兩組滿足條件的集合聯集後仍會滿足條件；(5)代入消去法
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找到 和 滿足條件，發現一次方和亦相等；(6)用前面的三個條件建構任意的 和 。 

2. 研究二：(1)從二次方下手；(2)窮舉找到兩組正整數集合 和 ；(3)代入消去法找 和

滿足條件，發現一次方和亦相等；(4)發現一、二次方和相等時，兩集合同減、同加一數時

冪次方和亦相等。 

3. 研究三：(1)建構 1 至 次方和均相等，因集合聯集平移操作後冪次方和相等，進一步發現

兩集合平移操作後，聯集原來另一個集合，會使更高一冪次方和也相等；並用二項式定理

公式證明；(2)用根與係數的關係，證明 1 至 次方和時， 的最小值；(3)用一次和二次方

相等的結果進行集合元素的個數擴增。 

4. 研究四：(1)建構 1 至 次方和均相等，用一次和三次方相等的結果進行集合的元素擴增；

(2)發現只要一次方和相等的結果即可用於集合元素的個數擴增；(3)用有理數及無理數進

行擴增；(4)因同乘倍數或同加/減一數平移操作，冪次方和相等的條件成立，故給出系列

解通式。 

5. 研究五：(1)平移操作至集合元素總和為 0，發現解特徵、奇次和偶次和的解；(2)適用無

理數，利用解特徵倍數擴增找到理想解；(3)由系列解通式給出完美分割的通解。 
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研究一 於滿足條件∑ = ∑ 時， 和 有何特殊關係存在? 

 

    首先，類似哈迪–拉馬努吉數對 1729 的分解，對於兩個二元正整數集合 和 ，窮舉列

出 , , , … , ，很輕易地就可以找到兩組(僅為舉例，實際上可能還有其他的解答)不相

交的二元正整數集合 和 、 ∩ = ∅： 

    = { , }, = { , }， + = +  ………………………………… (1.1) 

    = { , }, = { , }， + = +  ………………………………… (1.2) 

此時， + ≠ + 。令任意不為零的實數 ，由( ) + ( ) = ( + ) = ( ) +

( ) = ( + )、( ) + ( ) = ( ) + ( ) ，可得知∑ ( ) = ∑ ( ) 的

關係仍然滿足。 

引理 1.1：設兩不相交的 元實數集合 和 、 ∩ = ∅，且滿足條件∑ = ∑ ，

則對任意非零實數 ， 和 也滿足條件∑ ( ) = ∑ ( ) 。 

證明：顯然，因∑ = ∑ ，由∑ ( ) = ∑ = ∑ = ∑ ( ) 得證。 

接著，利用 = 二元正整數集合的實驗結果，推廣到 = 的三元正整數集合求解的建

構方式。將式(1.1)和式(1.2)中的 代入消去，合併成 

    = { , , }, = { , , }， + + = + +  ………… (1.3) 

另外，可以觀察到 

    = { , , }, = { , , }， + + = + +  ………… (1.4) 

檢查前述建構的 和 、 和 ，發現它們可以滿足 ∩ = ∅和∑ = ∑ 的條件。

進一步測試和觀察，可以發現若集合 和 、 和 分別滿足前述條件時，且 ∩

= ∅、 ∩ = ∅，則集合 = ∪ 、 = ∪ 亦滿足前述條件。 

值得注意：式(1.3)和式(1.4)建構的 和 ，可以滿足∑ = ∑ 的條件。 

引理 1.2 ： (A.W. Goodman[4]) 設 和 為兩個不相交的 元實數集合，滿足條件

∑ ∈ = ∑ ∈ 、 和 為 兩 個 不 相 交 的 元 實 數 集 合 ， 滿 足 條 件

∑ ∈ = ∑ ∈ ， 且 ∩ = ∅、 ∩ = ∅ 則 = ∪ 、

= ∪ ，亦滿足條件∑ ∈ = ∑ ∈ 。 
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證明：由 = ∪ ，知∑ ∈ = ∑ ∈ + ∑ ∈ 、 = ∪ ，知∑ ∈ =

∑ ∈ + ∑ ∈ 。 又 因 為 ∑ ∈ = ∑ ∈ 、 ∑ ∈ = ∑ ∈ ， 故

∑ ∈ = ∑ ∈ 得證。 

    值得注意：發現 1.2 並不保證 ∩ = ∅的條件仍然成立。 

結論 1.1 當 ≥ 時，存在 、 為兩個不相交的 元正整數集合，且滿足條件∑ ∈ =

∑ ∈ 。 

證明：利用引理 1.1、引理 1.2，以及式(1.2)、式(1.4)，得到 = { , }、 = { , }、 

= { , , }、 = { , , }。 

      選擇以下方式進行集合的擴展及建構： 

1. 當 = 時，令 

= ∪ ∪ ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( )  

= ∪ ∪ ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( )  

= { , } ∪ { , × } ∪ { , × } ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( ), ( )×  

= { , } ∪ { × , × } ∪ { × , × } ∪ ⋯ ⋯ 

     ∪ ( )× , ( )×  

2. 當 = + 時，令 

 = ∪ ∪ ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( ) ∪  

 = ∪ ∪ ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( ) ∪  

= { , } ∪ { , × } ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( ), ( )× ∪ { , , } 

= { , } ∪ { × , × } ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( )× , ( )× ∪ { , , } 

故由此可得： ≥ 時，存在 、 為兩個不相交的 元正整數集合，滿足∑ ∈ =

∑ ∈ 。 

    此處，選擇 為 的冪次之倍數，係因為 與 、 、 、 集合中的任一元素的數值互

質。此外，擴增 時， 亦可保留任意部分(或全部)，改利用 或 的集合加入擴展及建構；

同理，對 集合的擴展及建構亦同。譬如，當 = 時，可令 

= ∪ ∪ ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( ) ； = ∪ ∪ ∪ ⋯ ⋯ ∪ ( ) 。 
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研究二 於滿足條件∑ = ∑ 時， 和 有何特殊關係存在? 

 

類似研究一的測試實驗，對於兩個二元正整數集合 和 ，窮舉列出 , , , … , ，

很輕易地就可以找到其中三組不相交的二元正整數集合 和 、 ∩ = ∅： 

    = { , }, = { , }， + = +  …………………………………… (2.1) 

    = { , }, = { , }， + = +  .……………………………………… (2.2) 

    = { , }, = { , }， + = +  ….…………………………………… (2.3) 

此時，∑ ≠ ∑ 、∑ = ∑ 。 

接著，利用 = 二元正整數集合的實驗結果，推廣到 = 的三元正整數集合求解的建

構方式。將式(2.1)、式(2.2)和式(2.3)中的 代入消去，合併成 

    = { , , }, = { , , }， + + = + +  ..………………… (2.4) 

    = { , , }, = { , , }， + + = + +  …...………………… (2.5) 

此時，∑ = ∑ 、∑ = ∑ 。注意到：式(2.4)中 + + = + + = 、

式(2.5)中 + + = + + = ，∑ ∈ = ∑ ∈ 且皆為 的倍數。 

    現在，採取適當的平移操作，使∑ ∈ = ∑ ∈ = 。 

    以 = { , , }、 = { , , }為例，令 = − = { , , } − = {− , , }、 =

− = { , , } − = {− , − , }，則 和 兩個三元實數集合滿足互不相交 ∩ =

∅、∑ ∈ = ∑ ∈ 、和∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

    值得注意：對於 = 的三元實數集合，前述的建構是一個完全滿足命題條件的例子。 

引理 2.1：(陳漱文[2]) 設兩不相交的 元實數集合 和 、 ∩ = ∅，且滿足條件對 =

, , … , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。則對於集合 = + 、 = + 、 ∈ ，

當 = , , … , ，滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

證 明 ： 若 有 兩 元 實 數 集 合 = { , , … , } 和 = { , , … , } ， 對 = , , … , ，

∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。展開 

 ∑ ( + )  

   = ∑ + ∑ + ∑   + ⋯ + ∑ +  

   = ∑ + ∑ + ∑   + ⋯ + ∑ +  
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  = ∑ ( + )  

則，對於集合 = + 、 = + ， ∈ ，當 = , , … , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ ，

故得證。 

    從研究一至前述的探討及測試實驗，令人好奇對於兩個不相交的三元正整數集合 和 ，

可以找到滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 和∑ ∈ = ∑ ∈ 條件的建構結果；然而，當 = 時，是

否也存在兩個不相交的二元正整數集合 和 ，可以滿足這種關係? 

引理 2.2： 不存在兩個不相交的二元實數集合 和 ，可以同時滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 和

∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

證明：設 = { , }、 = { , }，令 + = + 、 + = + 。因 ∩ = ∅，

不妨令 > > > > 、 − = ， − = ，且 , > ，則 = + 、

= + + 、 = + + 。 

整理 + = ( + ) + ( + + ) 、 + = + ( + + ) ，又由條

件得知( + ) + ( + + ) = + ( + + ) 。 

化簡後，推得 + = 。但因為 , > ，故知等號不成立，矛盾，因此得證。 

定理 2.1： (A.W. Goodman[4]) 當 ≥ 時，存在 、 為兩個不相交的 元正整數集合，且

滿足條件∑ ∈ = ∑ ∈ 、∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

證明：由引理 2.2 得知， = 時，不存在該兩不相交的實數集合。 

當 ≥ 時，利用引理 2.1， = , 時的平移操作結果，建構如下兩不相交的 元整數

集合 和 、 ∩ = ∅： 

= {− , − , … , −( − ), ( − )⁄ }、和 

= { , , … , ( − ), − ( − )⁄ }， 

滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 、∑ ∈ = ∑ ∈ 。此時令 

= + ( − )⁄ + 、和 

= + ( − )⁄ + ，  

則經過此適當的平移操作後， 和 為兩不相交的 元正整數集合，並且滿足

∑ ∈ = ∑ ∈ 、∑ ∈ = ∑ ∈ ，得證。 
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結論 2.1 當 ≥ 時，存在 、 為兩個不相交的 元正整數集合，且滿足條件∑ ∈ =

∑ ∈ 。 

證明：當 = 時，存在兩個不相交的二元正整數集合 和 ，可被建構為：{ , }和{ , }、

{ , }和{ , }、{ , }和{ , }等。 

當 ≥ 時，由定理 2.1 得證。 

研究三 於滿足條件對 = , , ⋯ , ，∑ = ∑ 成立， 和 有何特殊關係存在? 

 

擴增方法一： 利用∑ ∈ = ∑ ∈ 、∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

在 = ， ≥ 時，利用引理 2.1 建構 和 時，若採用 和 為基礎的集合進行適當

的平移操作，然後再剔除發生重複部分的元素，則可以看到一些有趣的現象，例如： 

設 = { , , }、 = { , , }，檢查得知 + + = + + 、 + + = +

+ 。此時，∑ ∈ = ∑ ∈ 、∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

現在進行平移操作，( + ) = { , , }、( + ) = { , , }。 

根據引理 2.1，知∑( ) = ∑ ∈( ) 、∑ ∈( ) = ∑ ∈( ) 。建構如下的集合

元素個數的擴增方式： ∪ ( + ) = { , , , , , }、 ∪ ( + ) = { , , , , , }。 

根據引理 1.2，知∑ ∪( ) = ∑ ∈ ∪( ) 、∑ ∈ ∪( ) = ∑ ∈ ∪( ) 。接著，

剔除發生重複部分的元素，進行以下的操作： = ∪ ( + ) − { , } = { , , , }、 =

∪ ( + ) − { , } = { , , , }。 

進行條件滿足的檢驗： 

               ∩ = ∅ 

               + + + = + + +  

+ + + = + + +  

+ + + = + + +  

此時，∑ ∈ = ∑ ∈ 、∑ ∈ = ∑ ∈ ，並且，很輕易地∑ ∈ = ∑ ∈ 也自

動滿足，於是完成了 和 的 1 至 3 次冪方和均相等的線段完美分割建構方式求解。 
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定理 3.1：設兩不相交的 元實數集合 和 、 ∩ = ∅，且滿足條件對 = , , … , ，

∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。則對於集合 = ∪ ( + )、 = ∪ ( + )、 ∈ ，

當 = , , … , , + ，亦滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

證明 ：若有兩個 元實數集合 = { , , … , }和 = { , , … , }，對 = , , … , ，

∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

當 = , , … , 時：根據引理 2.1 和引理 1.2，可得知 = , , … , ，∑ ∈ =

∑ ∈ 成立。 

當 = + 時： 

 ∑ ∈ = ∑ ∈ + ∑ ( + )∈  

   = ∑ + ∑ ( + )  

 = ∑ + ∑ + ∑ + ∑  

      + ⋯ + ∑ + ∑  

                   = ∑ + ∑ + ∑ + ∑  

                 + ⋯ + ∑ + ∑  

           = ∑ + ∑ + ∑ + ∑  

                + ⋯ + ∑ + ∑  

=∑ + ∑ ( + )  

  = ∑ ∈ + ∑ ( + )∈  

=∑ ∈  

故得證：當 = + 時，∑ ∈ = ∑ ∈ 亦成立。 

應用定理 3.1 的結果，我們可選擇適當的 平移 和 ，讓 和 有若干個共同的元素，

再移除其中的共同元素，透過此方法建構的集合 和 ，相對於原來的集合 和 而言，其

高一冪次方的和也會相等。 

觀察 1：若兩不相交的 元正實數集合 和 、 ∩ = ∅，且 = , , … , ，∑ ∈ = ∑ ∈

成立，則利用定理 3.1 的方法擴增集合元素的個數，其建構後的集合元素個數範圍在

至 + 之間。 
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    例如： = { , , }和 = { , , }，此時∑ ∈ = ∑ ∈ 、∑ ∈ = ∑ ∈ 。利

用定理 3.1 的方法擴增，則聯集平移 = , , , ⋯的情形如下： 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

 

= ∪ ( + ) = { , , , , , , } 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } ……集合中有元素重複不合 

 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } ……集合中有元素重複不合 

 

= ∪ ( + ) = { , , , , , }   ……集合中有元素重複不合 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } 

 

= ∪ ( + ) = { , , , , , }   ……集合中有元素重複不合 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } 

 

= ∪ ( + ) = { , , , , , }  ……集合中有元素重複不合 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } 

 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } 

= ∪ ( + ) = { , , , , , } 

在上面的建構例子中，部分的情況是建構後的集合中有元素重複，所以不合。可以被成

功建構的情形只有四個，其中有三個情形在建構後的兩集合元素個數各為 + = 個。我們
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可以觀察到，當 = 或 = 以上時，雖然存在可以被成功建構符合條件的集合，但其個別

集合元素的個數將為 = 個。我們亦可從所建構集合的元素間數值差異情況作出簡單的觀

察，以 = { , , }、 = { , , }的擴增集合為例， 的元素間數值差異分別為 8、7、1；

的亦同，恰好差異相同的數值各有 2 個，因此當平移 8、7、1 時，擴增後集合的元素個數

分別有 − = 個元素。 

 1 8 9   3 4 11 

9 8 1   11 8 7  

8 7    4 1   

1     3    

 

引理 3.1： = { , , … , }、 = { , , … , }，已知 ∑ ∈ = ∑ ∈ ， = , … , ，

且 ≤ ， 則 ∑ = ∑ = 、 ∑ = ∑ = 、 ∑ =

∑ = 、⋯、∑ … = ∑ … = ，且 、 = , ⋯ , 為常數。 

證明： 設∑ = ，∏ ( − ) = ∑ ，即是 = ∑ ， = ∑ ， =

∑ ，…。由 

= =  

 = ∑ =
( )

× !
+

( )

× !
 

= = −
(− )

1 ×3!
+

(− )

1 ×1!
×

(− )

2 ×1!
+

(− )

3 ×1!
 

            ⋮ 

由數學歸納法得： 

= (−1)
(− )

(i) ×(r !)
∑ ×

 

其中 r  為對應 i 的變數。以 為例，∑ i ×r = 4的情形有： 

(1×4)，(1×2 + 2×1)，(2×2)，(1×1 + 3×1)，(4×1)共五種 

=
(− )

1 ×4!
+

(− )

1 ×2!
×

(− )

2 ×1!
+

(− )

2 ×2!
+

(− )

1 ×1!
×

(− )

3 ×1!
+

(− )

4 ×1!
 

因 、 = , ⋯ , 皆為定值、且 ≤ ，故可知 、 = , ⋯ , 時皆為定值。 
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則∑ = ∑ = 、∑ = ∑ = 、∑ = ∑ =

、⋯、∑ … = ∑ … = 得證。 

定理 3.2 (Ajai Choudhry[1]) (陳漱文[2]) (Ajai Choudhry[3]) 當 ≥ 時，存在兩個不相交的

元正實數集合 和 、 ∩ = ∅，滿足條件 = , , , … , 時，均有∑ ∈ =

∑ ∈ ，則 < 、 ∈ 。 

證明： 可轉化證明實數集合 ， = { , , … , }， ≠ 時、 ≠ ，對 = , , , … , ，

∑ ∈ = 只有一解，故不存在另一集合 = { , , … , }，也滿足∑ ∈ = 。故

< 。 

(1) 反證 = ：設有兩組相異解{ , , … , }、{ , , … , }且 ≠ ，對任意 ≤ ≤

≤ ， ∑ = ∑ = 、 ∑ = ∑ = 、 ∑ =

∑ = 、⋯、 … = … = 。對任意由引理 3.1 知 是常數、

= , , … , ， 故 由 根 與 係 數 關 係 ， 知 ( ) = ( − )( − ) ⋯ ( − ) =

( − )( − ) ⋯ ( − ) = 。所以共有 , , … , , , , … , ，即2 個解，

但 次實係數方程式只有 個解，所以矛盾。 

(2) 當 > 時：令 = = ⋯ = = = = ⋯ = = ，則∑ =

∑ = + − ， ≤ ≤ ，則此時有集合 、 ， = { , , … , }、 =

{ , , … , }，則同 = 的證明，可證得 次方程式只有 個解。 

(3) 綜合(1)、(2)，故當 = , , , … , 時，均有∑ ∈ = ∑ ∈ ，僅有一解；當 >

時不存在不相交的 元正實數集合 和 。 

因此，給出如下的定義：若經過某次建構產生的集合，符合命題的條件，亦即「若兩不

相交的 元正實數集合 和 、 ∩ = ∅，且 = , , … , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。」的命

題成立，且其個別集合的元素個數恰等於 + 時，稱之為「理想解(Ideal Solution)」(陳漱

文[2])。 

基於此原則，繼續測試並擴增，建構 和 ：我們得到以下的例子： 

1. = 的情況： 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 
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此時理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

2. = 的情況： 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , } 

此時理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

3. = 的情況：此例由理想解集合 和 ，無法找到集合 和 。 

4. = 的情況： 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , , , } 

此時集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

5. = 的情況：此例由集合 和 ，無法找到集合 和 。 

6. = 的情況： 

= ∪ ( + ) − { , , , , , } = { , , , , , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , , , , } = { , , , , , , , , , } 

此時集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

顯然，對於這樣的結果，並不令人滿意；因此，是否可以找到一個建構方式，使得經過

每次的建構，兩集合個別的元素個數皆僅增加一個，且其高一冪次方的和相等的條件仍可以

被滿足? 

以下重新擬定一些建構的初始集合，並開始進行擴增元素個數展開建構，因而觀察到一

些有趣的關係。 

利用引理 2.1， = , 時可平移的結果進行建構，令初始的集合為 = { , , − }、 =

{− , − , }，顯然 = , , ，等式∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

進行平移操作，得到 

= + = { , , } 

= + = { , , } 

再利用定理 3.1 擴增集合的元素個數，得到： 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 
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= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

同理，依序類推，可得到： 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 

理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , } 

理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , , , } 

集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

當 = , , … , ，依舊找不到集合 和 滿足∑ ∈ = ∑ ∈ ，如果繼續擴增建構，

則發現： 

= ∪ ( + ) − { , , , , , , , } = { , , , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , , , , , , } = { , , , , , , , } 

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

綜合以上的探討可知，若在前幾次的集合元素個數擴增時，若求得的兩個解集合非理想

解，則再繼續進行擴增集合的元素個數時，其兩個集合的個別元素個數未必一定會增加。 

結論 3.1 當 ≥ 時，存在 、 為兩個不相交的 元正整數集合，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ =

∑ ∈ 成立。 

證明：利用引理 2.1 及定理 3.1 及 = { , , , }， = { , , , }， = , , ⋯ , ，

∑ ∈ = ∑ ∈ 成立的結果，可得到以下對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立的

、 為兩個不相交的 元正整數集合。 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , , , } 
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= ∪ ( + ) − { , } = { , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { } = { , , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { } = { , , , , , , } 

= ∪ ( + ) = { , , , , , , , } 

= ∪ ( + ) = { , , , , , , , } 

當 = 時，再利用引理 1.2 

= ∪ ( + ) − { } = { , , , , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { } = { , , , , , , , , } 

當 ≥ 時，再利用引理 1.2，由 = ∪ ( + )、 = ∪ ( + )，其中，

= { ∪ }，即得 ≥ 成立。 

研究四 
於滿足條件對 = , , ⋯ , ，∑ = ∑ 成立， 和 是否存在其他更為

簡便的建構求解方式? 建構方式是否適用有理數及無理數? 

 

擴增方法二： 利用∑ ∈ = ∑ ∈ 和∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

    在研究一的探討中發現，對於 = 的情形，在{ , , }和{ , , }，有 

+ + = + +  ……………………………………(1.3) 

在{ , , }和{ , , }，有 

+ + = + +  ……………………………………(1.4) 

其中，等式∑ ∈ = ∑ ∈ 和∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

    當 = 時，等式∑ = ∑ 和∑ = ∑ 成立的情況又會是如何? 

定理 4.1： 不存在兩個不相交的二元實數集合 和 ，可以同時滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 和

∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

證明：設 = { , }、 = { , }，令 + = + 、 + = + 。因 ∩ = ∅，

不妨令 > > > > 、 − = ， − = ，且 , > ，則 = + 、

= + + 、 = + + 。 
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整理 + = ( + ) + ( + + ) 、 + = + ( + + ) ，又由條件

得知( + ) + ( + + ) = + ( + + ) 。 

化簡後，推得 + + + + = 。但因為 , > ，故知等號不成立，

矛盾，因此得證。 

= 時，利用定理 3.1 建構 和 時，若採用 和 為初始集合進行建構，則當剔除

重複的元素後，會發現滿足∑ = ∑ 且∑ = ∑ 但∑ ≠ ∑ ，。 

以下是等式∑ ∈ = ∑ ∈ 和∑ ∈ = ∑ ∈ 成立的一種建構方式： 

= { , , }、 = { , , } 

利用定理 3.1 擴增集合的元素個數： 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , }………………………….……(4.1) 

此時，集合 和 ，對 = , , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

以下是等式∑ ∈ = ∑ ∈ 和∑ ∈ = ∑ ∈ 成立的另一種建構方式： 

= { , , }、 = { , , } 

利用定理 3.1 擴增集合的元素個數： 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , }…………………………..…(4.2) 

此時，集合 和 ，對 = , , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立。 

檢驗 、 平移後∑ ∈ ≠ ∑ ∈ ，故可知，(4.1)與(4.2)平方和會成立與立

方和相等並無關係，真正關鍵的原因在於集合 和 、 和 的一次方和相等。利用定理

3.1，即可證明擴增後的集合 和 、 和 的平方和也會相等，但立方和相等的性質消失

了。若再往下擴充並觀察： 

= ∪ ( + ) − { } = { , , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { } = { , , , , , , }…………………..… (4.3) 

此時，集合 和 ，對 = , , , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立。 

綜合以上的討論，可以得到更為簡便的方式，進行符合冪次方和均相等的線段完美分割

方式的簡易建構方法： 
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擴增方法三： 

當 = 時 ， 因 為 要 求 兩 個 不 相 交 的 元 正 整 數 集 合 = { , , … , } 和 =

{ , , … , }，故不存在。 

當 = 時，找出相異四數使得其中兩數的和等於另兩數的和，如令初始理想解的集合

= { , }、 = { , }，顯然，當 = , 時，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

因此，給出 = { , }、 = { , }。利用定理 3.1 擴增集合的元素個數： 

= ∪ ( + ) − { } = { , , } 

= ∪ ( + ) − { } = { , , } 

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

= ∪ ( + ) − { , } = { , , , } 

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , } = { , , , , } 

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , } 

= ∪ ( + ) − { , , , } = { , , , , , } 

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

此外，定理 3.1 擴增集合元素個數的建構方式，也適用於有理數。 

如令初始的 = , 、 = , ，則當 = , ，顯然∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。因此

= , 、 = , 。利用定理 3.1 擴增集合的元素個數： 

= ∪ + − = , ,  

= ∪ + − = , ,  

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ + − , = , , ,  
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= ∪ + − , = , , ,  

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

定理 3.1 擴增集合元素個數的建構方式，也適用於無理數。 

如令初始的 = √ , −√ 、 = { , − }，則當 = , ，顯然∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

因此 = √ , −√ 、 = { , − }。利用定理 3.1 擴增集合的元素個數： 

= ∪ + √ − √ = −√ , + √ , − + √  

= ∪ + √ − √ = , − , √  

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ ( + ) − , + √ = −√ , − + √ , , + √  

= ∪ ( + ) − , + √ = − , √ , − √ , + √  

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ + + √ − , + √

= −√ , − + √ , + √ , + √ , , + √  

= ∪ + + √ − , + √

= − , √ , − √ , + √ , + √ , + √  

此時，集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

= ∪ + − √ − + √ , , + √ , − √ , + √ , + √

= −√ , − + √ , + √ , − √ , , + √  

= ∪ + − √ − + √ , , + √ , − √ , + √ , + √

= − , √ , + √ , − √ , − √ , + √  

此時，理想解集合 和 ，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

在擴增集合的元素個數以尋求解答時，可能經常找到同一類型的解，但經過平移操作或

放大、縮小集合的元素數值之後，即會發現是相同的解。 

因此，於建構求解的操作中，為了能夠使人容易分辨是否找到同一類型的解，故對集合

和 作出一些規定，使其建構的集合表示法能夠唯一。 

現在給出一個標準表示法的定義： 
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對於兩個不相交的 元正整數集合 = { , , … , }和 = { , , … , }，若 

1. 每個元素皆為整數。 

2. { ∪ } = 。 

3. 最大公因數( , , … , , , , … , ) = 。 

則滿足以上條件的 和 ，且符合命題所給定之條件，則稱此為集合 和 的標準表示法。 

基於以上的推演，可以知道只要找到一組初始解的建構方式，則可以利用引理 2.1 和引

理 1.1 找出同一系列解的建構結果，所以得到： 

結論 4.2 (Ajai Choudhry[1]) (A.W. Goodman[4]) ≥ 時，若存在兩個不相交的 元正實數集

合 = { , , … , } 和 = { , , … , } ， 對 = , , ⋯ , ， ∑ ∈ =

∑ ∈ 均 成 立 ， 則 對 = + = { + , + , … , + } 和

= + = { + , + , … , + }， 、 ∈ ，對 = , , ⋯ , ，

∑ ∈ = ∑ ∈ 亦成立。 

研究五 
於滿足條件對 = , , ⋯ , + 或對 = , , ⋯ , ，∑ = ∑ 成立， 和

是否存在其他更為簡便的建構求解方式? 

 

利用定理 3.1 由一次和相等依序進行擴增兩不相交的 元正實數集合 和 ，對 =

, , , … , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ 的問題中，對所有解(不論是否為理想解)，利用引理 2.1

進行平移操作，分別取得集合 和 ，並使得∑ ∈ = ∑ ∈ = ，即 = −

∑ ∈ ⁄ ， = − ∑ ∈ ⁄ 。 

設進行平移操作後，兩不相交的 元正整數集合 = { , , … , }和 = { , , … , }，

< < ⋯ < ， < < ⋯ < ，可發現解有以下的規律： 

1. 當 m 為偶數時： 

(1) = − ，即 = − ， = − ，…， = − 。 

例如 m=2 時： 

= { , , }
= { , , } 平移後

= − = {− , , }   
= − = {− , − , }

 

= { , , }
= { , , } 平移後

= − = {− , , }   
= − = {− , − , }
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例如 m=4 時： 

= { , , , , } 
= { , , , , } 平移後

= − = {− , − , − , , }
= − = {− , − , , , }  

 

= { , , , , , }
= { , , , , , } 平移後

 

            
= − . = {− . , − . , − . , − . , . , . }
= − . = {− . , − . , . , . , . , . }   

 

例如 m=6 時： 

= { , , , , , , , } 
= { , , , , , , , } 平移後

 

                    
= − . = {− . , − . , − . , − . , . , . , . , . }   
= − . = {− . , − . , − . , − . , . , . , . , . }   

 

(2) 發現到： = , ∈ 時， 、 平移後大於 0 的元素所形成的子集合分別為 、 ，

其 = , ⋯ , − ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立，且可適用引理 1.1。 

例如 m=6 時： 

= { , , , , , , , }  
= { , , , , , , , } 平移後

= { . , . , . , . }   
= { . , . , . , . }  

 

取
= = { , , , } 
= = { , , , }  

，則對集合 、 與集合 、 ，對 = , , ，∑ ∈ =

∑ ∈ ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立。 

因此找到偶數冪次方和均相等的分割方法。 、 的 若為奇數則在取集合 、 元素為

一奇一偶，故需取擴增後的 、 ， 若為偶數，如此集合 、 元素才會相同。 

2. 當 m 為奇數時： 

(1) = − ， = − ，…且 = − ， = − ，…。 

例如 m=3 時： 

= { , , , }
= { , , , } 平移後

= − = {− , − , , } 
= − = {− , − , , }

 

= { , , , }
= { , , , } 平移後

= − . = {− . , − . , . , . } 
= − . = {− . , − . , . , . }

 

例如 m=5 時： 

= { , , , , , } 
= { , , , , , } 平移後

= − = {− , − , − , , , } 
= − = {− , − , − , , , } 

 

= { , , , , , }
= { , , , , , } 平移後

= − = {− , − , − , , , }    
= − = {− , − , − , , , }  
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例如 m=7 時： 

= { , , , , , , , }
= { , , , , , , , } 平移後

 

                                  
= − = {− , − , − , − , , , , }    
= − = {− , − , − , − , , , , }    

 

(2) 發現到： = + , ∈ 時， 、 平移後大於 0 的元素所形成的子集合分別為 、

，其 = , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立，且可適用引理 1.1。 

例如 m=7 時： 

= { , , , , , , , } 
= { , , , , , , , } 平移後

= { , , , }
= { , , , }

 

取
= = { , , , }   
= = { , , , }

，則對集合 、 與集合 、 ，對 = , , ，∑ ∈ =

∑ ∈ ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立。 

因此找到奇數冪次方和均相等的分割方法。 

結論5.1 從定理3.1 由一次和相等依序進行擴增的 元實數集合 和 ，對 = , , , … , ，

均有∑ ∈ = ∑ ∈ 的問題中，設 和 分別為 和 利用引理 3.1 進行平

移操作後的集合，滿足∑ ∈ = ∑ ∈ = ，則集合 = { , , … , }和 =

{ , , … , }，當 < 時 < 、 < ： 

(1)當 為偶數時： = − ； 

(2) 當 為奇數時： = − 、 = − 、…，且 = − 、 = − 、…。 

證明：當 = 時： 

不妨令初始的二元集合為 = { , }、 = { , }，且當 = , ， ∑ ∈ =

∑ ∈ 成立，則 + = + 。 

在以下證明過程中，不要求 ∩ = ∅。 

當 = 時： 

利用定理 3.1 進行擴增， 

= { , , + , + }、 = { , , + , + }, ∈ 。 

不妨引進下列平移操作後，可得到： 

= − ( + + )⁄  
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    = {( − − )⁄ , ( − − )⁄ , ( − + )⁄ , ( − + )⁄ } 

= − ( + + )⁄  

    = {( − − )⁄ , ( − − )⁄ , ( − + ) ,⁄ ( − + )⁄ } 

得到 = − ，而此時的 、 ：當 = , , ， ∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

在此簡化成 = { , , , }、 = {− , − , − , − }，且不妨設 < < < 、

, , , ∈ 。 

當 = 時： 

利用定理 3.1 進行擴增， 

= { , , , , − + , − + , − + , − + }、 

= {− , − , − , − , + , + , + , + }, ∈ ， 

不妨引進下列平移操作後，令 = ⁄ ，可得到： 

= −  

    = { − , − , − , − , − + , − + , − + , − + } 

= −  

    = − − , − − , − − , − − , + , + , + , +  

得到 和 ，其中 = − 、 = − 、…，且 = − 、 = − 、…、。此

時， 和 ，滿足當 = , , ,3，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

在此簡化成 = { , , … , − , − }、 = { , , … , − , − }，且不妨設 <

< ⋯、 < < ⋯、 , , … , , , … ∈ 。 

當 = 時： 

利用定理 3.1 進行擴增，同理可得到 = − ，此時， 和 ，滿足當 =

, , , , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

利用數學歸納法，可證得： 

當 為偶數時： = − ， 

當 為奇數時： = − 、 = − 、…，且 = − 、 = − 、…。 

結論5.2 從定理3.1 由一次和相等依序進行擴增的 元實數集合 和 ，對 = , , , … , ，

均有∑ ∈ = ∑ ∈ 的問題中，設 和 分別為 和 利用引理 3.1 進行平
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移操作後的集合，滿足∑ ∈ = ∑ ∈ = ，且令 和 中大於 0 的元素所形

成的子集合分別為 和 ，則集合 和 ： 

(1)當 = , ∈ 時：對 = , ⋯ , − ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立； 

(2)當 = + , ∈ 時：對 = , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

證明：利用結論 5.1 得到： 

當 = , ∈ 時： = − 。 

此時的 和 ，當 = , , , … , ， ∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

因為引用引理 3.1 進行平移操作，使得 和 滿足∑ ∈ = ∑ ∈ = ，讓集

合 和 大於 0 的元素所形成的子集合分別為 、 。 

故，當 = , ⋯ , − ： 

因為 = − ，所以∑ ∈ + ∑ ∈ = − ∑ ∈ − ∑ =∈ ∑ ∈ +

∑ ∈ ，得到∑ ∈ + ∑ ∈ = 。 

又，集合 − = − ，推得∑ ∈ − ∑ ∈ = ，故得到∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

當 = + , ∈ 時： = − 、 = − 、…、且 = − 、 = − 、…。 

此時的 和 ，當 = , , , … , + ， ∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

因為引用引理 3.1 進行平移操作，使得 和 滿足∑ ∈ = ∑ ∈ = ，讓集

合 和 大於 0 的元素所形成的子集合分別為 、 。 

故，當 = , ⋯ , ： 

因為 = − 、 = − 、…，且 = − 、 = − 、…，所以∑ ∈ =

∑ ∈ 、 ∑ ∈ = ∑ ∈ 。 又 ∑ ∈ = ∑ ∈ ， 故 得 到 ∑ ∈ =

∑ ∈ 。 

綜合以上得證。 

因擴增方式也適用於無理數，可以利用解特徵來再次擴增，且適用平移操作。若擴增

前為理想解，則擴增完亦為理想解。 

推論 5.1 若對 = { , , … , }和 = { , , … , }、 , > 、 = , , , … , ，對 =

, , , … , ， 均 有 ∑ ∈ = ∑ ∈ ， 則 可 建 構 = {−√ , −√ , … , −√ ,
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√ , … , √ , √ }及 = − , − , … , − , , … , , 。此時 與 為

兩 個 不 相 交 的 元 無 理 數 集 合 ， 對 = , , , … , , + ， 均 有 ∑ ∈ =

∑ ∈ 。 

故，設一線段的總長度為 ，對於 , , ⋯ , 冪次方和均相等的線段完美分割，可以是： 

結 論 5.3 ≥ 時 ， 若 存 在 兩 個 不 相 交 的 元 正 實 數 集 合 = { , , … , } 和 =

{ , , … , }，對 = , , ⋯ , 且 , , ⋯ , ∈ ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成

立，則對一線段總長度為 ，其 , , ⋯ , 冪次方和均相等的線段完美分割的 條

子 線 段 長 度 可 為 ： = = { , , … , } 和 = =

{ , , … , } ， 其 中 = / ∑ ∈ ， 且 對 = , , ⋯ , ， ∑ ∈ =

∑ ∈ 均成立。 

證明：同理，利用引理 1.1 易得證。 

由定理 3.2、定理 4.1、及研究五可得到以下推論： 

推論 5.2 若存在兩個不相交的 元正實數集合 和 、 ∩ = ∅，若對 = , , ⋯ , ，均

有∑ ∈ = ∑ ∈ 、 < 、當 ≠ 時 ≠ ，且 , , ⋯ , ∈ 。 

伍、 研究結果 

一、 引理 1.1：設兩不相交的 元實數集合 和 、 ∩ = ∅，且滿足條件∑ =

∑ ，則對任意非零實數 ， 和 也滿足條件∑ ( ) = ∑ ( ) 。 

二、 引理 1.2：設 和 為兩個不相交的 元實數集合，滿足條件∑ ∈ = ∑ ∈ 、

和 為兩個不相交的 元實數集合，滿足條件∑ ∈ = ∑ ∈ ，且 ∩

= ∅、 ∩ = ∅則 = ∪ 、 = ∪ ，亦滿足條件∑ ∈ =

∑ ∈ 。 

三、 引理 2.1： 設兩不相交的 元實數集合 和 、 ∩ = ∅，且滿足條件對 = , , … , ，

∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。則對於集合 = + 、 = + 、 ∈ ，當 = , , … , ，

滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

四、 定理 3.1： 設兩不相交的 元實數集合 和 、 ∩ = ∅，且滿足條件對 = , , … , ，
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∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。則對於集合 = ∪ ( + )、 = ∪ ( + )、 ∈ ，當

= , , … , , + ，亦滿足∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

五、 定理 3.2：當 ≥ 時，存在兩個不相交的 元正實數集合 和 、 ∩ = ∅，滿足

條件 = , , , … , 時，均有∑ ∈ = ∑ ∈ ，則 < 、 ∈ 。 

六、 利用定理 3.1 的方法擴增兩不相交的 元實數集合 和 ，對 = , , , … , ，均有

∑ ∈ = ∑ ∈ 的問題 

(一) 應用引理 2.1 的結果，我們可選擇適當的 平移 和 ，讓 和 有若干個共同元

素，再剔除其中的共同元素，使得 ∩ = ∅。透過此方法建構的集合 和 ，

相對於原來的集合 和 而言，其高一冪次方的和也相等。 

(二) 可由建構的集合中之元素間的數值差作簡易的觀察，在建構的集合中元素間具有

相同的數值差個數，即為平移該差值可消去的元素個數。 

(三) 對所有的 ，均可找到解，解集合的元素個數卻大不相同。在建構前的集合元素

若各為 個，則建構後的集合元素個數範圍在 至 + 之間。 

(四) 只要找到一組解，就可以利用引理 2.1 和引理 1.1 找出同一系列的解，如結論 4.2，

並且可以推廣找到對一線段總長度為 ，其 = , , ⋯ , 冪次方和均相等的線段

完美分割方法的簡易建構方法，如結論 5.3。 

七、 結論 5.1：從定理 3.1 由一次和相等依序進行擴增的 元實數集合 和 ，對 =

, , , … , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ 的問題中，設 和 分別為 和 利用引

理 3.1 進 行 平 移 操 作 後 的 集 合 ， 滿 足 ∑ ∈ = ∑ ∈ = ， 則 集 合 =

{ , , … , }和 = { , , … , }，當 < 時 < 、 < ： 

(1)當 為偶數時： = − ； 

(2) 當 為奇數時： = − 、 = − 、…，且 = − 、 = − 、…。 

八、 結論 5.2：從定理 3.1 由一次和相等依序進行擴增的 元實數集合 和 ，對 =

, , , … , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ 的問題中，設 和 分別為 和 利用引

理 3.1 進行平移操作後的集合，滿足∑ ∈ = ∑ ∈ = ，且令 和 中大於 0

的元素所形成的子集合分別為 和 ，則集合 和 ： 

(1) 當 = , ∈ 時：對 = , ⋯ , − ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立； 
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(2)當 = + , ∈ 時：對 = , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 成立。 

陸、 討論 

一、 比較文獻與本研究結果如下： 

參考文獻內容 本研究內容 

(Ajai Choudhry[1]) 利用代數方法找出

= 至 的 部 份 解 ， 滿 足 =

, , , … , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ ，其

解皆為數字較大的整數。未見性質定理證

明。 

 只須利用集合加法、聯集，即可找到更

高一冪次和相等的解，方法簡單且一定

找得到解，也可以找到無理數的解。 

 因本研究是採用筆算，輔以計算機及電

腦 Excel 驗算，故數字皆相對較小。 

(陳漱文[2]) PTE 問題的發展歷史、應

用、許多利用電腦搜索的解，只公佈數值

解、未公佈解法，其解皆為整數。目前找

到 = , , 的 理 想 解 ， 滿 足 =

, , , … , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ 。此

外 ， 也 找 到 一 些 奇 數 次 方 和 相 等 =

 , , , 和 =  , , , , 的解。未見性

質定理證明。 

 定理 3.2: 簡易方法證明當 ≥ 時，存

在兩個不相交的 元正實數集合 和

，對 = , , , … , ， ∑ ∈ =

∑ ，∈ 則 < 。 

 本研究的方法可以找到無理數解。 

 可利用解平移操作至集合的元素總和

為 0 時，找出 = , , …或 =

, , …，∑ ∈ = ∑ ∈ 的解。 

(Ajai Choudhry[3]) 用代數的方法找出滿

足 = , ，∑ ∈ = ∑ ∈ ， 、

完整的參數解，及 + + = +

+ = ⋯ = + + 、 = , ，

並由 + + + + = 、 = , 

，建構出 = , , , … , ， ∑ ∈ =

∑ ∈ 的解。未見性質定理證明。 

 可以延伸求得滿足 = , , …或 =

, , …，∑ ∈ = ∑ ∈ 的解。 

 可以獲得無理數通解的建構方法。 

 可以找到 = , , , … , ， 、 元素

皆大於零的理想解；利用推論 5.1 的方

法，可倍增建構 = , , , … , +

情況無理數的理想解。 

(A.W. Goodman[4]) 對 ≥ 、 = , ，

 ∑ ∈ = ∑ ∈ ，建構符合條件的正整

 本研究由歸納的性質在定理 2.1 即建

構 出 ≥ 、 = , ， ∑ ∈ =
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數 、 。未見性質定理證明。 ∑ ∈ ，且滿足所有 的解集合，方法

更為簡單。 

二、 本研究的方法可以很容易找出解，但只能證明存在，無法找出所有的解。由結論 5.1

可觀察到，由一次方和相等依序進行擴增所找出的解有以下特徵：  

和 為兩個不相交的 元實數集 = { , , … , }和 = { , , … , }且當

< 時， < 、 < ，對 = , , ⋯ , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈  

(一) | − | = | − | 

(二) 當 = , ∈ 時： 

 + = ⋯ = + = ⋯ = + = (2 ∑ ∈ )⁄ ，∀ ≤ 、 ∈  

當 = + , ∈ 時： 

 + = ⋯ = + = + = ⋯ = + = (2 ∑ ∈ )⁄ ，

∀ , ≤ 、 , ∈  

當 = + 時， 及 的 不可能為奇數，若為奇數則 ( )⁄ = ( )⁄ =

(∑ ∈ )⁄ ，與 ∩ = ∅不合。當 = + 時，建構後的元素個數一定是偶數；

當 = 時，建構後的元素個數奇數、偶數皆有可能。 

三、 在研究四擴增方法二 (4.1)和 (4.2)，因係由 1 及 3 冪次方和相等，利用定理 3.1 擴

增集合元素的個數求得。從∑ = ∑ 的條件，使其擴增後平方和相等的條件

得以被滿足；但因擴增前的集合 與 未有前述 = + 解的特徵： + =

+ = (2 ∑ ∈ )⁄ ，故在擴增後雖然滿足 = , , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ ，

但其解卻無前述 = 的特徵： + = + = (2 ∑ ∈ )⁄ 。由(4.2)若再往

下擴充得到(4.3)，得到集合 和 ，對 = , , , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立，

此時 為奇數，元素為奇數個。 

四、 在本研究中尚未找出 1 至 6 冪次方和均相等的理想解，搜尋相關資料後找到兩解(陳

漱 文 [2]) 。 其 中 ， 一 解 為 = { , , , , , , } 和 =

{ , , , , , , } ， 其 | − | ≠ | − | ， 另 一 解 為 為 =

{ , , , , , , } 和 = { , , , , , , } ， 其
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| − | ≠ | − |，兩組解皆沒有本研究由一次和相等依序進行擴增方法找

出的解偶次理想解的特徵，故可知無法由本研究一次和相等依序進行擴增方法得到

以上的解，但可能從擴增方法二，類似的起始的集合再擴增而來或是採用其它的方

法得到。 

五、 利用解特徵可以把文獻中的奇次 = , , …或偶次 = , , …方和相等的解擴增

為 = , , ⋯ , 的 解 ， 如 ( 陳 漱 文 [2])  = { , , , , } 和 =

{ , , , , }，對 = , , , 均有∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

可 令 = {− , − , − , − , − , , , , , } ,  =

{− , − , − , − , − , , , , , } ， 對 = , , ⋯ , 均 有

∑ ∈ = ∑ ∈ 。 

六、 等冪和問題可應用至軟體加密技術中(陳漱文[2])。把等冪和陣列引入軟體加密技術

中，最基本做法是選取若干等冪和陣列 (每組都可以演變出無陣列新的等冪和陣列)，

等號左邊的數存入軟體，等號右邊的數存入硬體。 

七、 本研究探討的是 和 為兩個不相交的 元實數集，若兩集合元素個數不相同又會呈

現出怎樣的結果，應該也是一個很有趣又具有挑戰性的題目。 

八、 利用 和 為兩個不相交的 元實數集 = { , , … , }和 = { , , … , }，且滿

足條件∑ = ∑ 或∑ = ∑ 的結果，可進一步探討面積各不相同的

正方形是否可以拼成面積相同、形狀相同的長方形，或者是體積各不相同的立方體

是否可以拼成體積相同、形狀相同的長方體問題。 

柒、 結論 

一、 本研究以三種方式進行建構，最後得到可直接利用∑ = ∑ 的條件，找出相

異四數、其中兩數的和等於另兩數的和，作為初始理想解集合 、 ，並以此為解

集合擴增的基礎，然後導入定理 3.1 的方法進行建構，使其高一冪次方的和相等的

條件得以被滿足的方式進行建構，是一個便捷、成功的求解兩線段完美分割問題的

方法。 

二、 本研究亦延伸獲得一個簡便的建構方法求解，使得被分割的線段滿足 = , , …或
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= , , …，均有∑ ∈ = ∑ ∈ 分割方法，如結論 5.1 和結論 5.2 所示，此結

果可適用於引理 1.1 解等倍數放大後仍可成立，但不適用引理 2.1 的平移操作。 

三、 可以利用研究結果得到對 = , , , … , ，均有∑ ∈ = ∑ ∈ 的理想解平移，

使 、 中的元素皆為大於零。利用推論 5.1 的方法，可建構 = , , , … , + 無

理數的理想解，應用平移操作使該無理數的理想解每個元素皆為大於零，再次建構

可得 = , , , … , + 無理數的理想解，如此操作下去可迅速找到高次等冪和問

題的理想解。 

四、 由結論 4.2， ≥ 時，若存在兩個不相交的 元正實數集合 = { , , … , }和

= { , , … , }，對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立，則對 =

+ = { + , + , … , + }和 

= + = { + , + , … , + }， 、 ∈ ，對 = , , ⋯ , ，

∑ ∈ = ∑ ∈ 亦成立。 

五、 ≥ 時 ， 若 存 在 兩 個 不 相 交 的 元 正 實 數 集 合 = { , , … , } 和 =

{ , , … , }，對 = , , ⋯ , 且 , , ⋯ , ∈ ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成

立，則對一線段總長度為 ，其 , , ⋯ , 冪次方和均相等的線段完美分割 條子

線段長度可為： = = { , , … , }和 = = { , , … , }，

其中 = / ∑ ∈ ，且對 = , , ⋯ , ，∑ ∈ = ∑ ∈ 均成立。 
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參、研究過程與方法  

壹、研究動機 

摘       要 

貳、研究目的  
本研究探尋建構一個簡易的方式，求解前述對於兩𝐧元正實數非空集合𝐀𝐧和𝐁𝐧、𝐀𝐧 ∩ 𝐁𝐧 = ∅

之𝐤 (𝐤 ∈ 𝐍)冪次方和均相等的線段完美分割問題： 

一、 於滿足條件 𝐚𝐢
𝟑 =  𝐛𝐢

𝟑𝐧
𝐢=𝟏

𝐧
𝐢=𝟏 時，𝐀𝐧和𝐁𝐧有何特殊關係存在? 

二、 於滿足條件 𝐚𝐢
𝟐 =  𝐛𝐢

𝟐𝐧
𝐢=𝟏

𝐧
𝐢=𝟏 時，𝐀𝐧和𝐁𝐧有何特殊關係存在? 

三、 於滿足條件對𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝐦， 𝐚𝐢
𝐤 =  𝐛𝐢

𝐤𝐧
𝐢=𝟏

𝐧
𝐢=𝟏 成立，𝐀𝐧和𝐁𝐧有何特殊關係存在? 

四、 於滿足條件對𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝐦， 𝐚𝐢
𝐤 =  𝐛𝐢

𝐤𝐧
𝐢=𝟏

𝐧
𝐢=𝟏 成立，𝐀𝐧和𝐁𝐧是否存在其他更為簡便

的建構求解方式? 建構方式是否也適用於有理數及無理數? 

五、 於滿足條件對𝐤 = 𝟏,𝟑,⋯ ,𝟐𝐭+ 𝟏或對𝐤 = 𝟐,𝟒,⋯ ,𝟐𝐭， 𝐚𝐢
𝐤 =  𝐛𝐢

𝐤𝐧
𝐢=𝟏

𝐧
𝐢=𝟏 成立，𝐀𝐧和𝐁𝐧是

否存在其他更為簡便的建構求解方式? 

等冪和是個古老、留有許多未解的迷人問題，過去多數使用多項式對稱、組合公式、複雜

的代數方法、或以電腦輔助搜尋，求取較高冪次的理想解。本研究採用初級的數學理論、方

法和公式，應用基本的集合性質、二項式公式、數學歸納法，成功獲取一系列等冪和的理想

解，並證明其解的存在。研究從基本的二元集開始，探討等冪和理想解存在時的特性，然後

導入定理 3.1 的方法建構、或運用推論 5.1 的方法倍數擴增，必可找到高一冪次或倍數冪次

方和的解或理想解，並延伸到實數的等冪和問題求解。本研究也成功找到一系列奇數和偶數

次、或無理數的等冪和理想解。研究結果預期可被應用至軟體的加密技術和相關應用，並且

值得進一步探討質數的高冪次等冪和問題。 

在「乘法公式與多項式」單元，練習到一題數學題：「兩不相交的非空子集𝐀、𝐁、 𝐀 =  𝐁 ，

使得 𝐱𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐱∈𝐁 且 𝐱𝟑𝐱∈𝐀 =  𝐱𝟑𝐱∈𝐁 」。在嘗試後發現，有很多奇妙的特性和美麗的數學

關係。搜尋相關文獻後，擬採用基本的集合性質、二項式公式、數學歸納法，探討等冪和理

想解的求解問題與解存在的證明；並且延伸探討求取一系列有理數或無理數等冪和問題理想

解的方法，從而擴展到實數的等冪和問題研究。 

首先針對以下問題探討：對給定長度相等的兩條線段，將其各分割為𝐧 (𝐧 ∈ 𝐍)，且𝐧 ≥ 𝟐

條子線段，滿足𝟐𝐧條子線段的長度均互不相等，第一條和第二條線段的𝐧條子線段長度的冪

次方𝐤 (𝐤 ∈ 𝐍)的和均相等。滿足時稱為： 𝐤冪次方和相等的線段完美分割。 

數學建模 

設𝐚𝟏,𝐚𝟐,… ,𝐚𝐧 和𝐛𝟏,𝐛𝟐,… ,𝐛𝐧 (𝐚𝐢,𝐛𝐢 ∈ 𝐑
+)分別代表第一條和第二條線段的𝐧 (𝐧 ≥ 𝟐, 𝐧 ∈ 𝐍)

條子線段長度，並以𝐧元正實數集合𝐀𝐧 = {𝐚𝟏,𝐚𝟐,… ,𝐚𝐧}和𝐁𝐧 = {𝐛𝟏,𝐛𝟐,… ,𝐛𝐧}表示，滿足 

1. 𝐚𝐢 ≠ 𝐚𝐣,𝐛𝐢 ≠ 𝐛𝐣，當𝐢 ≠ 𝐣，且𝐀𝐧 ∩ 𝐁𝐧 = ∅。     2.  𝐚𝐢
𝐤 =  𝐛𝐢

𝐤𝐧
𝐢=𝟏

𝐧
𝐢=𝟏 、𝐤 ∈ 𝐍。 

名詞及符號定義 

一、 𝐀𝐧：𝐧元正實數集合𝐀𝐧 = {𝐚𝟏,𝐚𝟐,… , 𝐚𝐧}，且𝐢 = 𝟏,𝟐,… , 𝐧、𝐚𝐢 ∈ 𝐑
+；或為𝐧元實數集合

𝐀𝐧、𝐚𝐢 ∈ 𝐑；或為𝐧元正整數集合𝐀𝐧、𝐚𝐢 ∈ 𝐍；同理，𝐁𝐧 = {𝐛𝟏,𝐛𝟐,… ,𝐛𝐧}亦同。 

二、 𝐫𝐀𝐧：𝐫𝐀𝐧 = {𝐫𝐚𝟏, 𝐫𝐚𝟐,… , 𝐫𝐚𝐧}、𝐫 ≠ 𝟎 ∈ 𝐑；同理，𝐫𝐁𝐧 = {𝐫𝐛𝟏, 𝐫𝐛𝟐,… , 𝐫𝐛𝐧}。 

三、 𝐀𝐧 + 𝐫： 𝐀𝐧 + 𝐫 = {𝐚𝟏 + 𝐫,𝐚𝟐 + 𝐫,… , 𝐚𝐧 + 𝐫} 、 𝐫 ∈ 𝐑；同理， 𝐁𝐧 + 𝐫 = {𝐛𝟏 + 𝐫,𝐛𝟐 +

𝐫,… ,𝐛𝐧 + 𝐫}。 

四、 理想解：若兩不相交的𝐧元實數集合𝐀和𝐁、𝐀 ∩ 𝐁 = ∅，且𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀 =

 𝐱𝐤𝐱∈𝐁 成立、𝐧 =  𝐦 + 𝟏時，集合𝐀和𝐁為𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦的理想解。 



一、 正整數理想解建構範例：從二元(𝐧 = 𝟐,𝐦 = 𝟏)理想解集合開始，運用定理 3.1 聯集擴增至三元

(𝐧 = 𝟑,𝐦 = 𝟐 )、四元 (𝐧 = 𝟒,𝐦 = 𝟑 )、五元 (𝐧 = 𝟓,𝐦 = 𝟒 )和六元 (𝐧 = 𝟔,𝐦 = 𝟓 )理想解求解，對

𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝐦， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧 成立。 

 
𝐀𝟐 =  𝟑,𝟔  

𝐁𝟐 =  𝟐,𝟕  
 
                   
       

𝐀𝟑 = 𝐀𝟐 ∪  𝐁𝟐 + 𝟑 −  𝟔 =  𝟑,𝟓,𝟏𝟎   

𝐁𝟑 = 𝐁𝟐 ∪  𝐀𝟐 + 𝟑 −  𝟔 =  𝟐,𝟕,𝟗      
  

                         
                   
       

𝐀𝟒 = 𝐀𝟑 ∪  𝐁𝟑 + 𝟓 −  𝟏𝟎,𝟕 =  𝟑,𝟓,𝟏𝟐,𝟏𝟒   

𝐁𝟒 = 𝐁𝟑 ∪  𝐀𝟑 + 𝟓 −  𝟏𝟎,𝟕 =  𝟐,𝟖,𝟗,𝟏𝟓      
  

                         
                   
       

𝐀𝟓 = 𝐀𝟒 ∪  𝐁𝟒 + 𝟕 −  𝟏𝟐,𝟗,𝟏𝟓 =  𝟑,𝟓,𝟏𝟒,𝟏𝟔,𝟐𝟐  

𝐁𝟓 = 𝐁𝟒 ∪  𝐀𝟒 + 𝟕 −  𝟏𝟐,𝟗,𝟏𝟓 =  𝟐,𝟖,𝟏𝟎,𝟏𝟗,𝟐𝟏  
  

                         
                   
       

𝐀𝟔 = 𝐀𝟓 ∪  𝐁𝟓 + 𝟐 −  𝟓,𝟏𝟎,𝟏𝟔,𝟐𝟏 =  𝟑,𝟒,𝟏𝟐,𝟏𝟒,𝟐𝟐,𝟐𝟑  

𝐁𝟔 = 𝐁𝟓 ∪  𝐀𝟓 + 𝟐 −  𝟓,𝟏𝟎,𝟏𝟔,𝟐𝟏 =  𝟐,𝟕,𝟖,𝟏𝟖,𝟏𝟗,𝟐𝟒     
  

二、 結論 5.2 正整數情況奇數和偶數冪次方和相等解建構範例：利用引理 2.1 進行平移操作，滿足

 𝐱𝐱∈𝐀𝐧
′ =  𝐱𝐱∈𝐁𝐧

′ = 𝟎，令𝐀𝐧
′ 和𝐁𝐧

′ 中大於 0 的子集合為𝐂和𝐃。 

(1) 𝐦 = 𝟐𝐭 + 𝟏, 𝐭 ∈ 𝐍時，集合𝐂、𝐃，其𝐤 = 𝟐,𝟒⋯ ,𝟐𝐭， 𝐱𝐤𝐱∈C =  𝐱𝐤𝐱∈D 成立。 

例如𝐦 = 𝟓時： 
𝐀𝟔 =  𝟑,𝟒,𝟏𝟐,𝟏𝟒,𝟐𝟐,𝟐𝟑  

𝐁𝟔 =  𝟐,𝟕,𝟖,𝟏𝟖,𝟏𝟗,𝟐𝟒    
 
平移後
     

𝐀𝟔
′ =  −𝟏𝟎,−𝟗,−𝟏,𝟏,𝟗,𝟏𝟎 

𝐁𝟔
′ =  −𝟏𝟏,−𝟔,−𝟓,𝟓,𝟔,𝟏𝟏 

 
大於 0 的子集合
            

𝐂 =  𝟏,𝟗,𝟏𝟎 

𝐃 =  𝟓,𝟔,𝟏𝟏 
   

對𝐤 = 𝟐,𝟒， 𝐱𝐤𝐱∈C =  𝐱𝐤𝐱∈D 成立。 

(2) 𝐦 = 𝟐𝐭, 𝐭 ∈ 𝐍時，集合𝐂、𝐃，其𝐤 = 𝟏,𝟑⋯ ,𝟐𝐭 − 𝟏， 𝐱𝐤𝐱∈C =  𝐱𝐤𝐱∈D 成立。 

例如𝐦 = 𝟒時： 
𝐀𝟔 =  𝟑,𝟓,𝟏𝟏,𝟏𝟔,𝟏𝟖,𝟐𝟒  

𝐁𝟔 =  𝟐,𝟖,𝟗,𝟏𝟓,𝟐𝟏,𝟐𝟑    
 
平移後
     

𝐀𝟔
′ =  −𝟏𝟎,−𝟖,−𝟐,𝟒,𝟓,𝟏𝟏 

𝐁𝟔
′ =  −𝟏𝟏,−𝟓,−𝟒,𝟐,𝟖,𝟏𝟎 

 
大於 0 的子集合
            

𝐂 =  𝟒,𝟓,𝟏𝟏 

𝐃 =  𝟐,𝟖,𝟏𝟎 
   

對𝐤 = 𝟏,𝟑， 𝐱𝐤𝐱∈𝐂 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐃 成立。 

三、 推論 5.1 倍增建構無理數理想解範例：元素皆為正的理想解→倍數擴增建構無理數理想解→應用引理

2.1 平移操作使元素皆為正→倍數擴增→… 

   

 
𝐀𝟔 =  𝟑,𝟒,𝟏𝟐,𝟏𝟒,𝟐𝟐,𝟐𝟑  
𝐁𝟔 =  𝟐,𝟕,𝟖,𝟏𝟖,𝟏𝟗,𝟐𝟒     

 ， 

𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝟓， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝟔 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝟔   

 
𝐀𝟏𝟐 =  − 𝟑,− 𝟒,− 𝟏𝟐,− 𝟏𝟒,− 𝟐𝟐,− 𝟐𝟑, 𝟐𝟑, 𝟐𝟐, 𝟏𝟒, 𝟏𝟐, 𝟒, 𝟑  

𝐁𝟏𝟐 =  − 𝟐,− 𝟕,− 𝟖,− 𝟏𝟖,− 𝟏𝟗,− 𝟐𝟒, 𝟐𝟒, 𝟏𝟗, 𝟏𝟖, 𝟖, 𝟕, 𝟐       
 ， 

𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝟏𝟏， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝟏𝟐 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝟏𝟐  

 
 

 𝐀𝟏𝟐
′

=𝐀𝟏𝟐+𝟓 

𝐁𝟏𝟐
′

=𝐁𝟏𝟐+𝟓 
  𝐤=𝟎,𝟏,⋯ ,𝟏𝟏， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝟏𝟐 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝟏𝟐   

𝐀𝟐𝟒 =⋯ 
𝐁𝟐𝟒 = ⋯

  𝐤=𝟎,𝟏,⋯ ,𝟐𝟑， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝟏𝟐 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝟏𝟐   

 

的問題

冪次方和均相等的線段完美分割 滿足 成立

的問題
  𝐱𝟐𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝟐𝐱∈𝐁𝐧  

  𝐱𝟑𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝟑𝐱∈𝐁𝐧  

發現 𝐱𝟑𝐱∈𝐀 =  𝐱𝟑𝐱∈𝐁  
且   𝐱𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐱∈𝐁  

 

𝐧 ≥ 𝟐存在𝐀𝐧、𝐁𝐧滿足 
   𝐱𝟑𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝟑𝐱∈𝐁n

 
 

𝐧 ≥ 𝟑存在𝐀𝐧與𝐁𝐧滿足 
  𝐱𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐱∈𝐁𝐧  及 
  𝐱𝟐𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝟐𝐱∈𝐁𝐧  

 
 𝐧 ≥ 𝟐存在𝐀𝐧、𝐁𝐧滿足 
  x2

x∈𝐀𝐧 =  x2
x∈𝐁𝐧  

 
設𝐀與𝐁滿足 𝐱𝐤𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁 ，對𝐤 = 𝟎,𝟏, ⋯ ,𝐦均成立 
則集合𝐀′ = 𝐀 ∪  𝐁 + 𝐫 與𝐁′ = 𝐁 ∪  𝐀 + 𝐫 ，𝐫 ∈ 𝐑， 
滿足對𝐤 = 𝟎,𝟏, ⋯ ,𝐦,𝐦 + 𝟏，均有 𝐱𝐤𝐱∈𝐀′ =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁′ 。 

 
 

對𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁 ，均成立。

𝐀′ = 𝐀 + 𝐫 、 𝐁′ = 𝐁 + 𝐫 ， 𝐫 ∈ 𝐑 ， 恆 滿 足

𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦，均有 𝐱𝐤𝐱∈𝐀′ =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁′ 。 

 
存在正實數集合𝐂、𝐃， 

對 𝐤 = 𝟏,𝟑⋯ ,𝟐𝐭 − 𝟏，𝐭 ∈ 𝐍 

均成立的建構方式 

 

 

 
存在正實數集合𝐂、𝐃， 

對  𝐤 = 𝟐,𝟒⋯ ,𝟐𝐭，𝐭 ∈ 𝐍 

均成立的建構方式 

 

 

 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧 ，𝐫 ∈ 𝐑 

則 𝐱𝐤𝐱∈𝐫𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐫𝐁𝐧  

滿足 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈ 𝐁𝐧 ，對𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝐦均成立 

利用
 𝐱𝐱∈𝐀𝟑 =  𝐱𝐱∈𝐁𝟑 且

 𝐱𝟑𝐱∈𝐀𝟑 =  𝐱𝟑𝐱∈𝐁𝟑

擴增 利用
 𝐱𝐱∈𝐀𝟑 =  𝐱𝐱∈𝐁𝟑 且

 𝐱𝟐𝐱∈𝐀𝟑 =  𝐱𝟐𝐱∈𝐁𝟑

擴增 利用 𝐱𝐱∈𝐀𝟐 =  𝐱𝐱∈𝐁𝟐 擴增 

 
 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧𝟏

=  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧𝟏
， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧𝟐

′ =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧𝟐
′  

且𝐀𝐧𝟏 ∩ 𝐀𝐧𝟐
′ = ∅、𝐁𝐧𝟏 ∩ 𝐁𝐧𝟐

′ = ∅， 
則 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧𝟏∪𝐀𝐧𝟐

′ =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧𝟏∪𝐁𝐧𝟐
′  

 

可用 
無理數 
建構 

 

當𝐧 ≥ 𝟐時，存集合𝐀𝐧與𝐁𝐧，對 
 𝐤 = 𝟎,𝟏,𝟐,… ,𝐦，均有 𝐱𝐤𝐱∈𝐀  

=  𝐱𝐤𝐱∈𝐁  、𝐦 < 𝐧、𝐤 ∈ 𝐍。 
 
 

由𝐤 = 𝟎,𝟏,𝟐,… ,𝐦，𝐀 、𝐁元素皆大於 
零， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁 的理想解，建構 
𝐤 = 𝟎,𝟏,𝟐,… ,𝟐𝐦 + 𝟏無理數的理想解 

由系列解通 
式給出完美 
分割的通解 

 

𝐧 ≥ 𝟓存在集合An與Bn 
對𝐤 = 𝟎,𝟏, ⋯ ,𝟒均有 
 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧 。 
 

滿足 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧  

對𝐤 = 𝟏,𝟑⋯或𝐤 = 𝟐,𝟒⋯ 

成立的建構方式 

滿足 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧  

對𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯,m 成立 

當𝐧 ≥ 𝟐時，若𝐀𝐧和𝐁𝐧，對𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝐦， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 = 

 𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧 成立，則𝐀𝐧
′ = 𝐩𝐀𝐧 + 𝐪和𝐁𝐧

′ = 𝐩𝐁𝐧 + 𝐪，p、 

q∈ 𝐑，對𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯ ,𝐦， 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧
′ =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧

′ 成立 

滿足 𝐱𝐤𝐱∈𝐀𝐧 =  𝐱𝐤𝐱∈𝐁𝐧  

對𝐤 = 𝟎,𝟏,⋯,m 成立的 
其它建構方式 
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一、 等冪和的解有一個特殊性質，簡稱平移操作 – 引理 2.1 

設兩不相交的𝐧元實數集合𝐀和𝐁、𝐀 ∩ 𝐁 = ∅，且滿足條件對𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦，

 𝐱𝐤
𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐤

𝐱∈𝐁 成立。則對於集合𝐀′ = 𝐀 + 𝐫、𝐁′ = 𝐁+ 𝐫、𝐫 ∈ 𝐑，當𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦，

滿足 𝐱𝐤
𝐱∈𝐀′ =  𝐱𝐤

𝐱∈𝐁′ 。 

二、 利用平移操作、聯集擴增可求出等冪和的理想解、引用二項式公式證明 – 定理 3.1 

設兩不相交的𝐧元實數集合𝐀和𝐁、𝐀 ∩ 𝐁 = ∅，且滿足條件對𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦，

 𝐱𝐤
𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐤

𝐱∈𝐁 成立。則對於集合𝐀′ = 𝐀 ∪  𝐁+ 𝐫 、𝐁′ = 𝐁 ∪  𝐀+ 𝐫 、𝐫 ∈ 𝐑，當

𝐤 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦,𝐦+ 𝟏，亦滿足 𝐱𝐤
𝐱∈𝐀′ =  𝐱𝐤

𝐱∈𝐁′ 。 

三、 應用多項式根與係數之間的關係和數學歸納法、反證法證明 – 定理 3.2 

當𝐧 ≥ 𝟐時，存在兩個不相交的𝐧元實數集合𝐀和𝐁、𝐀 ∩ 𝐁 = ∅，滿足條件𝐤 = 𝟎,𝟏,𝟐,… ,𝐦

時，均有 𝐱𝐤
𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐤

𝐱∈𝐁 ，則𝐦 < 𝐧、𝐤 ∈ 𝐍。 

四、 利用定理 3.1 的建構和擴增方法，求解 k 冪次方和相等的線段完美分割問題 

 可選擇適當的𝐫平移𝐀和𝐁，讓𝐀′和𝐁′有若干個共同元素，再剔除其中的共同元素，

使得𝐀′ ∩ 𝐁′ = ∅。相對於原來的集合𝐀和𝐁而言，透過此方法建構的集合𝐀′和𝐁′，其

高一冪次方的和也相等。 

 可由建構的集合之元素間的數值差異作簡易的觀察，在建構的集合中元素間具有相

同數值差的元素個數，即為平移該差異數值可消去的元素個數。 

 對所有的𝐦均可找到解，但在建構前的集合元素若各為𝐧個，則建構後的集合元素

個數範圍在𝟐𝐧至𝐦+ 𝟏之間。 

 只要找到一組解，就可以利用平移操作和等倍放大找出同一系列的解或理想解，經

過推廣即獲得 k 冪次方和相等的線段完美分割的簡易建構方法。 

五、 找到𝐤 = 𝟎,𝟏,𝟐,… ,𝐦，𝐀、𝐁元素皆大於零的理想解；利用推論 5.1 的方法，可倍增建

構無理數問題 𝐤 = 𝟎,𝟏,𝟐,… ,𝟐𝐦 + 𝟏情況的解，並延伸求得滿足 𝐤 = 𝟏,𝟑,𝟓…或

𝐤 = 𝟐,𝟒,𝟔…， 𝐱𝐤
𝐱∈𝐀 =  𝐱𝐤

𝐱∈𝐁 的解。 

六、 𝐧 ≥ 𝟐時，若存在兩個不相交的𝐧元正實數集合𝐀𝐧 =  𝐚𝟏,𝐚𝟐,… , 𝐚𝐧 和𝐁𝐧 =  𝐛𝟏,𝐛𝟐,… ,𝐛𝐧 ，

對𝐤 = 𝐤𝟏,𝐤𝟐,⋯ ,𝐤𝐦 ∈ 𝐍， 𝐱𝐤
𝐱∈𝐀𝐧

=  𝐱𝐤
𝐱∈𝐁𝐧

均成立，則對一線段總長度為𝐋，其

𝐤𝟏,𝐤𝟐,⋯ ,𝐤𝐦冪次方和均相等的線段完美分割𝐧條子線段長度可為：𝐀𝐧
′ = 𝐩𝐀𝐧 =

 𝐩𝐚𝟏,𝐩𝐚𝟐,… ,𝐩𝐚𝐧 和𝐁𝐧
′ = 𝐩𝐁𝐧 =  𝐩𝐛𝟏,𝐩𝐛𝟐,… ,𝐩𝐛𝐧 ，其中𝐩 = 𝐋/ 𝐱𝐱∈𝐀𝐧

。 

一、僅須利用集合的平移操作(加法)、聯集擴增的方式進行建構，即可找到更高一冪次方和

相等的一系列理想解，方法簡單、保證找得到解、和引用二項式公式證明定理 3.1，並

且可適用於有理數、無理數(或實數)問題的求解。 
二、僅應用初級或基礎的數學技巧，應用多項式根與係數之間的關係和數學歸納法、反證法

即重新證明了定理 3.2 理想解存在的重要限制，𝐦 < 𝑛、𝐤 ∈ 𝐍。 
三、僅採用筆算、輔以手持計算器和電腦 Excel 驗算，故本研究解集合的數字，皆相對較小；

但應用此方法，應可進一步運用程式輔助運算，有效找到其他組合的系列理想解。 
四、等冪和問題可應用至軟體加密技術中： 

把等冪和陣列引入軟體加密技術中，最基本做法是選取若干等冪和陣列 (每組都可以演

變出無陣列新的等冪和陣列)，等號左邊的數存入軟體，等號右邊的數存入硬體，並隨著

加密的難度升高，進一步探討質數的高冪次等冪和問題。 
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