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摘要 

    根據密克定理的陳述，於一個三角形的三邊上各任取一點，則三個外接圓會交於一點，

且逆定理也存在。我在確認完定理和逆定理的正確性之後，以原本定理的敘述為基礎，推廣

並探討了根據該定理所能做出的相似形和圓心的軌跡，並將軌跡視為三角形的基本性質，棄

續探討軌跡的交點的軌跡，最後再將密克定理和密克逆定理推廣到多邊形。 

壹、 研究動機 

    在第四冊的尺規作圖中，學習到如何只用尺和圓規作圖，一次隨性的突發奇想，讓我想

看看以三角形的三頂點為圓心、以三邊為半徑，所作出來的圓有什麼特色，殊不知我並沒有

發現什麼驚奇的事，於是我便上網查查看是否有前人的足跡可循，而密克定理便是其一，當

然，與我原本的目的不甚相符，但面對這新奇的定理，又怎能不生好奇之心？故此，以推廣

密克定理為目標，輔以第四冊的全等與第五冊中的相似形和圓，我，走向這條以前人的理論

為基礎的研究之路。 

貳、 研究目的 

一、 密克定理與密克逆定理的證明 

二、 三角形密克定理的推廣 

三、 n 邊形的密克定理與密克逆定理 

參、 研究設備與器材 

紙、筆、圓規、電腦、Geogebra 繪圖軟體 
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肆、 研究過程或方法 

一、 密克定理與密克逆定理的證明 

(一) 密克定理(Miquel’s theorem)： 

1. 網路上的證明： 

設圓𝑂1和圓𝑂3的交點為 M，且 M 在∆ABC內部 

∵ ∠𝑃𝑀𝑅 + ∠𝑅𝑀𝑄 = (𝜋 −
1

2
𝑃𝑀𝑅̂) + (𝜋 −

1

2
𝑅𝑀𝑄̂) 

又∠PMQ = 2𝜋 − (∠PMR + ∠RMQ) 

=
1

2
𝑃𝑀𝑅̂ +

1

2
𝑅𝑀𝑄̂ = ∠A + ∠C = 𝜋 − ∠B 

∴ M 必在圓𝑂2上  (∠PMQ + ∠B = 𝜋) 

故圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3交於一點                                            Q.E.D. 

上面證法的先決條件是「密克點在∆ABC內部」，此時會形成三個四邊形，利用圓內接四邊形

對角互補性質就可以證明。 

2. 我發現若密克點位在一邊上(如圖二)，也就是其中的兩個圓外切，密克定理一樣成立，

其證明如下: 

設圓𝑂1和圓𝑂3相切於 M 且𝑀𝐺 ⃡     為其切線，即 M 點在𝐴𝐶 

∵ ∠A = ∠PMG，∠C = ∠QMG，又∠A + ∠B + ∠C =  𝜋 

∴ ∠B + ∠PMQ =  𝜋 

即圓𝑂2有過 M 點 (圓內接四邊形對角互補)，得若 M 點

位在𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 上是成立的，得若密克點在三角形的一邊上密

克定理亦成立。在其他二邊上也同理可得密克定理成

立。                                                                   Q.E.D. 

如下圖，任意三角形 ABC 上，P、Q、R 分別位於𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐴𝐶，則∆APR、∆BQP、

∆CRQ的外接圓(圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3)交於一點，並稱之為密克點(Miquel point)。 

 

 

 

圖一 

圖二 
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3. 再考慮到其中兩圓交點在∆ABC外部的情況，利用圓內接四邊形對角互補一樣可以證明

第三個圓會過此點： 

設圓𝑂2和圓𝑂3的交點 M 在∆ABC外部。在此不妨設其在𝐴𝐶外部(圖三)，仍不失一般性 

∵ ∠PMQ = ∠PMR + ∠QMR 

又∠QMR = ∠C，∠PMQ = 𝜋 − ∠B 

∴ 𝜋 − ∠B = ∠C + ∠PMR ⇒ ∠PMR = ∠A 

⇒ APRM 四點共圓 

∴ 圓𝑂1有過 M 

故圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3交於一點 

Q.E.D. 

4. 以上討論的三角形外部並沒有辦法說明，密克點在直線

𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    上的情況，如圖四。若 M 位在𝐴𝐶延長線

上，因為 A、M、R 三點共線，所以 AMPR 不會是圓內

接四邊形，得∆APR的外接圓不可能過位於𝐴𝐶延長線上

的 M，即密克點不可能在𝐴𝐵延長線上。其餘二邊延長

線亦同。 

綜合以上四點可知：「任意三角形 ABC 上，P、Q、R 分別位於𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐴𝐶，則∆APR、

∆BQP、∆CRQ的外接圓 (圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3) 會交於一點」。 

 

(二) 密克逆定理 

設圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3交於點 M，而 P、Q、R 則是圓𝑂1與圓𝑂2、圓𝑂2與圓𝑂3、圓𝑂1與

圓𝑂3的另一個交點，在圓𝑂1上任取一點 A，𝐴𝑃 ⃡    與圓𝑂2交於點 B、𝐴R ⃡    與圓𝑂3交於點 C，

則 B、C、Q 三點會共線。 

 

圖四 

圖三 
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1. 網路上的證明(圖五)： 

∠APM + ∠ARM =  𝜋   (圓內接四邊形對角互補) 

⇒ ∠MPB + ∠CRM =  𝜋 

⇒ ∠MQB + ∠MQC =  𝜋 

故 B、C、Q 三點共線                                                    Q.E.D. 

2. 網路上的證明僅限於三角形內可有三個圓內接四邊形的情況，若非如此，如圖六所示， 

因∆ABC內三個圓內接四邊形不存在，便不可再用前述方法，為了得到更一般的證法， 

我提出了下述證明：   

將三圓圓心相連，得到∆𝑂1𝑂2𝑂3 

∵ ∠BAC =
1

2
𝑃𝑀𝑅̂ (從圖五中很容易就可以看出來，而在圖六則是因 

為
1

2
𝑃𝑀𝑅̂ +

1

2
𝑃𝑅̂ = π，其中

1

2
𝑃𝑅̂ = ∠PAR) 

又∠𝑂2𝑂1𝑂3 =
1

2
𝑃𝑀𝑅̂ (𝑂1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為𝑃𝑀̅̅̅̅̅、𝑅𝑀̅̅̅̅̅的中垂線) 

∴ ∠BAC = ∠𝑂2𝑂1𝑂3 

同理∠𝐵 = ∠𝑂1𝑂2𝑂3，∠𝐶 = ∠𝑂1𝑂3𝑂2 

(1) Q 在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的情況(圖五) 

∵ ∠𝑂2𝑂1𝑂3 + ∠𝑂1𝑂2𝑂3 + ∠𝑂1𝑂3𝑂2 = π 

⇒ ∠A + ∠B + ∠C = π 

又 A、P、B 和 A、R、C 三點分別共線 

設A、B、Q、C是一個四邊形 

則∠A + ∠B + ∠C + ∠Q = 2π 

∴ ∠Q = π 

得 B、C、Q 三點共線                                              

(2) Q 在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 延長線的情況(圖六) 

∵ ∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝑂1𝑂3𝑂2 ⇒
1

2
𝑄𝑀𝑅̂ 

圖五 

圖六 
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又∠𝑅𝐶𝑄 =
1

2
𝑄𝑅̂ 

∴ ∠𝐴𝐶𝐵 + ∠𝑅𝐶𝑄 =
1

2
𝑄𝑀𝑅̂ +

1

2
𝑄𝑅̂ = π 

得 B、C、Q 三點共線 

若非 C 點在 B、Q 中間而是 B 點在 C、Q 中間，則證法亦同                  Q.E.D. 

3. 由 2.的證明得： 

二、三角形密克定理的推廣 

(一) 若 P、Q、R 三點分別位在𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    上，則密克定理亦成立： 

證明： 

設∆APR、∆CRQ的外接圓交於 M 

令∆BMP 的外接圓與∆CRQ的外接圓交於 Q’ 

根據密克逆定理，如果三圓交於一點則 

B、Q’、C 三點共線 

∴ Q’位在𝐵𝐶 ⃡     

∴  Q 點即為 Q’，即 B、P、M、Q 四點共圓 

得∆APR、∆BQP、∆CRQ的外接圓會交於一點 

 Q.E.D. 

(二) 作邊長為倍數關係的相似形 

1. 作邊長為∆ABC 1/2 倍的∆𝑂1𝑂2𝑂3 

作法如下： 

(1) 於∆ABC所在平面選一個點 M 

(2) 自點 M 向各邊或其延長線作垂 

圖七 

圖八 

於𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    上各取 P、Q、R 三點，則∆APR、∆BQP、∆CRQ的外接圓(圓

𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3)交於一點(如圖七)。  

 

在密克逆定理的情境中，∆𝑂1𝑂2𝑂3~∆ABC 
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線，𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    上的垂足分別為 P、Q、R 

(3) 作∆APR、∆BPQ、∆CQR的外接圓圓 

心，分別為𝑂1、𝑂2、𝑂3 

(4) ∆𝑂1𝑂2𝑂3即為所求(如圖八、圖九)  

 

以下將逐步證明： 

(1) 以 P、Q、R 三點為垂足，分別做𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    的垂線，只要三條垂線交於一點，

則𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ //𝑂2𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

證明： 

設三條以 P、Q、R 三點為垂足所作的垂線交於 K，因為∠APK = ∠ARK = π/2，故

四邊形 APKR 為圓內接四邊形，即圓𝑂1有過 K 點，同理，圓𝑂2、圓𝑂3也都會通過 K

點，即K = M。 

∵ 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ ( 連心線與公弦垂直 ) 

又𝑃𝑀̅̅̅̅̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

∴ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

同理𝐵𝐶̅̅ ̅̅ //𝑂2𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

                                                       Q.E.D. 

(2) 若 P、Q、R 分別為 M 到三邊所做垂線的垂足時，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ //𝑂2𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。此時∆𝑂1𝑂2𝑂3邊長為∆ABC的 1/2 倍 

證明： 

∵ 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

∴ 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ =2𝑂1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  (A、𝑂1、M 三點共線) 

圖十 

 

圖九
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又𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

∴ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =2𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

∵ ∆ABC ∼ ∆𝑂1𝑂2𝑂3 

得∆𝑂1𝑂2𝑂3邊長為∆ABC的 1/2 倍 

Q.E.D. 

發現：從作邊長 1/2 倍的相似形中，可知只要從已知點 M 向三角形三邊作垂線，就可

得到用以作三圓的 P、Q、R 三點，且此三圓會交於 M 點，此時 M 點即為密克點。在之

前的推廣中知道若 P、Q、R 三點位在三邊延長線上，三圓仍會交於一點，故垂足可以

位在三邊及延長線上，即： 

但是在已知∆ABC 和 M的前提下，此種作垂線的畫法所畫出的三圓只是其中一種可能，

事實上還會有無限組三圓都交於 M 點，其他細節將在(四)繼續討論。 

2. 作邊長為∆ABC 2 倍的∆PQR 

在密克逆定理的證明中，曾利用三角形與三圓心連成的三角形相似的性質。所以如果

需要∆ABC的相似形，以 A、B、C 三點分別為圓心，使三圓交於一點，再以逆定理做

法畫出新的三角形，前面已經證明過兩三角形相似，故得∆ABC的相似形。 

作法如下： 

(1) 分別以∆ABC 的三頂點為圓心，𝐴𝑀̅̅̅̅̅、

𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅、𝐶𝑀̅̅̅̅̅為半徑作三圓(其中 M 點可

為平面上任意點) 

(2) 連AM ⃡     ，交圓 A 於 P。連BM ⃡     ，交圓 B

於 Q。連CM ⃡    ，交圓 C 於 R。 

(3) ∆PQR即為所求。 
圖十二 

圖十一 

除了𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的延長線，密克點可以出現在三角形所在平面上任意處。 
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證明： 

∵ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝑃𝑄̅̅ ̅̅  (𝑀𝑃̅̅̅̅̅、𝑀𝑄̅̅ ̅̅ ̅皆為直徑 ⇒ 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀𝐷̅̅ ̅̅ ̅) 

∴ ∆ABM ∼ ∆PQM 

∵ 𝑀𝑃̅̅̅̅̅ = 2𝐴𝑀̅̅̅̅̅ 

得∆PQM的邊長為∆ABM的邊長的 2 倍 

同理得∆QRM和∆PRM的邊長分別為∆BCM和∆ACM的邊長的 2 倍 

即∆PQR的邊長為∆ABC的邊長的 2 倍 

Q.E.D. 

3. 邊長的倍數範圍 

作邊長 1/2 倍是從「類似密克定理」的方式著手，做 2 倍則是從「類似密克逆定理」

著手，故以下將分別討論此兩種做法。 

(1). 類似密克定理的畫法 

此畫法是已知∆ABC，於其三邊各任選一點，根據密克定理做出三個交於一點的圓

形，此三圓圓心所連成的三角形就是原三角形的相似形。所以 P、Q、R 三點選取

的位置決定了相似形的大小。 

因為當 P、Q、R 三點在三邊延長線上時密克定理存在，所以只要 P、Q、R 三點選

在離∆ABC的無限遠處，即三個外接圓也無限大，那所能繪出的相似形的邊長倍數

範圍也就無上限。 

證明如下： 

已知∆ABC所在平面任意點 M，自點 M 向AB ⃡    、BC ⃡   、AC ⃡   作垂線，垂足分別為 P、Q、

R，可得∆APR、∆BPQ、∆CQR的外接圓。再於AB ⃡    、BC ⃡   、AC ⃡   上分別任選一點 P’、

Q’、R’(非 P、Q、R)， 可得∆AP′R′、∆BP′Q′、∆CQ′R′的外接圓，為方便證明，如圖

十三先只看兩組圓，即圓𝑂1和圓𝑂2、圓𝑂1’和圓𝑂2’。 

而此種畫法的最小倍數即為 1/2 倍。 
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在∆APM和∆AP′M中 

根據正弦定理有： 

AM̅̅̅̅̅

𝑠𝑖𝑛∠APM
= 2𝑟1，

AM̅̅̅̅̅

𝑠𝑖𝑛∠AP′M
= 2𝑟1

′     

 (其中𝑟1和𝑟1′分別是圓𝑂1和圓𝑂1’的半徑) 

∵ ∠AP′M > ∠APM = π/2且𝐴𝑀̅̅̅̅̅為定值 

∴ 𝑟1′ > 𝑟1  

同理在∆BPM和∆BP′M中 

∵ ∠BPM = π/2 > ∠BP′M且𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅為定值 

∴ 𝑟2′ > 𝑟2 (其中𝑟2和𝑟2′分別是圓𝑂2和圓𝑂2’的半徑) 

∴ 在∆𝑂1𝑀𝑂2和∆𝑂1′𝑀𝑂2′中 

∵ ∠𝑂1𝑀𝑂2 = ∠𝑂1
′𝑀𝑂2

′  (∠𝑂1𝑂2𝑀 = ∠PBM = ∠𝑂1′𝑂2′𝑀，同 

理∠𝑂2𝑂1𝑀 = ∠PAM = ∠𝑂2
′ 𝑂1′𝑀)，𝑂1′𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ > 𝑂1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝑂2′𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ > 𝑂2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  

∴ 𝑂1′𝑂2′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

又∆𝑂1𝑂2𝑂3 ∼ ∆𝑂1′𝑂2′𝑂3’ ∼ ∆ABC 

得𝑂1′𝑂2′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2′𝑂3′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > 𝑂2𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂1′𝑂3′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

意即當 P、Q、R 皆為 M 點到三邊的垂足時，所得∆𝑂1𝑂2𝑂3的邊長為最小情況，且

其邊長為∆ABC的 1/2 倍。                                            Q.E.D. 

(2). 類似密克逆定理的畫法 

此畫法是以∆ABC的三頂點為圓心，做三個交於一點的圓形，於這三圓上可根據密克

定理得到一個新的三角形(∆PQR)，且相似於∆ABC。 

此畫法得到的∆PQR，其邊長將限於 0 到 2 倍之間，因為只要 P 點選在 M 點上，則

∆PQR不存在，故其邊長可視為 0，得倍數下限為 0 倍。 

圖十三 

而上限則為 2 倍。 
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證明如下： 

如圖十四，已知∆PQR為邊長是∆ABC的 2 倍的三角形，再於圓 A 上任選一點 P’(非 P

點)，得∆P′Q′R′ 

∵ ∆ABC ∼ ∆PQR ∼ ∆P′Q′R′ 

∴ 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ > 𝑃′𝑀̅̅ ̅̅ ̅ (𝑃𝑀̅̅̅̅̅為直徑) ⇒ 𝑃𝑅̅̅ ̅̅ > 𝑃′𝑅′̅̅ ̅̅ ̅̅  

同理 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ > 𝑄′𝑅′̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑃𝑄̅̅ ̅̅ > 𝑃′𝑄′̅̅ ̅̅ ̅̅  

其中𝑃𝑅̅̅ ̅̅ = 2𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝑄𝑅̅̅ ̅̅ = 2𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

即∆PQR的邊長最大是∆ABC的 2 倍     

                                 Q.E.D. 

(三) A𝑂1
 ⃡      、B𝑂2

 ⃡      、C𝑂3
 ⃡      交於一點的條件 

∆ABC根據密克定理會得到的∆𝑂1𝑂2𝑂3 

1. 若 P、Q、R 三點分別為密克點到三邊所作垂線的垂足，則A𝑂1
 ⃡      、B𝑂2

 ⃡      、C𝑂3
 ⃡      會交於一點

證明如下(圖十五)： 

∠APM = π/2 ⇒ 𝐴𝑀̅̅̅̅̅為圓𝑂1的直徑⇒A、𝑂1、M 三點共線 

同理 B、𝑂2、M 三點和 C、𝑂3、M 三點分別共線 

即A𝑂1
 ⃡      、B𝑂2

 ⃡      、C𝑂3
 ⃡      會交於密克點                                          Q.E.D. 

 

2. 若A𝑂1
 ⃡      、B𝑂2

 ⃡      、C𝑂3
 ⃡      交於一點，則此點必為密克點，且 P、Q、R 三點分別為密克點到三

邊所作垂線的垂足，證明如下(圖十六)：  

A𝑂1
 ⃡      、B𝑂2

 ⃡      、C𝑂3
 ⃡      交於一點，則此點也會是三圓的交點，但三圓只會交於密克點，所以

A𝑂1
 ⃡      、B𝑂2

 ⃡      、C𝑂3
 ⃡      交於密克點。根據前一個證明，P、Q、R 三點分別為密克點到三邊所作

線的垂足。                                                             Q.E.D. 

圖十四 
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(四) 密克點固定則𝑂1、𝑂2、𝑂3必分別位於三角形頂點到密克點的連線之中垂線上 

因為只要從平面上任選一點向各邊做垂線便可得到 P、Q、R 三點，此三點所繪出的三

圓必會交於該點，所以在平面上的任意點都可以成為密克點。既然任意點都可以成為密

克點，那在同一個點上，我想畫出更多組都交於該點的三圓。 

作法如下： 

故隨 P 點選得不同，該組的三圓位置大小也會各不相同。如圖十八，紅色和藍色各為一

組選法所畫出的交於一點的三圓。 

 

 

 

 

 

圖十五 圖十六 

圖十八 

如圖十七，已知∆ABC和 M 點，於AB ⃡    上任取一點 P(不可選在 A 或 B)，作∆APM的外

接圓，定此圓與AC ⃡   的交點為 R，再作∆PMB的外接圓，定此圓與BC ⃡   交於 Q，最後作

∆RQC的外接圓，即得到交於一點的三圓。(其中 Q、R 皆不可位在 A、B 或 C) 

 

圖十七 
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而我進一步發現，不管 P 點選在哪，圓𝑂1的圓心都會位在同一條直線上。如圖十九，即

為三個不同的 P 點所造成的三個𝑂1連線。 

 

 

 

 

 

 

證明(如圖二十)： 

圓𝑂1為AB ⃡    上任一點 P 與 A、M 的外接圓，故其圓心為𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑀̅̅̅̅̅、𝑃𝑀̅̅̅̅̅中垂線交點，又

∆ABC與 M 點都不會因為 P 點的位置而有所改變，所以𝐴𝑀̅̅̅̅̅的中垂線是固定的，也就是圓

𝑂1的圓心只能位在該直線上。 

同理圓𝑂2、圓𝑂3的圓心分別位於𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅、𝐶𝑀̅̅̅̅̅的中垂線。 

Q.E.D. 

 

 

 

 

 

圖十九 

 

圖二十 

如果密克點固定，則於AB ⃡    上取任意點 P，根據前述做法得到的三圓，它們的圓心

𝑂1、𝑂2、𝑂3必分別位在頂點到密克點連線中垂線。 
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然而，並非這三條中垂線上的所有點，都是圓心可能出現的。例如當 P 點選在 A 點上時，

∆APM的外接圓不存在，自然也不會有圓心，所以𝐴𝑀̅̅̅̅̅的中垂線就會有一點不是圓心的軌跡。 

如圖二十一，在移動 P 點時，總有一種情況是 R 點與 A 點重疊，此時雖然∆APM的外接圓看

似存在，但事實上我們討論的是在「密克定理」敘述下的情況，所以其圓心應當視為∆APR

的外接圓，但 R 點與 A 點重疊，所以此時沒有外接圓，𝐴𝑀̅̅̅̅̅的中垂線上也因此有另一處不是

圓心的軌跡。 

 

 

 

 

 

 

(五) 三圓的圓心軌跡 

當密克點固定，移動點 P，得到三個圓的圓心軌跡為∆ABC三頂點到密克點的連線的中垂

線，而這三條中垂線恰可交成一固定三角形。此三中垂線間兩兩相交的點不會改變，而這三

個交點也就是∆AMB、∆AMC、∆BMC的外心 D、E、F。(圖二十二) 

1. 當密克點選在∆ABC的垂心上時，可得∆DEF ≅ ∆ABC (圖二十三) 

證明： 

AM ⃡     、BM ⃡     、CM ⃡    分別為三角形的高 

且𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 分別為𝐴𝑀̅̅̅̅̅、𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅、𝐶𝑀̅̅̅̅̅的中垂線 

AM ⃡     ⊥ 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 且AM ⃡     ⊥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ⇒ 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ //𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

同理𝐷𝐸̅̅ ̅̅ //𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅ //𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

故∠A = ∠E，∠B = ∠F，∠C = ∠D      ∴ ∆ABC ∼ ∆EFD 

圖二十一 

所以不能說圓心軌跡為直線，只能說軌跡必在頂點到密克點連線的中垂線上。 
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再作過A、B、C且分別平行𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的直線，兩兩交於 G、I、H 

則∠H = ∠A = ∠E，∠I = ∠B = ∠F，∠G = ∠C = ∠D 

∴ ∆ABC ∼ ∆HIG ∼ ∆EFD 

又∆HIG的邊長為∆ABC的邊長的 2 倍 

∵ 𝐵𝑆̅̅̅̅ = 𝑆𝑀̅̅ ̅̅ ，𝐴𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑇𝑀̅̅̅̅̅，𝐶𝑅̅̅ ̅̅ = 𝑅𝑀̅̅̅̅̅ 

∴ ∆DEF的邊長為∆HIG的邊長的 1/2 倍 

∴ ∆DEF ≅ ∆ABC  

Q.E.D. 

 

 

 

 

 

 

 

2. 圓心軌跡所位在的中垂線的交點軌跡 

已知∆ABC和 M 點，移動點 P 所得到的三外接圓圓心軌跡位在三直線上，而三直線必

會有三個交點。 

證明： 

三條軌跡的交點又是「三頂點到 M 連線的中垂線」的交點，因為三角形三邊中垂線

必交於一點，所以圓𝑂1的圓心軌跡和圓𝑂3的圓心軌跡交點𝐹(𝐴𝑀̅̅̅̅̅和𝐶𝑀̅̅̅̅̅的中垂線交

點)，在𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的中垂線上。如果在該平面上另選 M’，則𝐴𝑀′̅̅ ̅̅ ̅和𝐶𝑀′̅̅ ̅̅ ̅的中垂線交點𝐹′依舊會

圖二十二 

圖二十三 

 

若 M 也任意移動，則三條直線的交點又會出現三條直線軌跡，且分別為∆ABC的三

邊中垂線。(如圖二十四) 
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圖二十五 

 

在𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的中垂線上，所以FF′ ⃡    即為𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的中垂線，同理，DD′ ⃡     、EE′ ⃡    也分別為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的中

垂線。如圖二十三中的紅線為圓心軌跡的交點軌跡，也恰為三邊的中垂線。 

Q.E.D. 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 自逆定理出發的三條圓心軌跡的交點的圓形軌跡 

(1) 現在只剩下∆ABC為可變物件，但如果隨意改變∆ABC，則其所產生的圓心軌跡自然

也毫無章法，所以我將∆ABC放入密克逆定理的條件中：已知三圓，依密克逆定理

得到∆ABC，因為A點為圓𝑂1上的動點，移動A則∆ABC的大小也會改變，三圓圓心軌

跡交點也隨著改變，這三個交點在此條件之下會形成三個圓形軌跡(如圖二十五中

的紅線)。 

 

 

 

 

 

 

 

圖二十四 
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證明(圖二十六)： 

(以下若方程式為A = B的形式，代表A、B重疊) 

∵ 若 C 點移動到 R 即 C = R 時 ⇒ F = 𝑂1  

同理若 A = R 時 ⇒ F = 𝑂3 

若 A = M 時，所有點皆不會產生，故 F 可視為在 M 點上 

∴ 𝑂1、M、𝑂3即為其中兩圓心軌跡交點的三個可能位置，並可決定一外接圓 

∵ ∆AMC ∼ ∆𝑂1M𝑂3 ( ∠MAC = ∠M𝑂1𝑂3，∠ACB = ∠𝑂1𝑂3M ) 

∴ ∠𝑂1F𝑂3 = 定值 =
1

2
𝑂3M𝑂1
̂  (F = 𝑂1) [一固定三角形其任兩邊中垂線的夾角為定值] 

又𝐴𝑀̅̅̅̅̅和𝐶𝑀̅̅̅̅̅的中垂線必分別過𝑂1和𝑂3 

∴ ∠𝑂1F𝑂3為∆𝑂1M𝑂3的外接圓的圓周角  

即兩直線軌跡交點 F 必在∆𝑂1M𝑂3的外接圓上 

另外兩個交點也同理各在其所屬的圓上 

Q.E.D. 

 

 

 

 

 

 

(2) 如果三個軌跡兩兩間的交點(D、E、F)連成一個三角形，那三個圓形軌跡就會變成

該三角形的三個交於密克點的圓，且隨著 A 點在圓𝑂1上的位置改變，D、E、F 也會

因此分別在三個軌跡圓上移動(如圖二十七)，且∆DEF滿足以下結果。 

 

圖二十六 

 

若圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3交於點 M，依密克逆定理得到的∆ABC，其三條圓心軌跡的交

點(D、E、F)會因圓𝑂1上點 A 的選取不同，而得到三個圓形軌跡(圖二十五中的紅線)。 

 

只要 A 點在圓𝑂1上，則∆DEF~∆D′E′F′ 
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圖二十八 

 

證明: 

∵ D、E、F 是𝐴𝑀̅̅̅̅̅、𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅、𝐶𝑀̅̅̅̅̅的

中垂線的交點 

又已知 D、E、F 必分別在

∆𝑂1M𝑂2、∆𝑂1M𝑂3、∆𝑂2M𝑂3的

外接圓 

∴ ∠D =
1

2
𝑂1𝑂2̂、∠E =

1

2
𝑂2𝑂3̂、

∠F =
1

2
𝑂1𝑂3̂ 

Q.E.D. 

三、n 邊形的密克定理與密克逆定理 

(一) n 邊形的密克定理 

1. 將密克定理推廣到四邊形 

任意四邊形 ABCD 上，P、Q、R、S 分別位於𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐶𝐷、𝐴𝐷，∆APS、∆BQP、∆CQR、

∆DRS的外接圓(圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3、圓𝑂4)不一定會交於一點(如圖二十八)。 

 

 

 

 

 

 

 

若四圓交於一點代表任選其中的三圓也必交於一點，故先考慮四邊形內三圓交於一點的

情況。若∆APS、∆BQP、∆DRS的外接圓交於一點，代表∆ABD三邊上的選點符合密克定

理，除 S、P 是已知點之外，尚有一點是在𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 上，這樣才會符合密克定理所說的：「P、

圖二十七 
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Q、R 三點分別位於𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐴𝐶上」。而∆BQP、∆DRS的外接圓的另一個交點就是該四邊

形的密克點。 

證明：  

在∆ABD中，N、P、S 分別為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 上

的點，根據密克定理，三圓會交於一點，因

為∆BQP、∆DRS的外接圓交於 N、M，又 N 點

為𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 上的點。 

在∆BCD中三邊有 Q、R、N 三點，根據密克

定理，∆BQP、∆DRS、∆CQR的外接圓會交於

一點，因為∆BQP、∆DRS 的外接圓交點為

N、M，而 N 在邊上，所以其三圓交點只能是 M。如果∆BQP、∆DRS 的外接圓相切，則交

點就是 N，即∆CQR的外接圓會過 N 點，此時 N 亦可稱為 M。 

得若∆BQP 和∆DRS 的外接圓有一交點位在𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 的話，∆APS、∆BQP、∆DRS、∆CQR的外接

圓交於 M 點，該點即為密克點。 

Q.E.D. 

2. 四邊形的密克定理之推廣 

在之前的推廣中，P、Q、R 三點可位在三邊的延長線上。若四邊形的 P、Q、R、S 位在

AB ⃡    、BC ⃡   、CD ⃡   、AD ⃡    ，只要其對角圓的交點之一在該四邊形的對角線延長線上，則四圓會交

於一點。以∆ABD舉例 (如圖三十)，因為之前已經證過三角形的 P、Q、R 三點可以分別

位在三邊延長線上，所以∆APS、∆BQP、∆DNS的外接圓會交於一點 M，與四-(一)的證明

相同，根據推廣的密克定理∆RCQ的外接圓也會過 M。 

圖二十九 

 

於四邊形 ABCD 的四邊上各任取一點 P、Q、R、S，若∆BQP、∆DRS的外接圓交點之一

在BD ⃡    上，則∆APS、∆BQP、∆DRS、∆CQR的外接圓交於一點。(如圖二十九) 
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若∆BQP、∆DRS的外接圓交點之一(有可能兩個交點、一個交點或不相交)不在BD ⃡    上，則

∆APS、∆BQP、∆DRS也不會交於一點，那就無法四圓共點了。所以只有在「∆BQP、∆DRS的

外接圓交點之一在BD ⃡    上」的前提下，四圓才會共點。 

3. 五邊形的密克定理之推廣 

已知五邊形 ABCDE，AB ⃡    、BC ⃡   、CD ⃡   、DE ⃡    、AE ⃡   上有 P、Q、R、S、T 五點，與四邊形相

同，∆APT、∆BQP、∆CQR、∆DRS、∆EST的外接圓並非必定交於一點，所以我想找出什

麼情況下那五個外接圓會交於一點，而與四邊形不同的是，五邊形需要兩組對角圓(中

間只隔一頂點)的交點都在所屬的對角線上，則五圓才會共點。 

以∆ABE和∆ABC作舉例，若∆BQP、∆EST的交點之一𝑁1位在對角線BE ⃡   上，根據推廣的密

克定理，∆APT、∆BQP、∆EST的外接圓會交於一點 M，又若∆APT、∆CQR的外接圓的交

點之一𝑁2位在對角線AC ⃡   上，根據推廣的密克定理，∆APT、∆BQP、∆CQR的外接圓會交

於一點，因為∆APT、∆BQP的外接圓會交於 M 點，所以∆CQR的外接圓只能過 M 點。至

此，可得 

證明(圖三十一)： 

∆APT、∆CQR、∆EST的外接圓交於點 M 則∆ACE 滿足密克定理，即∆CQR、∆EST的外接

圓除 M 點之外另一個交點𝑁4在對角線CE ⃡   上，所以∆CQR、∆DRS、∆EST的外接圓交於一

點(根據密克定理)，得∆DRS 的外接圓過 M 點                               Q.E.D. 

 

所以只要兩組對角圓都有一交點在自己所屬的對角線上，則五圓會共點，反之，則不會共

點。 

圖三十 

 

∆DRS的外接圓也會過 M 點 
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4. n 邊形的密克定理之推廣(其中 n> 3) 

證明： 

(1) 從∆ 𝐴1 𝐴2 𝐴𝑛出發，則有對角線 𝐴2𝐴𝑛
 ⃡           、 𝐴3𝐴1

 ⃡           、 𝐴4𝐴2
 ⃡           ⋯  𝐴𝑛−5𝐴𝑛−3

 ⃡                     、

 𝐴𝑛−4𝐴𝑛−2
 ⃡                      ，且其上分別有𝑁1、𝑁2、𝑁3 ⋯ 𝑁𝑛−3，則若∆ 𝐴2𝑃1𝑃2、∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛𝑃𝑛−1的外

接圓交點之一𝑁1在 𝐴2𝐴𝑛
 ⃡           ，在∆ 𝐴1 𝐴2𝐴𝑛中根據密克定理，∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴2𝑃1𝑃2、

∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛𝑃𝑛−1的外接圓會交於一點，因為𝑁1在 𝐴2𝐴𝑛
 ⃡           上，所以該交點是另外一點

M(當然，M 和𝑁1重疊也是有可能的，即密克點在邊上的情況)。 

(2) 接著因為∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴3𝑃2𝑃3的外接圓交點之一𝑁2位在 𝐴3𝐴1
 ⃡           ，在∆ 𝐴2 𝐴1 𝐴3根據

密克定理可推得∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴2𝑃1𝑃2、∆ 𝐴3𝑃2𝑃3的外接圓會交於一點，與(1)同

理，該交點不會是𝑁2，又∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴2𝑃1𝑃2的外接圓的交點除𝑃1之外只剩下 M，

故得∆ 𝐴3𝑃2𝑃3的外接圓會過 M 點。 

(3) 同理，∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛𝑃𝑛−1、∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴2𝑃1𝑃2 ⋯ ∆ 𝐴𝑛−3𝑃𝑛−4𝑃𝑛−3、∆ 𝐴𝑛−2𝑃𝑛−3𝑃𝑛−2的

外接圓都會交於 M 點。 

(4) 現在只差不確定∆ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑃𝑛−1的外接圓會不會過 M 點。 

圖三十一 

 

若在多邊形 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 ⋯ 𝐴𝑛−1𝐴𝑛中，𝑃1、𝑃2、𝑃3 ⋯ 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛 分別位於

 𝐴1𝐴2
 ⃡           、 𝐴2𝐴3

 ⃡           、 𝐴3𝐴4
 ⃡            ⋯ 𝐴𝑛−1𝐴𝑛

 ⃡              、𝐴𝑛 𝐴1
 ⃡           ，則∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴2𝑃1𝑃2、

∆ 𝐴3𝑃2𝑃3 ⋯ ∆ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑃𝑛−1、∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛−1𝑃𝑛的外接圓共點的條件是「有n −

3 個只隔一頂點的對角圓兩交點之一各位在n − 3條自己所屬的對角線上

( 𝐴2𝐴𝑛
 ⃡           、 𝐴3𝐴1

 ⃡           、 𝐴4𝐴2
 ⃡           ⋯  𝐴𝑛−5𝐴𝑛−3

 ⃡                     、 𝐴𝑛−4𝐴𝑛−2
 ⃡                      上分別有對角圓的交點

 𝑁1、𝑁2、𝑁3 ⋯ 𝑁𝑛−1、𝑁𝑛)」。(可參考圖三十三) 
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此處只要∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛−1𝑃𝑛、∆ 𝐴𝑛−2𝑃𝑛−3𝑃𝑛−2的外接圓交點之一𝑁𝑛−1位在𝐴𝑛−1𝐴𝑛
 ⃡              上，則

根據推廣的密克定理， ∆ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑃𝑛−1的外接圓會過 M 點。進一歩說明如下： 

任意一個 n 邊形都可以拆成n − 2個由頂點 𝐴1組成的三角形(如圖三十二)，在

∆ 𝐴1 𝐴𝑛−2 𝐴𝑛−1中，已知∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛𝑃𝑛−1、∆ 𝐴𝑛−2𝑃𝑛−3𝑃𝑛−2的外接圓交於

M 點，根據密克逆定理，∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛𝑃𝑛−1與∆ 𝐴𝑛−2𝑃𝑛−3𝑃𝑛−2的外接圓的交點𝑁𝑛−1，會

在𝐴𝑛−1𝐴𝑛
 ⃡              上。所以∆ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑃𝑛−1的外接圓會過 M 點。 

(5) 得 n 個圓會交於一點。 

Q.E.D. 

以九邊形為例，圖三十三是九邊形的密克定理，其中紅線是對角線，藍圓是∆ 𝐴8𝑃7𝑃8的

外接圓。 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

(二) n 邊形的密克逆定理(其中 n > 3) 

圖三十三 

 

設圓𝑂1、圓𝑂2 ⋯圓𝑂𝑛−1、圓𝑂𝑛交於點 M，而𝑃1、𝑃2 ⋯ 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛則是圓𝑂1與圓𝑂2、

圓𝑂2與圓𝑂3 ⋯圓𝑂𝑛−1與圓𝑂𝑛、圓𝑂1與圓𝑂𝑛的另一個交點，在圓𝑂1上任取一點𝐴1，

𝐴1𝑃1
 ⃡       與圓𝑂2交於點𝐴2、𝐴2𝑃2

 ⃡        與圓𝑂3交於點𝐴3、𝐴3𝑃3
 ⃡        與圓𝑂4交於點𝐴4 ⋯ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−1

 ⃡                  與

圓𝑂𝑛交於點𝐴𝑛，則𝐴1、𝑃𝑛、𝐴𝑛三點會共線。 

 

圖三十二 
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證明： 

      與密克逆定理的證法類似，得∠𝐴1 = ∠𝑂𝑛𝑂1𝑂2、∠𝐴2 = ∠𝑂1𝑂2𝑂3、∠𝐴3 = ∠𝑂2𝑂3𝑂4、       

              ⋯ ∠𝐴𝑛−1 = ∠𝑂𝑛−2𝑂𝑛−1𝑂𝑛、∠𝐴𝑛 = 𝑂𝑛−1𝑂𝑛𝑂1 

在此處也和三角形的密克逆定理證明一樣，分成𝑃𝑛在𝐴1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上和在其延長線上來討論， 

1. 𝑃𝑛在𝐴1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上 

∵ ∠𝐴1𝑃𝑛𝑀 = ∠𝐴2𝑃1𝑀 = ∠𝐴3𝑃2𝑀 = ⋯ = ∠𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑀 = ∠𝐴𝑛𝑃𝑛−1𝑀 

∴ ∠𝐴1𝑃𝑛𝑀 + ∠𝐴𝑛𝑃𝑛𝑀 = ∠𝐴𝑛𝑃𝑛−1𝑀 + ∠𝐴𝑛𝑃𝑛𝑀 =  𝜋 

得𝐴1、𝑃𝑛、𝐴𝑛三點會共線 

2. 𝑃𝑛在𝐴1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅其延長線上 

設𝐴𝑛在𝐴1、𝑃𝑛中間，不失一般性 

∵ ∠𝐴1𝐴𝑛𝐴𝑛−1 = ∠𝑂𝑛−2𝑂𝑛−1𝑂𝑛 =
1

2
𝑃𝑛𝑀𝑃𝑛−1

̂ ，∠𝑃𝑛𝐴𝑛𝐴𝑛−1 =
1

2
𝑃𝑛𝑃𝑛−1
̂  

∴ ∠𝐴1𝐴𝑛𝐴𝑛−1 + ∠𝑃𝑛𝐴𝑛𝐴𝑛−1 =  𝜋 

得𝐴1、𝑃𝑛、𝐴𝑛三點會共線，若是𝐴1在𝐴𝑛、𝑃𝑛中間則證法亦同 

Q.E.D. 

如圖三十四是九個圓交於一點的情況，可以發現𝐴1、𝑃9、𝐴9三點會共線。(其中紅色

圓形是為了方便區分圓形) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖三十四 
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伍、 研究結果 

一、密克定理的證明 

本研究從維基百科的密克定理作發想，卻發現網路上找得到的證明都只限於特殊狀況，

可是定理的敘述顯然不只網路所證明的情況，所以我進一步提出證明，看看是不是在符

合密克定理敘述中的所有條件之下，密克定理都會存在，結果確實得證，所以只要密克

點位在平面上除了 A、B、C 三點與三邊延長線上(不包括三邊)之外任意處，密克定理都

成立。 

二、密克逆定理的證明 

密克逆定理之網路證明僅限於特殊的狀況，而我則利用相似性質，證明在符合定理敘述

的所有情況都會成立。 

三、三角形密克定理的推廣 

(一) 若 P、Q、R 三點位在𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    上，則∆APR、∆BQP、∆CRQ的外接圓會交於一

點，該點即為密克點。 

(二) 藉密克定理和密克逆定理中的「三圓心連成的三角形和∆ABC相似」性質，作相似三

角形的方法如下： 

1. 作邊長為∆ABC 1/2 倍的∆PQR： 

(1) 於∆ABC所在平面選一個點 M 

(2) 自點 M 向各邊所在的直線作垂線，𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    上的垂足分別為 P、Q、R 

(3) 作∆APR、∆BPQ、∆CQR的外接圓圓心，分別為𝑂1、𝑂2、𝑂3 

(4) ∆𝑂1𝑂2𝑂3即為所求 

2. 作邊長為∆ABC 2 倍的∆PQR： 

(1) 分別以∆ABC 的三頂點為圓心，𝐴𝑀̅̅̅̅̅、𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅、𝐶𝑀̅̅̅̅̅為半徑作三圓。 

(2) 連AM ⃡     ，交圓 A 於 P。連BM ⃡     ，交圓 B 於 Q。連CM ⃡    ，交圓 C 於 R。 

(3) ∆PQR即為所求。 
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3. 三角形所在平面上的任意點除了 A、B、C 和三邊延長線上的點，皆可成為密克

點，即密克點可在三角形所在平面的任意位置。 

4. 類似密克定理的畫法，是在原三角形的三邊上選三點再作三圓，其邊長的倍數範

圍沒有最大的範圍，而其最小的倍數範圍是 1/2 倍。 

5. 類似密克逆定理的畫法，是以原三角形的三頂點為圓心，作三個交於一點的圓，

其邊長的倍數最小為 0，而其最大為 2 倍。 

6. A𝑂1
 ⃡      、B𝑂2

 ⃡      、C𝑂3
 ⃡      交於一點的條件是 P、Q、R 分別為 M 點到A𝐵 ⃡    、B𝐶 ⃡   、AC ⃡   垂線的垂

足。 

7. 在三角形下探討的各種軌跡 

(1) ∆ABC與密克點固定，根據我所提出的畫法可得到 P、Q、R 三點，根據密克定理

敘述利用此三點所畫出的三個外接圓會交於原本的密克點。 

(2) ∆ABC與密克點固定，改變 P 點在A𝐵 ⃡    上的位置，則𝑂1、𝑂2、𝑂3的移動軌跡位在密

克點到三頂點連線的中垂線，雖然中垂線上幾乎都是軌跡，但還是有幾點是不存

在的。 

(3) 密克點在∆ABC 的垂心上時，「圓心軌跡所位在的三條中垂線」交成的∆DEF，會

有∆DEF ≅ ∆ABC的性質。 

(4) 若使密克點任意移動，「圓心軌跡所位在的三條中垂線」的交點D、E、F，其軌

跡分別為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的中垂線。 

(5) 若將∆ABC放進密克逆定理的情境中。此時∆ABC的三條圓心軌跡已被視為三角形

的基本性質，因為 A 點在圓𝑂1上移動，∆ABC也會跟著一起變動，三條圓心軌跡

隨之改變，而三條圓心軌跡所位在的三條中垂線的交點，恰好是三個圓，而且這

三個圓分別是∆𝑂1𝑀𝑂3、∆𝑂1𝑀𝑂2、∆𝑂2𝑀𝑂3的外接圓。 

(6) 承(5)，此時DEF~∆D′E′F′，意即不管 A 點在圓𝑂1上哪一個位置，∠D、∠E、∠F皆

為定值。 
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四、若於 n 邊形的 n 邊或其延長線上各取一點 P，則∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、∆ 𝐴2𝑃1𝑃2、∆ 𝐴3𝑃2𝑃3 

⋯ ∆ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑃𝑛−1、∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛−1𝑃𝑛的外接圓共點的條件是「有n − 3 個只隔一頂點的對角

圓交點之一」各位在只隔一點的對角線上。 

五、設圓𝑂1、圓𝑂2 ⋯圓𝑂𝑛−1、圓𝑂𝑛交於點 M，而𝑃1、𝑃2 ⋯ 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛則是圓𝑂1與圓𝑂2、圓𝑂2

與圓𝑂3 ⋯圓𝑂𝑛−1與圓𝑂𝑛、圓𝑂1與圓𝑂𝑛的另一個交點。在圓𝑂1上任取一點𝐴1，𝐴1𝑃1
 ⃡       與圓

𝑂2交於點𝐴2、𝐴2𝑃2
 ⃡        與圓𝑂3交於點𝐴3、𝐴3𝑃3

 ⃡        與圓𝑂4交於點𝐴4 ⋯ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−1
 ⃡                  與圓𝑂𝑛交於點

𝐴𝑛，則𝐴1、𝑃𝑛、𝐴𝑛三點會共線。 

陸、 討論 

一、文獻探討 

(一) 密克定理是 Auguste Miquel 於西元 1838 年發表的諸多定理中的其一，而我只有找

到一些與先前講的網路證明極為相似的證明，但因為他們的證明需有三角形內有三

個圓內接四邊形的侷限性，所以我各補充了一些證明，使密克定理在符合定理敘述

下的所有狀況都成立。 

(二) 我也有看到曾經有人將密克定理推廣到四邊形，但並不是證明四邊形的密克定理，

而是就三角形在密克定理下現有的性質，說明四邊形在「四圓交於一點」也會有相

同的性質，但卻沒有說明四邊形中四圓交於一點的「條件」。 

(三) 密克定理在多邊形的探討在網路上就沒有資料了，不過我藉著先前三角形的密克定

理得到多邊形中密克定理成立的條件。且因為密克定理的相關資料貧乏，所以我只

能就密克定理來發展我後來在三角形的推廣。 

二、內容補充 

(一) 本研究在 n 邊形的密克定理只討論凸多邊形，凹多邊形的情況則在未來展望有更詳

細的說明。 

(二) 本研究在 n 邊形的密克逆定理並沒有加諸任何新的條件，也就是說只要有 n 個圓交

於一點，不管𝑂1、𝑂2、⋯ 𝑂𝑛之間的順序為何、相對位置為何，那最後我所討論的三

個點必定共線。 
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圖三十五的類型即為圓心依序順時針排列，如圖三十六的類型其圓心則為任意排

列，因為五個圓交於一點，所以 A1、𝑃5、A5三點共線。(圖中圓𝑂2、圓𝑂4 

顏色之所以為紅色，只是為了方便區分，無其他意義) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、未來展望 

(一) 原本是想將我在三角形的所有推廣，繼續推廣到多邊形，但目前只有得到密克定理

在多邊形時，於其邊上所選的點可以不侷限在其邊上，可以選在其邊的延長線上。

其餘的目標如下: 

1. 作相似形 

以下是四邊形 ABCD 以類似密克定理(如圖三十七)和類似密克逆定理(如圖三十八)畫

出的相似形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 和 HIJK:  

 

 

 

 

 

 

 圖三十七 

 
圖三十八 

 

圖三十五 

 

圖三十六 
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雖然看似在四邊形中，其相似形的性質和三角形沒有差別，甚至在多邊形中也是一

樣的，但仍須提出證明以確定其正確性。 

2. A1𝑂1
 ⃡        、A2𝑂2

 ⃡        ⋯ A𝑛−1𝑂𝑛−1
 ⃡                  、A𝑛𝑂𝑛

 ⃡         交於一點的條件 

3. 將在三角形時所探究的所有軌跡都推廣到多邊形 

(二) 凹多邊形的密克定理 

所謂的 n 邊形包含凸多邊形和凹多邊形，本研究中我只討論到凸多邊形。但實際上

我從 geogebra 軟體中得到的結果是：「在凹多邊形時，根據我在 n 邊形的密克定理提

出的條件，畫出來的圓也都會交於一點。」(如圖三十九即為一種情況) 

期望以後能完整的了解凹多邊形的情況。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

柒、 結論 

一、密克定理 

只要密克點不在 A、B、C 和三邊延長線上(不包括三邊)，則三圓交於一點，即密克定

理。 

二、密克逆定理 

不管 A 點選在圓𝑂1上的哪一處(不包括 M 點)，密克逆定理都會成立。 

 

 

圖三十九 
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三、三角形密克定理的推廣 

(一) 延長線上的密克定理 

若 P、Q、R 三點位在𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    上，則∆APR、∆BQP、∆CRQ的外接圓會交於一

點。 

(二) 作邊長成倍數關係的相似形 

1. 藉類似密克定理的畫法，可以畫出 1/2 倍到無限大的相似形。 

2. 藉類似密克逆定理的畫法，可以畫出無限小到 2 倍的相似形。 

(三) 決定密克點的位置 

1. 平面上任意點可藉由向三邊延長線作垂線，得到可畫出三個交於該點的圓形。 

2. 若有平面上任意點，則除了用作垂線的方法，也可於𝐴𝐵 ⃡    任取一點 P，根據我所

提出的畫法進而得到交於該點的三圓。 

(四) 軌跡 

1. 承(三)，改變 P 點在𝐴𝐵 ⃡    上的位置，則三圓的圓心軌跡位在「密克點到三頂點的

連線」的中垂線。 

2. 密克點在∆ABC 的垂心上時，「圓心軌跡所位在的三條中垂線」交成的∆DEF，

會有∆DEF ≅ ∆ABC的性質。 

3. 若使密克點在平面上任意移動，D、E、F的軌跡分別為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的中垂

線。 

4. 若將D、E、F視為∆ABC的基本性質，將∆ABC放進符合逆定理的條件中，則

D、E、F 的軌跡分別為∆𝑂1𝑀𝑂3、∆𝑂1𝑀𝑂2、∆𝑂2𝑀𝑂3的外接圓。 

5. 承 4，此時DEF~∆D′E′F′，意即不管 A 點在圓𝑂1上哪一個位置，∠D、∠E、∠F

皆為定值 

四、多邊形的密克定理 

密克定理在 n 邊形成立的條件是「連續n − 3 個只隔一頂點的對角圓交點之一」各位在

只隔一點的對角線上。 
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五、多邊形的密克逆定理 

密克逆定理在 n 邊形中與也是成立的。 

六、n 邊形的密克定理證明是利用三角形的密克定理與逆定理證得，而 n 邊形的密克逆定理

證明則是利用圓弧度數關係證得。 

七、本研究將 n 邊形界定為凸多邊形(但在 n 邊形的密克逆定理並無此限)，所以 n 凸邊形的

密克定理和密克逆定理是為正逆關係，可由一個 n 凸邊形得到 n 個交於一點的圓，亦可

由那 n 個交於一點的圓形推得原本的 n 凸邊形。 
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作品海報 

【評語】030408  

此作品為關於Miquel’s Theroem的討論，針對此定理更廣義

的形式作了探討。說明簡潔清楚，展現了相當成熟的平面幾何能力，

且能獨立發現許多的性質，數學的研究精神、研究脈絡及思考皆值

得嘉許。此定理流傳已久，更正確的訊息必須查詢相關的書籍或文

獻。推廣到多邊形的成立條件想法有點意思。但多邊形的結果探討

還沒有完整，是未來可以努力的方向。 
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摘要
我在確認完密克定理和逆定理的正確性之後，將密克定理在三邊上所選的三點
推廣到延長線上，探討根據該定理所能做出的相似形和圓心的軌跡，並繼續探
討軌跡位在的中垂線的交點軌跡，最後再將密克定理和逆定理推廣到多邊形。

因為對於圓與三角形之間的關係產生疑惑，於是我便上網查查看是否有前人的
足跡可循，而密克定理便是其一，面對這新奇的定理我頓然生起好奇之心。故
此，以推廣密克定理為目標，我，走向這條以前人的理論為基礎的研究之路。

一、密克定理與密克逆定理的證明
二、三角形密克定理的推廣
三、 𝑛邊形的密克定理與密克逆定理

如下圖，任意三角形𝐴𝐵𝐶上， 𝑃、𝑄、𝑅分別位於𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐴𝐶，則∆𝐴𝑃𝑅、
∆𝐵𝑄𝑃、∆𝐶𝑅𝑄的外接圓(圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3)交於一點，並稱之為密克點。

查到的證明僅針對密克點在三角形內部的情形。因此延伸至密克點在三角形
三邊上和三角形外部的情形進行證明，最後說明密克點不可能位在三角形三
邊延長線上。得到在定理敘述的條件下，所有情況定理都會成立。

設圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3交於點𝑀，而𝑃、𝑄、𝑅則是圓𝑂1與圓𝑂2、圓𝑂2與

圓𝑂3、圓𝑂1與圓𝑂3的另一個交點，在圓𝑂1上任取一點𝐴，𝐴𝑃與圓𝑂2交於點

𝐵、𝐴𝑅與圓𝑂3交於點𝐶，則𝐵、𝐶、𝑄三點會共線。

查到的證明也僅限於特殊情況，
故利用∆𝐴𝐵𝐶~∆𝑂1𝑂2𝑂3性質，將
所有情況分兩類型各自證明，最
後得到在定理敘述的條件下，所
有情況定理都會成立。

於𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐴𝐶上各取𝑃、𝑄、𝑅三點，則∆𝐴𝑃𝑅、∆𝐵𝑄𝑃、

∆𝐶𝑅𝑄的外接圓(圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3)交於一點。

網路證明的情況 其他可能之一

在三角形內部 在三角形三邊上 在三角形外部 在三角形三邊延長線

研究動機

研究目的

研究過程與方法

密克定理(𝑴𝒊𝒒𝒖𝒆𝒍′𝒔 𝒕𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎)

密克逆定理

密克定理推廣到延長線上

做相似形

一、類似密克定理的畫法
畫法：已知∆𝐴𝐵𝐶，於其三邊(延長線亦可)各選一點，根據
密克定理做出三個交於一點的圓形，此三圓圓心所連成的
三角形即為原三角形的相似形。
倍數範圍：此類相似形其邊長倍數無上限，最小則為1/2倍。

𝑃、𝑄、𝑅選在三邊延長線

類似密克定理的畫法



二、類似密克逆定理的畫法
畫法：已知∆𝐴𝐵𝐶，以其三頂點為圓心，做三個交於一點的圓形，於
這三圓上可根據密克逆定理得到一個新的三角形，相似於∆𝐴𝐵𝐶。
倍數範圍：此畫法畫出的相似形其邊長倍數最小為0倍，最大則為2倍。

發現：對於一個三角形𝐴𝐵𝐶，密克點可以出現在三角形所在平面上
任意處 (除了𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐴𝐶的延長線)。

同一個三角形可以有無限多組都交於已知點的三圓，做法如下：

已知∆𝐴𝐵𝐶和𝑀點，於𝐴𝐵上任取一點𝑃，作∆𝐴𝑃𝑀的外接圓，定此圓與

𝐴𝐶的交點為𝑅，再作∆𝑃𝑀𝐵的外接圓，定此圓與𝐵𝐶交於𝑄，最後作
∆𝑅𝑄𝐶的外接圓，即得到交於𝑀點的三圓。(右圖藍、紅各為一組)

四、將三角形放進密克逆定理的情境中， 𝐷、𝐸、𝐹的軌跡

若圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3交於點𝑀，依密克逆定理得到的∆𝐴𝐵𝐶，其三條
圓心軌跡的交點(𝐷、𝐸、𝐹)會因圓𝑂1上點𝐴的選取不同，而得到三個
圓形軌跡(右圖中的紅線)。

一、四邊形的密克定理
若在四邊形四邊上各任取一點，四個外接圓未必交於一點。所
以我想找出可以使得四個圓交於一點的條件，結果如下：

四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷邊上各取一點𝑃、𝑄、𝑅、𝑆，若∆𝐵𝑄𝑃、∆𝐷𝑅𝑆的外接圓交

點在𝐵𝐷上，則∆𝐴𝑃𝑆、∆𝐵𝑄𝑃、∆𝐷𝑅𝑆、∆𝐶𝑄𝑅的外接圓交於一點。

一、圓心軌跡

在同一個三角形和同一個密克點的前提下，根據前述作法可做出交於
密克點的三圓，此無限多組的三圓它們的圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3必分別位
在三角形頂點到密克點連線的中垂線。

二、定圓心軌跡所在的三條中垂線兩兩的交點為𝐷、𝐸、𝐹

當密克點選在∆𝐴𝐵𝐶的垂心上時，∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐸𝐹𝐷

三、移動𝑀點，𝐷、𝐸、𝐹的軌跡

若𝑀也任意移動，則三條直線的交點又會出現三條直線軌跡，且分別

為∆𝐴𝐵𝐶的三邊中垂線(右圖中的紅線)。

軌跡

𝒏邊形的密克定理

只要∆𝐵𝑄𝑃、∆𝐷𝑅𝑆的外接圓交點之一在𝐵𝐷上， 𝑃、 𝑄、𝑅、𝑆四
點不需侷限在四邊上，四個外接圓仍會交於一點。

二、五邊形需要兩組對角圓的交點之一在兩條對角線上，則五個外
接圓就會交於一點。

類似密克逆定裡的畫法

類似密克逆定裡的畫法

𝑂1軌跡位在𝐴𝑀中垂線上

∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐸𝐹𝐷

𝐷、𝐸、𝐹軌跡為三邊中垂線

𝐷、𝐸、𝐹軌跡為圓形

四圓交於一點

五圓交於一點



設圓𝑂1⋯圓𝑂𝑛交於點𝑀，而𝑃1、𝑃2⋯𝑃𝑛則是圓𝑂1
與圓𝑂2、圓𝑂2與圓𝑂3⋯圓𝑂𝑛−1與圓𝑂𝑛、圓𝑂1與圓

𝑂𝑛的另一個交點，在圓𝑂1上任取一點𝐴1，𝐴1𝑃1與

圓𝑂2交於點𝐴2、𝐴2𝑃2與圓𝑂3交於點𝐴3⋯𝐴𝑛−1𝑃𝑛−1
與圓𝑂𝑛交於點𝐴𝑛，則𝐴1、𝑃𝑛、𝐴𝑛三點會共線。

一、密克定理是由𝐴𝑢𝑔𝑢𝑠𝑡𝑒 𝑀𝑢𝑞𝑢𝑒𝑙提出。而我查到的密克定理與逆定理的證
明都只限於特殊情況，故做出一些證明，作為網路證明的補充。

二、網路上有關四邊形密克定理的資料，僅說四邊形在「四圓交於一點」也
會有與三角形相同的性質，卻沒說在四邊形中四圓交於一點的「條件」。

三、 𝑛邊形的密克定理(其中𝑛 > 3)

若在多邊形 𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛中，𝑃1、𝑃2⋯𝑃𝑛 分別位於

𝐴1𝐴2、 𝐴2𝐴3 ⋯ 𝐴𝑛−1𝐴𝑛、𝐴𝑛 𝐴1，則∆ 𝐴1𝑃1𝑃𝑛、
∆ 𝐴2𝑃1𝑃2⋯∆ 𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑃𝑛−1、∆ 𝐴𝑛𝑃𝑛−1𝑃𝑛的外接
圓共點的條件是「有𝑛 − 3個只隔一頂點的對角圓
交點之一」，各在𝑛 − 3條自己所屬的對角線上。

𝒏邊形的密克逆定理

討論

文獻探討

內容補充

一、將在三角形所作的推廣(諸如作相似形、研究
軌跡等等)同樣推到𝑛邊形。

二、在𝑛邊形的密克定理提出的條件只考慮凸多邊
形，而我從𝐺𝑒𝑜𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎軟體中得到，同樣的條
件在凹多邊形時，畫出來的圓也都會交於一點，
期望以後能完整的證明凹多邊形的情況。

未來展望

一、密克定理與密克逆定理在定理敘述的條件下，所有情況都會成立。
二、密克定理中選的𝑃、 𝑄、 𝑅三點若在三邊延長線上，三圓也會交於一點。
三、兩個定理皆可用來作相似形，且擁有各自所能畫出來的邊長倍數範圍。
四、一個三角形，會有無限多組都交於一個已知點的三圓。
五、承上，則會有直線軌跡和圓形軌跡存在。
六、密克定理在𝑛邊形成立的條件是「連續𝑛 − 3個只隔一頂點的對角圓交點

之一」分別位在只隔一點的對角線上。
七、密克逆定理在𝑛邊形中也是成立的。

結論

參考資料

在𝑛邊形的密克逆定理中，不管𝑂1、𝑂2、
⋯𝑂𝑛之間的順序為何、相對位置為何，最
後的三個點必定共線。

一、張幼賢•國中數學課本第五冊•翰林出版社
二、Miquel’s Theorem. Wikipedia. Retrieved September, 2016, from 

https://en.wikipedia.org/wiki/Miquel's theorem

九邊形密克定理

九邊形密克逆定理

普通順序的逆定理 搗亂次序的逆定理

凹五邊形的密克定理
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