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得獎感言 

半個國中生涯的研究 

在國中最繁忙的歲月裡，我們毅然決定投入了科展，研究至今，已歷時近十七個月。一

開始只是為了校內的數學專題發表會，誰也沒想到的是，我們就這樣一路跌跌撞撞地走了下

來。我們每天努力討論，不斷地在發現、證明及被推翻中來回，經歷了漫長、痛苦又煎熬的

撞牆期，也曾碰到教育會考而停滯數週，但即便如此，在我們的眾多選項裡，也從沒有放棄，

總在讀書讀累了的時候，翻翻研究日誌、想想更多其他的可能性……，我們費盡心血，把這

個題目進行了透徹的分析，試圖將研究推向高峰。 

等到終於站在全國科展的會場中，看到其他 20餘組的作品、20餘組其他縣市的冠軍，

我們三個的心裡，是非常激動的！一方面懷抱著我們一年多來的雄心壯志、學長姊未竟的夢，

另一方面，那些各具特色、精彩的海報，那些飛揚著自信光芒的笑臉，即使我們有著靈犀相

通的默契，我們仍不敢幻想得名，能在會場和那些縣市代表交流，得到其他人的鼓勵，已經

是對這段時光最好的報酬和交待。 

在得知獲獎的那一刻，內心奔湧的情緒，是難以言喻的感動、開心！對於初次參與科展

比賽的我們而言，這次能得獎，是努力、運氣各半，但毋論如何，這些都是我們的心血結晶，

是我們半個國中生涯的快樂與心酸。感謝評審老師給予我們這麼大的肯定與鼓勵，讓我們倍

感榮幸；感謝指導老師不斷啟發我們新的想法，並無條件支持我們嘗試各種可能，讓我們得

以呈現更加完整且特別的作品；還要感謝最重要的伙伴們，我們就這麼陪著彼此度過了一年

多的研究時光，過程中一起歡樂，一起瘋狂，也一同體驗做研究的艱辛。三個人，沖淡了一

切的徬徨、迷惘，更增值了收穫的喜悅！ 

在整個過程中，我們學習到了一件很重要的事──多方嘗試、永不放棄的精神。研究時，

總是會遇到大大小小的問題，而面對問題的時候，絕對不是輕言放棄，是要找出問題的癥結

點，試著用各種不同的方式來解決它，一次不行再試第二次、兩次不行再試第三次，直到找

出解決的方法。不只研究如此，生活上很多的事情抑是如此，唯有不斷嘗試、永不放棄才能

真正解決問題並達成學習的目的。 



 

ii 

 
評審前放鬆心情合照 

 
得獎後開心合照 

 
科教館合照 
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摘要 

本研究源自於第 54-4 期科學研習月刊上的一道數學題目——神算，我們主要在探討：如

何由第一列 n 個色球迅速判斷出圖形第 n 列色球的顏色。一開始先從 n 層第一列 n 個色球的

排列組合方式開始探討、歸納，接下來我們從最簡單的層數開始觀察，慢慢推導兩層及三層

公式，並歸納出符合兩層公式系統的層數：𝑎𝑚 = 3𝑚−1 + 1層、三層公式系統的層數： 

𝑏𝑚= 2 × 3𝑚−1 + 1層。接著我們把所有層數都化為函數式，在過程中，我們發現這並不是一

道普通的數學題，因為這個題目竟和三進位有莫大的關聯存在！於是，我們將最少步數結合

重新定義的「三進位法」，找出了 n 層最少步數解法的通式： 

𝑓∏ (𝑎𝑖+1)𝑘
𝑖=1

(𝑥)= ∑ [∏ (𝑎𝑗 + 1)𝑖−1
𝑗=0 ]𝑘

𝑖=1 𝑓𝑎𝑖+1(𝑎𝑖3
𝑖−1 + 1)。除了上述之外，我們還發現只需知道圖

形中任一層的組合，即可求出其下方任一列、任一個色球的快速解法。 

壹、 研究動機 

第一次看見這個題目，是在第 54-4 期的科學研習月刊中 （如圖 1-1）：「一共 n 個紅、綠、

藍三種色球各若干個排成第一列。在下一列排 n－1 個色球（每個色球插空隙）成第二列，以

此類推排第三列……直到最後一列只有一個色球。 但從第二列起，

色球的顏色由其左上和右上決定。若左上右上不同色，則此色球為

第三種顏色。若左上右上同色，則此色球同色。問 n 是多少時，可

以由第一列直接預測最後一列色球的顏色？如何判斷？」對於這個

題目強烈的興趣，與想了解若是無法直接判斷，它的最少運算次數

為何的疑惑，令我們開啟了接下來一連串的研究。 

得知第 56 屆全國科展國小組數學科也有相同題目的作品是在一次偶然之中，然而當時已

經做到一半的我們，並不想就此放棄。本來害怕內容是否會有所雷同，直到作品說明書出爐

時，我們才大大地鬆了一口氣，畢竟研究的方向及內容有很大的差異。 

▲圖 1-1 
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貳、研究目的 

一、求出 n 層有多少種排列方式 

二、找出 n 層的基本判斷法 

三、n 層的最少步數及系統化 

（一）歸納兩層公式系統 

（二）歸納三層公式系統 

（三）最少步數的函數公式 

四、速求第 i 層第 j 個之解 

 

參、研究架構 
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𝑷𝟐,𝟏   𝑷𝟐,𝟐 𝑷𝟐,𝟑 𝑷𝟐,𝟒 𝑷𝟐,𝟓 

肆、研究過程 

遊戲規則 

一共 n 個紅、綠、藍三種顏色的色球各若干個排成第一列，下一

列排 n−1 個色球（每個色球插空隙）成第二列，以此類推排第三列……

直到最後一列只有一個色球。但從第二列起，色球的顏色由其左上和

右上決定： 

(1) 若左上右上同色，則此球同色； 

(2) 若左上右上不同色，則此球為第三種顏色。 

Ex： 

 如圖 4-2，因為上方兩個皆為藍色色球（兩色球顏色相同），所以得出下一列的

色球亦為藍色。 

如圖 4-3，因為上方有紅色色球和綠色色球（兩色球顏色不同），所以得出下一

列的色球為藍色。  

                              

 

名詞定義 

過程中我們為了研究的方便做出以下定義：                        

(一) 將紅、綠、藍三色球分別以 R、G、B 表示。 

(二) 將⊕視為橫式運算符號，可代表兩兩同色產生相同顏色或兩 

    色球異色得第三色的過程。通過⊕即定義為「一步」的運算。 

Ex： 

 

 

(三) 令第 x 列由左算起第 y 個色球為𝑃𝑥,𝑦（如圖 4-4） 

（R⊕R）⇒（R） 

（R⊕G）⇒（B） 

（B⊕G）⇒（R） 

 

▲圖 4-4 

▲圖 4-1 

▲圖 4-2 

▲圖 4-3 
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一、 求出 n 層有多少種排列方式 

(一)排列的種類數量 

首先，我們決定先從歸納出各層的所有排列方式開始著手進行研究，我們希望能藉由排

列的種類數量，來找到 n 層中的結果𝑃𝑛,1。 

所謂「排列的種類數量」，即 n 層第一列有多少種排列方式，因為共有三種顏色，所以

每一個位置皆有三種可能，即可得出 n 層的排列有3𝑛種。 

但經過我們詳細思考後，產生了其他的疑慮：分別以(R G)⇔ (G R)和(R G B)⇔ (B G R)

這兩組的組合為例，對於(R G)、(R G B)而言，(G R)、(B G R)只是左右交換，並「不會影響」

第 2 列到第 n-1 列的過程(僅僅是左右對調)和𝑃𝑛,1的結果 (𝑃𝑛,1都會是同一種顏色的色球)。基

於這個想法，我們針對排列數有了全新的定義。 

在接下來的敘述中，我們將上述的組合定義為「左右不對稱」。 

先由最少的層數開始，窮舉在新的定義中各層數的首列排列（如下表 4-1） 

 

▼表 4-1 

第 n 層 排列方式  

n=1 (R) (G) (B) 共 3 種 

n=2 (R R)、(R G)、(R B)、(G G)、(G B)、(B B) 共 6 種 

n=3 (R R R)、(R R G)、(R R B)、(R G R)、(R G G)、(R G B)  
(R B R)、(R B G)、(R B B)、(G R G)、(G R B)、(G G G) 
(G G B)、(G B G)、(G B B)、(B R B)、(B G B)、(B B B) 

共 18 種 

 

當然，我們並不會滿足於利用窮舉法得出 n 層的排列種類數量，所以接著我們就要來找

出 n 層的排列種類數量通式。因為左右交換類型的組合我們將它們視為相同的組合(如(R G)、  

(G R)原先在排列種類數3𝑛種中算作 2 種組合，在此變成只有 1 種組合)，因此可以知道新的排

列種類數量就是3𝑛扣掉「左右不對稱的組數」。但是，左右不對稱的組數並不如預期中容易求，

於是我們找到一個替代方案：將 3𝑛加上左右對稱的組合除以 2，即可得解。 
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亦即 

3𝑛 − 「左右不對稱的組數」 =
3𝑛 + (「左右對稱的組數」)

2
 

以 2 層為例， 

原先第一列的排列方式共有32 =9 種，分別是： 

(R R)、(G G)、(B B)、 

(R B)、(R G)、(G B)、 

(B R)、(G R)、(B G)。 

因為{(𝑅 𝐵)、(𝑅 𝐺)、(𝐺 𝐵)}跟{(𝐵 𝑅)、(𝐺 𝑅)、(𝐵 𝐺)}是相同組合必須扣掉，但換個想法

我們也可以將原先 9 種加上三種對稱{(𝑅 𝑅)、(𝐺 𝐺)、(𝐵 𝐵)}再除以 2，即12 ÷ 2 = 6，可以知

道，新的計算方式中，2 層會有 6 種排列方式。 

因為在左右對稱的排列種類中，只需考慮第一列第𝑃1,1~ 𝑃
1,[

𝑛+1

2
]
個色球，又每個位置均有 

(R)、(G)、(B)三種可能，於是，可知當層數為 n 時左右對稱的排列種類數應為：







 

2
1

3
n

 (種)  

 註：[𝑥]為高斯符號，代表小於等於 x 的最大整數。 

所以可以得到 n 層的排列種類數量共有
2
33 2

1







 



n
n

 (種) 

(二)逆推排列種類數量 

第一列排列種類數量之後，我們試著換方向思考：當我們的排列組合是由第 n 層向上決

定第一列時，會不會有不同的排列種類數量呢？於是我們便開始了逆推的排列種類研究。 

每一個色球逆推的方法共有三種，以第 n 層固定 R 為例，則第 n−1 層可能的情形為  

(R R)、(G B)、(B G)，但依據我們之前的種類計算規則，(G B)和(B G)的組合應看作同一種排

列，我們就不納入排列數的計算中。因此，由第 n 層逆推到第 n−1 層共有 2 種組合。 

接著我們可以發現，每當逆推到 2 的倍數層時，就會多出3𝑛−1個「左右不對稱的排列組

合」，因此每當推至偶數層時就必須減掉3𝑛−1種，如下表 4-2 所示 (將底層固定為 R)： 
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▼表 4-2 

 一層 兩層 三層 四層 五層 六層 

逆推排列種類數 1 2 

(1 × 3 − 30) 

6 15 

(6 × 3 − 31) 

45 126 

(45 × 3 − 32) 

  

當我們減掉3𝑛−1種組合的時候，也就是加上左右對稱的組合再除以 2，而各層左右對稱的

組合為： 

 

▼表 4-3 

 一層 兩層 三層 四層 五層 六層 

逆推排列中不重

複的排列數 

1 

(30) 

1 

(31 − 2 × 30) 

3 

(31) 

3 

(32 − 2 × 31) 

9 

(32) 

9 

(33 − 2 × 32) 

 

由上表 4-3 中可以歸納出，各層左右對稱的排列種類數公式為：







 

2
1

3
n

 

故可知：當我們將𝑃𝑛,1固定為其中一種顏色的色球時，逆推排列種類數量為： 
2
33 2

1
1 







 

 

n
n

種；

但當不限制𝑃𝑛,1的顏色以後，第 n 層會有 3 種可能，即上述的公式乘以 3， 

也就是：
2
333

2
33 2

1
2

1
1 







 







 

 




n
n

n
n

 

從上述中，更可以發現：不管正推或逆推，都能推得相同的排列種類數量。 

公式一：n 層的排列方式有
2
33 2

1







 



n
n

種 
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(三)特殊排列法----有序排列 

這是一次研究中得到的小插曲，雖然對於接下來的研究並沒有產生太大的影響，但它的

規律有趣且特殊，仍值得我們為它記上一筆。 

 1. 僅用兩種顏色的色球交錯排列 

不管層數 n 值為何，當第一列僅使用兩種顏色的色球，且此兩種顏色的色球交錯出現時，

其結果必為首列未使用到的第三種色球。 

   

 

 

 

                         

 

 2. 使用三種色球依序排列                         

依據上述兩種色球的立論可以發現，若將第一列改用 3 種色球，且此 3 種色球依一定順

序排列時，其結果會呈現另一種有趣的週期性規律，即能透過第一列最左及最右兩色球得第

n 列之結果。 

 

 

 

 

從以上，我們可以得到幾個結論： 

(1) 兩色色球交錯排列必呈第三色。 

(2) 三色色球依序排列時，可由第一列的兩側一步得解。 

原先我們以為，只要完整歸納出各層的所有排列方式，便能找到那個 n 層中的結果𝑃𝑛,1，

但直到很久很久之後，我們才發現這是一個美麗的錯誤，卻也讓我們對這個題目有了更深層

的認識和了解。 

 

R  G  B             R  B  G  R           G  R  B  G  R  B 
          B   R                G  R  B               B  G  R  B  G 
            G                    B  G                  R  B  G  R 
                                   R                     G  R  B 
                                                           B  G 
                                                             R 
 

B  R  B 
 G   G 
   G 

G  R  G  R 
 B  B  B 
  B   B 
    B 

G  B  G  B  G  B 
 R  R  R  R  R 
   R  R  R  R    

R  R  R 
     R   R 
       R 

▲圖 4-7 

▲圖 4-6 ▲圖 4-5 

▲圖 4-8 
▲圖 4-9 
 

▲圖 4-10 
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二、找出 n 層的基本判斷法 

但凡每一個複雜的多層數的組合，皆是由少層數的組合疊加而來。兩層的結果，已在題

目中被定義，所以我們便以基本的三層、四層為研究方向，向快速判斷𝑃𝑛,1邁進。 

在我們的研究過程當中，我們希望能透過代數的方式來處理運算過程及運算步數，於是，

我們針對我們的運算做出以下幾個基本公設： 

當 a、b、c ∈｛R、G、B｝，則： 

公設(1) ：a⊕a=a 

公設(2) ：若 a≠b≠c，則 a⊕b=c 

公設(3) ：a⊕b= b⊕a 

並在我們的研究過程中發現了一重要性質： 

性質一：假設 a、b、c ∈｛R、G、B｝，可得： 

  (a⊕b)⊕b=a 

證明.： 

當 a=b 時， 

左式：(a⊕b)⊕b 

=a⊕a 

              =a 

右式=a 

左式=右式   

當 a≠b≠c 時， 

左式：(a⊕b)⊕b 

=c⊕b 

=a 

右式=a 

左式=右式   

故得證 (a⊕b)⊕b=a 

性質一對我們往後其他性質及公式的推導有很大的幫助。 

 

（一）三層公式 

在尋找𝑃𝑛,1速解法的過程中，我們從最簡單的三層開始，經過窮舉、觀察，我們發現：三

層似乎可由特殊的規則得出答案。 
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依照原本的推算法，𝑃1,1先與𝑃1,2運算得出𝑃2,1，𝑃1,2與𝑃1,3運算得𝑃2,2，然後𝑃2,1與𝑃2,2再行

運算得最終結果𝑃3,1。如此，所需的總運算步數共1 + 1 + 1 = 3次。 

(𝑃1,1 ⊕ 𝑃1,2) ⊕ (𝑃1,2 ⊕ 𝑃1,3) 

= 𝑃2,1⊕𝑃2,2 

= 𝑃3,1 

而我們發現若𝑃1,1先與𝑃1,3運算，所得的結果再與𝑃1,2運算，所得的結果與上述相同，因此

我們研究出： 

性質二：假設 a、b、c、x ∈｛R、G、B｝，當固定 a、b，對任意 x 可得： 

(a⊕x)⊕(x⊕b)=(a⊕b)⊕x 

證明：當 a=b 時， 

左式：(a⊕x)⊕(x⊕b) 

=(a⊕x)⊕(x⊕a) 

=(a⊕x) 

右式：(a⊕b)⊕x 

=(a⊕a)⊕x 

=(a⊕x) 

左式=右式 

當 a≠b 時，若 x=a 

左式：(a⊕x)⊕(x⊕b) 

=(a⊕a)⊕(a⊕b) 

=a⊕(a⊕b) 

右式：(a⊕b)⊕x 

=(a⊕b)⊕a 

左式=右式 

當 a≠b 時，若 x=b 

左式：(a⊕x)⊕(x⊕b) 

=(a⊕b)⊕(b⊕b) 

=(a⊕b)⊕b 

右式：(a⊕b)⊕x 

=(a⊕b)⊕b 

左式=右式 
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R  B  G  B 
  G  R  R 
   B   R   
     G 

R  R  R 
 R   R 
   R 

R  B  R 
 G   G 
   G 

G  B  B 
 R   B 
   G 

R  G  B 
 B   R 
   G 

B  R  G 
 G   B 
   R 

當 a≠b≠x，則 x=c 

左式：(a⊕x)⊕(x⊕b) 

=(a⊕c)⊕(c⊕b) 

            = 𝑏 ⊕a 

            =c 

右式(a⊕b)⊕x 

=(a⊕b)⊕c 

=c⊕c 

=c 

左式=右式 

由以上故得證 (a⊕x)⊕(x⊕b)=(a⊕b)⊕x 

從性質二我們可以發現，三層時可將共同項P1,2提出，先運算P1,1和P1,3，再與P1,2運算。則

我們可以將步數減為1 + 1 = 2次 

(𝑃1,1 ⊕ 𝑃1,2）⊕ (𝑃1,2 ⊕ 𝑃1,3） 

= 𝑃1,2 ⊕ (𝑃1,1 ⊕ 𝑃1,3） 

 

▲圖 4-11 

定理一：三層可由首列兩側之值相運算後，再與首列中央的值進行運算，即可得解（共

經過 2 次運算）。 

（二）四層公式 

接下來我們要尋找四層第 1 列的速解法。依照原本的推算法，𝑃1,1先與𝑃1,2運算得出𝑃2,1，

𝑃1,2與𝑃1,3運算得𝑃2,2，𝑃1,3與𝑃1,4運算得𝑃2,3，然後𝑃2,1與𝑃2,2、𝑃2,2與𝑃2,3分別運算得出𝑃3,1、𝑃3,2，

𝑃3,1與𝑃3,2再運算得最終結果𝑃4,1。如此，所需的總運算步數共1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6次。但

經過我們的窮舉、觀察、研究，我們也發現了四層的特殊判斷法。 

  我們發現，不論是何種組合，四層皆可由首列的左右兩個色球相

運算後得解。  

 為了驗證此發現，我們研究出性質三： ▲圖 4-12 
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性質三：假設 a、b、c、x、y ∈｛R、G、B｝，當固定 a、b，對任意 x、y 可得： 

[(a⊕x)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕x]=a⊕b 

證明： 

當 a=b 時， 

左式：[(a⊕x)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕x] 

利用性質二 =[(a⊕y)⊕(x⊕y)]⊕[(b⊕x)⊕(x⊕y)] 

=[(a⊕y)⊕(b⊕x)]⊕(x⊕y) 

=[(a⊕y)⊕(a⊕x)]⊕(x⊕y) 

=[(x⊕y)⊕a]⊕(x⊕y) 

利用性質一  =[(x⊕y)⊕a]⊕(x⊕y) 

=a 

右式：a⊕b= a⊕a= a 

左式=右式 

當 a≠b、x=y 時， 

左式：[(a⊕x)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕x] 

利用性質二=[(a⊕y)⊕(x⊕y)]⊕[(b⊕x) ⊕(x⊕y)] 

=[(a⊕y)⊕(b⊕x)]⊕(x⊕y) 

=[(a⊕x)⊕(b⊕x)]⊕(x⊕x) 

=[(a⊕b)⊕x]⊕x 

利用性質一  =a⊕b 

 

當 a≠b、x≠y 時， 

令 x=a 

左式：[(a⊕x)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕x] 

    =[(a⊕a)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕a] 

利用性質二 =[(a⊕y)⊕(a⊕y)]⊕[(b⊕a)⊕(a⊕y)] 

=[(a⊕y)⊕(a⊕b)]⊕(a⊕y) 

利用性質一    = a⊕b 

 

令 y=a 

左式：[(a⊕x)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕x] 

=[(a⊕x)⊕a]⊕[(b⊕a)⊕x] 

利用性質二 =[(a⊕a)⊕(x⊕a)]⊕[(b⊕x)⊕(x⊕a)] 

=[a⊕(a⊕x)]⊕[ (b⊕x)⊕(a⊕x)] 

=(a⊕x) [a⊕(b⊕x)] 

利用定理（2）→(x⊕a)⊕[(a⊕b)⊕(x⊕a)] 

= (x⊕a)⊕[(a⊕b)⊕(x⊕a)] 

= a⊕b

由以上故得證[(a⊕x)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕x]=a⊕b 

我們可將四層的運算看成兩個三層運算所得到，如圖 4-13，而由性質三知可由

左右兩個色球相運算後得解，因此可得底下定理二。 

定理二：四層可由首列兩側之值相運算，即可得解（共經過 1 次運算）。 

而同時我們可以瞭解到，這樣的規則是和兩層相同的。 

▲圖 4-13 
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▲圖 4-14 

三、n 層的最少步數及系統化 

一般來說，若要求第一列到第 n 列的步數，從第一列開始，要得出第二層需計算(n−1)步，

得出第三層需要需(n−2) … …依此類推。因此我們可以知道，要得出 n 層的解共需計算

(n−1)+(n−2)+ ⋯ +1 次，也就是 




1

1

n

i
i 𝑛(𝑛−1)

2
次。於是，我們為了減少運算的步數，以達到快

速求解的目的，開啟了下面的研究。 

 

(一) 兩層公式系統（兩側規律） 

由於我們發現，2 層和 4 層皆可以使用最左及最右兩顆色球即可得出

最後一層的解。我們猜測，應該有其他層數也能使用這樣的規則，於是我

們將符合這樣規則的層數稱為「兩層公式系統」。 

為了尋找其他符合這樣規律的層數，我們將 4 層圖形當作基本圖形，

繼續向上延伸找出其他符合這樣規律的層數。                                

由於 2 層推至 4 層時由兩層再往上推兩次來得出 4 層，於是我們就依照相

同的方式將 4 層向上推展兩次，如圖 4-14 所示，將 4 層往上推兩

次以後得到層數=10。我們將十層中每個 4 層黑色的點視為「大 4

層」，以兩層公式系統方式來得其解，因此我們可以知道，10 層也

可如 4 層一般利用最左及最右兩色球來得知最後結果。 

同理，我們也可以將 10 層向上推展兩次，如圖 4-15 所示，得

出下一個層數為 28 層。接著將其 10 層的黑點部分看為「大 4 層」，

也就是說，28 層也可以利用兩層公式系統方式來得出其結果。令

可以由左右兩顆決定最後一列顏色的最小層數 2 為𝑎1、 

4 為𝑎2、10 為𝑎3、28 為𝑎4 … …第 n 個層數為𝑎𝑚。 

因為每一個層數皆是由其前一個層數向上推展兩次來得出，且

每推展一次就會有一層重疊，於是我們可以寫出關係式： 

   

▲圖 4-15 
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  𝑎𝑚 = 𝑎𝑚−1 + (𝑎𝑚−1 − 1) + (𝑎𝑚−1 − 1) 

       = 3𝑎𝑚−1 − (3 − 1) 

       = 3（3𝑎𝑚−2 − (3 − 1)） − (3 − 1) 

          = 32𝑎𝑚−2 − (32 − 1) 

          ⋮ 

     = 3𝑚−1𝑎1 − 3𝑚−1 + 1 

     = 2 × 3𝑚−1 − 3𝑚−1 + 1    = 3𝑚−1 + 1 

經由上述過程，我們可以得出 

公式二：若𝒂𝒎 = 𝟑𝒎−𝟏 + 𝟏層，則𝒂𝒎符合「兩層公式系統」，只需利用最左及最右兩色球

即可得知其結果。 

（二） 三層公式系統 

當我們研究了兩層公式系統以後，我們又推測，是不是也

能同樣在三的規則中找出一套系統，來減少我們的運算次數呢？

於是我們開始了我們的研究。 

在尋找三層公式系統時，我們先以土法煉鋼的方式，一層

一層尋找可以使用三層規則來運算的層數。我們發現 7 層及 19

層都能使用三層的公式來得出結果。在我們將 7 層和 19 層化成

和兩層公式系統一樣的圓點圖後，我們發現 

(如右圖 4-16) 7 層就是由 3 個四層所組合而成的「大三層」，而

19 層同時也是由 3 個 10 層所組合而成的「大三層」。因此，我

們可以知道三層公式系統皆是由 3 個兩層公式系統層數所組成。 

 

接著，我們再向上推導，得出三層公式系統第四項為 55 層，我們從這四項中發現，它們

之間的差亦會形成公比為 3 的等比數列：分別是 4、12、36，於是我們開始尋找三層公式系

統層數公式。 

 

▲圖 4-16 
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我們將差 4、12、36 分別設為𝑝1、𝑝2、𝑝3、差的總和為𝑆𝑚、公比 r=3   

將三層公式系統 3、7、19、55 分別設為𝑏1、𝑏2、𝑏3、𝑏4 

將數值帶入等比級數公式 𝑝1(1−𝑟𝑚)

1−𝑟
中：   S𝑚  =  

4(1−3𝑚)

1−3
 =  

4(1−3𝑚)

−2
 =  2 × 3𝑚 − 2 

因為上述公式僅為三層公式系統各層數間的公差，所以還要在式子中加上𝑏1 得 

2 × 3𝑚 − 2 + 𝑞1  =  2 × 3𝑚 − 2 + 3 =  2 × 3𝑚 + 1 

 

在我們加上𝑞1後，由於三層公式系統第一個層數已經包含在內，且第一項不需要加上公

差，因此，我們將差的次方數減一，也就是： 2× 3𝑚−1+1 

又 2× 3𝑚−1 +1 = 2(3𝑚−1)+1 = 2(3𝑚−1 +1)−1 = 𝟐𝒂𝒎 − 𝟏 

經由上述的推導，我們可以得出 

公式三：若𝒃𝒎= 𝟐 × 𝟑𝒎−𝟏 + 𝟏層，則𝒃𝒎符合「三層公式系統」，先由最左及最右的色球

進行運算，再與最中間的色球進行運算即可得出答案。 

（三）最少步數的函數公式 

1. 最少步數解法化為函數式 

在研究過程中，我們發現，當我們要找第 n 層的最少步數時，可以從二或三層公式系統

中，找小於m且最接近它的層數分解，依照這樣的規則，由大到小排列，來得出最少步數𝑓𝑧𝑛
(𝑛)。

為了方便有系統的研究，我們將 n 層最少步數解法令為 

       1111 11
... xfyxfyxfynf zmzmmzmz mmn
  

 

其中𝑥𝑚代表分解過程中所用到二或三層公式系統的層數，𝑧𝑚、𝑧𝑛值代表該層得出最少步數所

需要知道的色球顆數，𝑦𝑚代表該層數在分解運算中所使用的次數，也就等於𝑦𝑚−1 × 𝑧𝑚−1。𝑧𝑛則

代表所求層數所要知道的顆數，也就等於𝑦𝑚 × 𝑧𝑚。 

舉例來說： 

當層數為 2 層時，我們得出解所需要使用的層數為一個 2 層，所以需知道的色球數為 2

個，因此𝑧1 = 2、𝑦1 = 1，𝑧𝑛 = 1 × 2且運算次數為 1 次，因此我們寫成的函數式為 

𝑓2(2) = 1𝑓2(2) = 1 



15 
 

當層數為 5 層（如圖 4-17）時，我們得出解所需要使用的層數為 4 層及 2

層，因為兩層所要知道的色球為 2 個，且係數為 1，所以𝑧1 = 2且𝑦1 = 1，由此

我們可以知道𝑦2 = 2，運算次數為2 × 1 + 1 × 1 = 3，因此我們寫成的函數式為 

𝑓4(5) = 2𝑓2(4)+𝑓2(2) = 3 

當層數為十五層時，我們得出解所需要使用的層數為 10 層及 6 層，而 6 層又可以拆成 4

層及 3 層。因為 3 層所要知道的色球為 3 顆，且係數為 1，所以𝑧1 = 3且𝑦1 = 1，由此我們可

以知道𝑦2 = 3，而𝑧2 = 2，所以可以知道𝑦3 = 6，運算次數為1 × 2 + 3 × 1 + 6 × 1 = 11，因

此我們寫成的函數式為 

𝑓12(15) = 6𝑓2(10)+3𝑓2(4)+𝑓3(3) = 11(步) 

為了方便研究及找出更多的特性，我們做了 2~60 層的分解並將分解式做成下列的表格： 

 

▼表 4-4 

層數 函數式 已知最少步數（步） 

2 𝑓2(2) = 𝑓2(2) 1 
3 𝑓3(3) = 𝑓3(3) 2 
4 𝑓2(4) = 𝑓2(4) 1 
5 𝑓4(5) = 2𝑓2(4)+𝑓2(2) 2 × 1 + 1 × 1 =3 
6 𝑓6(6) = 3𝑓2(4)+𝑓3(3) 3 × 1 + 1 × 2 = 5 
7 𝑓3(7) = 𝑓3(7) 2 
8 𝑓6(8) = 2𝑓3(7)+𝑓2(2) 2 × 2 + 1 × 1 =5 
9 𝑓9(9) = 3𝑓3(7)+𝑓3(3) 3 × 2 + 1 × 2 =8 
10 𝑓2(10) = 𝑓2(10) 1 
11 𝑓4(11) = 2𝑓2(10)+𝑓2(2) 2 × 1 + 1 × 1 =3 
12 𝑓6(12) = 3𝑓2(10)+𝑓3(3) 3 × 1 + 1 × 2 =5 
13 𝑓4(13) = 2𝑓2(10)+𝑓2(4) 2 × 1 + 1 × 1 =3 
14 𝑓8(14) = 4𝑓2(10)+2𝑓2(4)+𝑓2(2) 4 × 1 + 2 × 1 + 1 × 1 =7 
15 𝑓12(15) = 6𝑓2(10)+3𝑓2(4)+𝑓3(3) 6 × 1 + 3 × 1 + 1 × 2 =11 
16 𝑓6(16) = 3𝑓2(10)+𝑓3(7) 3 × 1 + 1 × 2 =5 
17 𝑓12(17) = 6𝑓2(10)+2𝑓3(7)+𝑓2(2) 6 × 1 + 2 × 2 + 1 × 1 =11 
18 𝑓18(18) = 9𝑓2(10)+3𝑓3(7)+𝑓3(3) 9 × 1 + 3 × 2 + 1 × 2 =17 
19 𝑓3(19) = 𝑓3(19) 2 
20 𝑓6(20) = 2𝑓3(19)+𝑓2(2) 2 × 2 + 1 × 1 =5 

▲圖 4-17 
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21 𝑓9(21) = 3𝑓3(19)+𝑓3(3) 3 × 2 + 1 × 2 =8 
22 𝑓6(22) = 2𝑓3(19)+𝑓2(4) 2 × 2 + 1 × 1 =5 
23 𝑓12(23) = 4𝑓3(19)+2𝑓2(4)+𝑓2(2) 4 × 2 + 2 × 1 + 1 × 1 =11 
24 𝑓18(24) = 6𝑓3(19)+3𝑓2(4)+𝑓3(3) 6 × 2 + 3 × 1 + 1 × 2 =17 
25 𝑓9(25) = 3𝑓3(19)+𝑓3(7) 3 × 2 + 1 × 2 =8 
26 𝑓18(26) = 6𝑓3(19)+2𝑓3(7)+𝑓2(2) 6 × 2 + 2 × 2 + 1 × 1 =17 
27 𝑓27(27) = 9𝑓3(19)+3𝑓3(7)+𝑓3(3) 9 × 2 + 3 × 2 + 1 × 2 =26 
28 𝑓2(28) = 𝑓2(28) 1 
29 𝑓4(29) = 2𝑓2(28)+𝑓2(2) 2 × 1 + 1 × 1 =3 
30 𝑓6(30) = 3𝑓2(28)+𝑓3(3) 3 × 1 + 1 × 2 =5 
31 𝑓4(31) = 2𝑓2(28)+𝑓2(4) 2 × 1 + 1 × 1 =3 
32 𝑓8(32) = 4𝑓2(28)+2𝑓2(4)+𝑓2(2) 4 × 1 + 2 × 1 + 1 × 1 =7 
33 𝑓12(33) = 6𝑓2(28)+3𝑓2(4)+𝑓3(3) 6 × 1 + 3 × 1 + 1 × 2 =11 
34 𝑓6(34) = 3𝑓2(28)+𝑓3(7) 3 × 1 + 1 × 2 =5 
35 𝑓12(35) = 6𝑓2(28)+2𝑓3(7)+𝑓2(2) 6 × 1 + 2 × 2 + 1 × 1 =11 
36 𝑓18(36) = 9𝑓2(28)+3𝑓3(7)+𝑓3(3) 9 × 1 + 3 × 2 + 1 × 2 =17 
37 𝑓4(37) = 2𝑓2(28)+𝑓2(10) 2 × 1 + 1 × 1 =3 
38 𝑓8(38) = 4𝑓2(28)+2𝑓2(10)+𝑓2(2) 4 × 1 + 2 × 1 + 1 × 1 =7 
39 𝑓12(39) = 6𝑓2(28)+3𝑓2(10)+𝑓3(3) 6 × 1 + 3 × 1 + 1 × 2 =11 
40 𝑓8(40) = 4𝑓2(28)+2𝑓2(10)+𝑓2(4) 4 × 1 + 2 × 1 + 1 × 1 =7 
41 𝑓16(41) = 8𝑓2(28)+4𝑓2(10)+2𝑓2(4)+𝑓2(2) 8 × 1 + 4 × 1 + 2 × 1 + 1 ×

1 =15 
42 𝑓24(42) = 12𝑓2(28)+6𝑓2(10)+3𝑓2(4)+𝑓3(3) 12 × 1 + 6 × 1 + 3 × 1 + 1 ×

2 =23 
43 𝑓12(43) = 6𝑓2(28)+3𝑓2(10)+𝑓3(7) 6 × 1 + 3 × 1 + 1 × 2 =11 
44 𝑓24(44) = 12𝑓2(28)+6𝑓2(10)+2𝑓3(7)+𝑓2(2) 12 × 1 + 6 × 1 + 2 × 2 + 1 ×

1 =23 
45 𝑓36(45) = 18𝑓2(28)+9𝑓2(10)+3𝑓3(7)+𝑓3(3) 18 × 1 + 9 × 1 + 3 × 2 + 1 ×

2 =35 
46 𝑓6(46) = 3𝑓2(28)+𝑓3(19) 3 × 1 + 1 × 2 =5 
47 𝑓12(47) = 6𝑓2(28)+2𝑓3(19)+𝑓2(2) 6 × 1 + 2 × 2 + 1 × 1 =11 
48 𝑓18(48) = 9𝑓2(28)+3𝑓3(19)+𝑓3(3) 9 × 1 + 3 × 2 + 1 × 2 =17 
49 𝑓12(49) = 6𝑓2(28)+2𝑓3(19)+𝑓2(4) 6 × 1 + 2 × 2 + 1 × 1 =11 
50 𝑓24(50) = 12𝑓2(28)+4𝑓3(19)+2𝑓2(4)+𝑓2(2) 12 × 1 + 4 × 2 + 2 × 1 + 1 ×

1 =23 
51 𝑓36(51) = 18𝑓2(28)+6𝑓3(19)+3𝑓2(4)+𝑓3(3) 18 × 1 + 6 × 2 + 3 × 1 + 1 ×

2 =35 
52 𝑓18(52) = 9𝑓2(28)+3𝑓3(19)+𝑓3(7) 9 × 1 + 3 × 2 + 1 × 2 =17 
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53 𝑓36(53) = 18𝑓2(28)+6𝑓3(19)+2𝑓3(7)+𝑓2(2) 18 × 1 + 6 × 2 + 2 × 2 + 1 ×

1 =35 
54 𝑓54(54) = 27𝑓2(28)+9𝑓3(19)+3𝑓3(7)+𝑓3(3) 27 × 1 + 9 × 2 + 3 × 2 + 1 ×

2 =53 
55 𝑓3(55) = 𝑓3(55) 2 
56 𝑓6(56) = 2𝑓3(55)+𝑓2(2) 2 × 2 + 1 × 1 =5 
57 𝑓9(57) = 3𝑓3(55)+𝑓3(3) 3 × 2 + 1 × 2 =8 
58 𝑓6(58) = 2𝑓3(55)+𝑓2(4) 2 × 2 + 1 × 1 =5 
59 𝑓12(59) = 4𝑓3(55)+2𝑓2(4)+𝑓2(2) 4 × 2 + 2 × 1 + 1 × 1 =11 
60 𝑓18(60) = 6𝑓3(55)+3𝑓2(4)+𝑓3(3) 6 × 2 + 3 × 1 + 1 × 2 =17 

 

接著，在研究的過程中，為了方便觀察，我們將上列最少步數及層數的關係繪製成折線圖。 

 

▲圖 4-18 已知最少步數與層數關係折線圖 

從表 4-4 及圖 4-18 中，我們得到了幾項重要的發現： 

(1)每一項的係數皆是由前一項的係數乘上要知道的顆數來得出 

(2)每將層數分解一次，由於各層運算之間會有一層重疊，所以我們就要扣除重疊的

層數，也就是當我們將𝑓(𝑛)分為 𝑓(𝑥𝑚) +  𝑓(𝑥𝑚−1) + ⋯ +  𝑓(𝑥2) +  𝑓(𝑥1)所以我們可

以得出 

∑ 𝑥𝑚

𝑗

𝑚=1

− (𝑗 − 1) = 𝑛 
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11 
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11 
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數
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舉𝑛 = 38為例，𝑓8(38) = 4𝑓2(28)+2𝑓2(10)+𝑓2(2)，則 J = 3 

所以可以得知：28 + 10 + 2 − (3 − 1) = 40 − 3 + 1 = 38 

 (3) 因為我們的函數式僅僅使用二及三層公式系統，且二及三層公式系統皆是兩層

數差呈現公比為 3 的等比數列，所以函數之間，每三個、三個會分成一組。 

(4)並且我們也發現：每一組第二個函數，其解法會是第一個函數的 2 倍加𝑓2(2)，也

因為如此，它的z𝑛值和 y 值會是第一個函數的兩倍；第三個函數，其解法會是第一

個函數的 3 倍加𝑓3(3)，它的z𝑛值和 y 值也會是第一個函數的三倍，也因此函數可

以 3 個、3 個或 9 個、9 個分為一組。 

當 m、m+1、m+2 在同一組中時， 

2𝑓𝑧(𝑚)+𝑓2(2) = 𝑓2𝑧(𝑚 + 1) 

3𝑓𝑧(𝑚) + 𝑓3(3)=𝑓3𝑧(𝑚 + 2) 

 (5)另外，我們還可以歸納出，n 層的最少步數值= 𝑧𝑛 −1（步） 

 

2. 三進位表格 

在將層數系統化的過程中，我們將兩層公式系統和三層公式系統中，同項次的層數視為

我們在函數運算運算方法的大系統中的同一位數﹙如下表 4-5﹚。我們發現在同項次中，每一

個三層公式系統的層數都是由 3 個同項次兩層公式系統的層數所組合而成。我們發覺，這樣

的概念與數學中的「三進位法」似曾相識，於是我們就將我們的系統和三進位法加以統整，

創造出一套新的三進位法。 

 

▼表 4-5 

三進位位數 第 5 位 第 4 位 第 3 位 第 2 位 第 1 位 
兩層公式系
統 

82 
34 + 1 

 

28 
33 + 1 

10 
32 + 1 

4 
31 + 1 

2 
30 + 1 

三層公式系
統 

163 
2 × 34 + 1 

 

55 
2 × 33 + 1 

19 
2 × 32 + 1 

7 
2 × 31 + 1 

3 
2 × 30 + 1 

 



19 
 

在這個新的三進位法上，我們同樣也將二和三層公式系統中的同項次的層數視為同一個

位數，因為兩層公式系統的層數所需的最少步數均為 1 步，於是我們將符合兩層公式系統的

層數定位為數字 1；因為三層公式系統的層數所需的最少步數均為 2 步，所以我們把符合三

層公式系統的層數定位為數字 2。也就是說，當分解後，數字為 1 時，就使用該項次中兩層

公式系統層數；當分解後，數字為 2 時，就使用該項次中三層公式系統層數；當分解後，數

字為 0 時，我們就跳過該項次所有的層數，不使用該項次進行分解。 

同時，因為在題目當中，層數為 1 時不用進行運算、使用不到我們的系統，所以十進位

數字 1 的地方對應的層數為 2 層，也就是說，十進位數字為其對應的三進位層數減 1。 

 

▼表 4-6 

十進位 

數字  

對應層數  163 82 55 28 19 10 7 4 3 2 

1 2                   1 

2 3                 2   

3 4               1   0 

4 5               1   1 

5 6               1 2   

6 7             2     0 

7 8             2     1 

8 9             2   2   

9 10           1   0   0 

10 11           1   0   1 

11 12           1   0 2   

12 13           1   1   0 

13 14           1   1   1 
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14 15           1   1 2   

15 16           1 2     0 

16 17           1 2     1 

17 18           1 2   2   

18 19         2     0   0 

19 20         2     0   1 

20 21         2     0 2   

21 22         2     1   0 

22 23         2     1   1 

在我們將各層數分解為三進位表示法，進而延伸到三進位表格後，我們開始將同一位數

中的 1、2 分為兩排紀錄，於是我們就可以根據它所呈現的數字與在表格中的位置，找出它的

三進位值與解法。 

舉例來說：當層數=12，所對應到的是十進位數字中的 11，其三進位表示法即為(1 0 2)， 

於是，我們就可以知道解 12 層時，所需使用到的層數為兩層公式系統第三項的 10 層及三層

公式系統第一項的 3 層，亦即𝑓6(12) = 3𝑓2(10)+𝑓3(3) 。 

再以 38 層為例，其所對應到的十進位數字為 37、三進位式為(1 1 0 1)，所以我們可以知

道，當我們要解 38 層時，所需使用到的層數為兩層公式系統第四、第二及第一項的 28 層、4

層和 2 層。 

關於三進位表格中的結果，我們都可以由前一節的最少步數解法化為函數式的表格中得

到驗證，所以找到這個方法，無疑是我們此次研究中的一大突破。 

3. 函數公式 

在列出以上函數式後，我們希望不要以由後往前推的方式來求得係數並列出其函數式，

而是以最快的方式來尋找其中的規律，甚至是使用公式來取代，於是開始了以下的研究 

    經過上一部分解說，將十進位層數轉成三進位式後，我們可以令由右到左的第一位為𝑎1

（並令𝑎0 = 0），第二位𝑎2，再來是𝑎3、𝑎4 ⋯ ⋯ 𝑎𝑖，而函數式中各項次系統層數所使用的次

數由右到左(依照項次)分別為𝑏1、𝑏2、𝑏3、𝑏4 ⋯ ⋯ 𝑏𝑖 
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「函數式中前面的係數都是由其上一個的係數來決定的」這個看似簡單的定理卻是對推

導出公式的重要關鍵」。 

例如： 

𝑓8(38) = 4𝑓2(28)+2𝑓2(10)+𝑓2(2)將其化為函數式：38 層的三進位表示法(1 1 0 1)。 

其中依照三進位表示法分別令： 𝑎1 = 1，𝑎2 = 0，𝑎3 = 1，𝑎4 = 1 

並依照函數式的係數分別令：  𝑏1 = 1，𝑏2 = 0，𝑏3 = 2，𝑏4 = 4 

由𝑏4=𝑏3(𝑎3 + 1) = 2 × (1 + 1)所以由此推得原系統的係數等於其下一個系統所使用的次數

乘上其三進位所對應的數字加 1，因此我們可以得到此關係 

𝑏4 = 𝑏3（𝑎3+1）=  𝑏2（𝑎2+1）（ 𝑎3+1）=  𝑏1（𝑎1+1）（ 𝑎2+1）（ 𝑎3+1） 

不過 

當𝑏𝑖−1 ≠ 0時， 𝑏𝑖 = 𝑏𝑖−1（𝑎𝑖−1+1）（𝑎𝑖−2+1）（𝑎𝑖−3+1） ⋯ ⋯以此類推 

 

當𝑏𝑖−1 = 0時，我們將𝑏𝑗定義為離𝑏𝑖最近，且不等於零的系統次數，於是 

𝑏4 = 𝑏𝑗（𝑎𝑗+1）= 𝑏𝑗−1（𝑎𝑗−1+1）⋯ ⋯以此類推 

所以由其系統係數所得出的係數公式算法∏ (𝑎𝑗 + 1)𝑖−1
𝑗=0 其中 i，k 為常數。 

繼續觀察其對應的三進位，我們發現其系統所要知道的字符數等於其三進位所對應的數

字加一，可得𝑓𝑎𝑖+1。 

之後是括弧內的系統數字其內容決定於𝑎𝑛，以再由函數表格中的系統對應的數字 1、2 中得

到各個所使用到的系統：2 為1 × 30 + 1，3 為 2× 30+1，4 為1 × 31 + 1，7 為2 × 31 + 1以此

類推。所以我們可以從 2 推得其表示法為𝑎1 × 31−1 + 1得 

(𝑎𝑖3𝑖−1 + 1) 

最後我們可以推得：前面的使用字符數等於系統使用次數乘上其系統所要知道的字符數，

例如： 

𝑓8(38) = 4𝑓2(28)+2𝑓2(10)+𝑓2(2) 

其𝑓8(38)中的係數 8 為4𝑓2(28)中 28 所要知道的色球乘上其所使用的次數，所以我們可
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以得其公式： 
 

 xf
k

i
ia





1

1

其中 i、𝑘為常數，x 為待求數，其最少步數為 

4 × 1 + 2 × 1 + 1 × 1 = 7，所以最少步數為  


k

i 1
ii a×b  

例如：我們要如何知道 38 層的函數式以及其最少步數？ 

      從三進位表格中可知 38 層的三進位表示法為(1 1 0 1)，故𝑎1=1，𝑎2=0，𝑎3=1，𝑎4=1 

      將其代入左式  



k

i
ia

1

1 中可得  (𝑎1 + 1)(𝑎2 + 1)(𝑎3 + 1)(𝑎4 + 1) 

                                =2 × 1 × 2 × 2 

                                =8 

再代入右式    131 1
1

1

1

0









 









 
i

ia

k

i

i

j
j afa

i
中可得下列四式 

當 i=1 時：(𝑎0 + 1)𝑓𝑎1+1(𝑎1 × 30 + 1)  → 𝑓2(2) 

當 i=2 時：(𝑎0 + 1)(𝑎1 + 1)𝑓𝑎2+1(𝑎2 × 31 + 1)  →因𝑎2 = 0故此式不成立 

當 i=3 時：(𝑎0 + 1)(𝑎1 + 1)(𝑎2 + 1)𝑓𝑎3+1(𝑎3 × 32 + 1)  → 2𝑓2(10) 

當 i=4 時：(𝑎0 + 1)(𝑎1 + 1)(𝑎2 + 1)(𝑎3 + 1)𝑓𝑎4+1(𝑎4 × 33 + 1)  → 4𝑓2(28) 

在以上式子中加上4𝑓2(28)+2𝑓2(10)+𝑓2(2) 則與原式相符 

其最少步數為4 × 1 + 2 × 1 + 1 × 1 = 7，所以最少步數為  



k

i
ii ab

1

 

再綜合所有運算得：  

𝑓8(38) = 4𝑓2(28)+2𝑓2(10)+𝑓2(2)   →抑與原式相同 

所以總結以上的過程我們得到一個超乎想像的一個公式： 

這個公式可以快速求出一整個函數式 

 

      


























k

i
aa

i

j
j i

iik

i
ia

faxf
1

131

1

0
1

1

1

1  

其實，這個公式並沒有想像中的龐雜，我們以 1000 層為例，如果使用最原始的方法─一

步一步推算，需要運算 

999+998+997+…+5+4+3+2+1=499500(次) 
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R  R  B  G  R  B  
 R  G  R  B  G 

   B  B  G  R 
     B  R  B 
      G  G 
        G 
 

但若使用我們的運算公式和法則，則 1000 層會被分解成 

4𝑓2(730)+2𝑓2(244)+𝑓2(28)（因為 1000 的三進位表示為 1101000） 

所以我們可以知道： 

𝑓8(1000) = 4𝑓2(730)+2𝑓2(244)+𝑓2(28) 

也就是說，若要求 1000 層的解，只需要知道第一列特定 8 個色球的顏色，就可以在 

7 步之中完成。這可比原先少了不只千倍、萬倍地輕鬆啊！ 

四、求第 i 列第 j 個 

在得知所有層數的函數解法以後，我們在想，我們得到最後的運算能不能不只是求出最

後一層，而是每一列的每一個都可以快速求出呢？於是我們開始了這個研究。 

為了這個主題，我們設計出了一套座標系統，我們令所要求的色球座標為𝑃(𝑖，𝑗)，其中i值

為我們所要求出的色球由上到下所對應的列數，j 值為我們所要求出的色球由左到右所對應的

顆數。另外我們也將我們已知的列數設為第 1 列，作為我們求解的依據。 

當我們要知道𝑃(𝑖，𝑗)時。可以從𝑃(𝑖，𝑗)倒推至第一列來得出解。因此只要知道，我們所

要知道的第一列色球起始點𝑃(1，𝑗)，𝑃(1，𝑗 + 1)，𝑃(1，𝑗 + 2)，……，𝑃(1，𝑖 + 𝑗 − 1)，再

利用前一節的方法，就可以得到最少步數，並發現 𝑃(𝑖，𝑗)的最少步數即為𝑖層的最少步數。 

 

以圖 4-19 為例，若我們已知的列數為第二列，且要找出其中的色球

P(4，2)。我們將 i=4、j=2、m=1 帶入座標系統中，我們就可以知道，要

找出其解就需往上推從𝑃(1，2)到 P(1，1+5−1)這四顆色球來得出解。可

使用𝑃(1，2)和P(1，5)並用四層公式 P(4，2)= P(1，2)⊕P(1，5)，只用

一次步數即可求得 P(4，2)。得其 i 值為 4 

因此得出：  

公式四：欲求出 P(i，j)，可從 P(1，j)到 P(1，i+j−1)之中求出解，且其最少步數為 i 層之最

少步數。  

▲圖 4-19 



24 
 

伍、結論 

  (一) n 層有排列方式有
2
33 2

1







 



n
n

種 

(二)當層數𝒂𝒎= 𝟐 × 𝟑𝐦−𝟏 + 𝟏、m≥ 𝟏時，可以以第一層最首、最末項進行運算，再與第

𝒏+𝟏

𝟐
項進行運算，得最少步數解為 2 次 

(三)當層數𝒃𝒎 = 𝟑𝒎−𝟏 + 𝟏、m≥ 𝟏時，可以以第一層最首、最末項進行運算，得最少步

數解為 1 次 

(四)若𝒙𝒎代表分解過程中所用到二或三層公式系統的層數，且將十進位層數轉成三進位

式後，我們令由右到左分別為𝒂𝟏、𝒂𝟐、⋯ ⋯、𝒂𝒊(令𝒂𝟎 = 𝟎)，而函數式中各項次系

統層數所使用的次數由右到左(依照項次)分別為𝒃𝟏、𝒃𝟐、 ⋯ ⋯、𝒃𝒊。原本由第一列

求到第 n 列需要運算 




1

1

n

i
i 𝑛(𝑛−1)

2
步 ，但經過我們的研究，我們得到已知的最少步

數為  



k

i
ii ab

1

 

(五)我們將各層數化為函數式，並以 

       1111 11
... xfyxfyxfynf zmzmmzmz mmn
  

 

     來表示。 

(六)發現每一個三層公式系統的層數皆是由 3 個同項次兩層公式系統的層數所組合而成。

我們還發現這個與三進位十分相似，並以上述二、三層公式系統所使用的步數 1、2

來表示三進位。 

(七)總結三進位表示法及函數式，將其化成函數公式： 
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i
ia
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(八)最後，我們還發現不單是第 n 層有快速解法而已，任一列、任一個都可以快速求出其解。

從 P(1，j)到 P(1，i+j-1)，再以其所求出的層數進行運算求得 P(i，j) 
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   R     B      B    
B     R    B     R 
    G           R 
R     R    R     R 
   B     G     G 
G    R    B    G 

陸、未來展望 

在研究過程中，我們將原規則稍做更動，定義出下列兩種新規

則：  

（一）環狀排列收斂 

    以 p 個 R、G、B 三色球各若干個為頂點，作一正 p 邊形，再取

兩頂點之中點，並將相鄰兩中點連接，形成一個略小的 p 邊形，如

此反覆進行相同的動作，直到內側 p 邊形與最外圈有相同的排列。 

（二）金字塔型 

共 q 個 R、G、B 三色球各若干個排成一行，再以相同總數的色球排列，形成一中空正方

形。在此正方形中插入一邊長為 q−1 個色球的中空正方形形成第二圈……以此類推到第三圈，

直到內側為 

2 × 2 排列之中空正方形。 

從第二圈起，圖形的形狀由其外側 2 個或 3 個色球來決定。若其外側有三色球，則兩不

相鄰色球先行運算（若相同則得出相同色球，不同 

則得出第三種色球），再與中間色球運算；若其外側有兩色球，則兩色球 

依照原規則運算後即可得解。 

但因為我們尚無法完整定義出真正的「金字塔型」，仍不能更進一步進行探討和研究，所

以這將是我們未來發展的重點項目之一。 
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作品海報 

【評語】030407  

作者分析一個離散動態系統問題，考慮給定排成一列的紅、藍、

綠三種顏色的 n個色球，依特定規則衍生下一列 n-1個色球，再依

循同樣規則衍生下一列 n-2個色球…直到剩餘一個色球（第 n列）

為止，如何快速判斷最後一顆球的顏色的問題。透過抽象的符號操

作，作者們聰明的將問題轉換成簡單的代數計算問題，並藉由代數

式化簡的結果，將題目轉換為算子運算來操作，導出簡化規則，說

明清楚且有條理，過程詳細有其複雜性與難度，是一件精彩的作品。

後半部關於最少計算步數的說明稍嫌簡略了些，最小步數的計算及

一般式也應納入成為研究目的。部分符號交代得不夠清楚，且硬把

演算法的概念寫成一個複雜公式是沒有必要的。如果能把這部分再

稍做修正會更好（數學傳播近期會有與此問題相關的一篇文章，作

者們到時也可以參考文章中所提的結果）。處理方法不俗，引進運

算及三進位的想法令人驚艷，結論也頗漂亮，是相當具有數學味道

的作品。 
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二、n層的基本判斷法

進行判斷之前，我們首先做出了以下幾個基本公設：

若a、b、c ∈｛R、G、B｝，則：
公設(1) ：a⊕a=a
公設(2) ：若a≠b≠c，則 a⊕b=c
公設(3) ：a⊕b= b⊕a
由上述公設中我們可以推導出：

（一）三層公式

在尋找第n列速解法的過程中，我們選擇從最簡單的三層開始窮舉、觀察，我們發現了三層似乎可由特殊的規
則得出答案。

經過性質二的證明可知：在三層中我們可以將共同項P1,2提出，先運算P1,1和P1,3，再與P1,2運算，於是，我們

就可以把運算步數由原來的3次減為1 + 1 = 2次。

(P1,1♁P1,2）♁（P1,2♁P1,3）
= P1,2♁（P1,1♁P1,3）

一、n層第一列排列種類數

首先，我們將如(R G)⇔(G R)和(R G B)⇔(B G R)這類左右交換的組合，定義為「左右不對稱的排列組合」。

從我們的定義中可以知道，當層數為n，在正推的情況下，計算排列種類的方式為：𝟑𝒏 −「左右不對稱的排列組數」

除上述方法外，排列種類數量也等於加上不重複的組合(左右對稱的組合)再除以2。因為在「左右對稱的排列種類」中，

我們只需考慮第一列第𝑃1,1~𝑃
1,

𝑛+1

2

個色球，又每個位置均有(R) 、(G) 、(B)三種可能，於是，可知當層數為n時「左右對

稱的排列種類」數應為： (種) 註：[x]為高斯符號，代表小於等於x的最大整數。

由此我們可以推得，n層的正推排列種類數量為： (種)

一共 n 個紅、綠、藍三種顏色的色球各若干個排成第一列，在下一列排n－1個色球（每個色球插空隙）成
第二列，以此類推排第三列……直到最後一列只有一個色球。但從第二列起，色球的顏色由其左上和右上
決定。若左上右上不同色，則此球為第三種顏色；若左上右上同色，則此球也同色。

研究過程

接著，我們試著由𝑃𝑛,1開始向上逆推第一列的排列種類數量。

依照我們原先的定義，每一個色球逆推上去會有2種可能 如第𝑛列為R時，第𝑛 − 1列可為(R R)、(G B)兩種

，又經由觀察可以發現，當逆推到2的倍數層的時候，就會多出3𝑛−1個「左右不對稱的排列組合」，因此當層數n為

偶數時就必須減掉3𝑛−1種排列組合，而減掉3𝑛−1種組合，也等同於加上左右對稱的組合再除以2。
下表中，我們將第n列固定為其中一種顏色的色球，於是就可以歸納出各層左右對稱的排列種類數公式為：

遊戲規則及研究目的

本作品主要在探討：

一、求出n層有多少種排列方式

二、找出n層的基本判斷法

三、n層的最少步數及系統化

四、速求第i層第j個之解

在排列方式的最後，我們研究了「有序排列」。有序排列又分為兩種：

發現一：當我們僅用兩種色球交錯排列時，𝑃𝑛,1必為未使用到的第三種色球；
當我們使用三種色球依序排列，𝑃𝑛,1只需透過第一列最左及最右兩色球便可得其結果。
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公式一：n層的排列方式有 種
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可以知道：當我們將第n層固定為其中一種色球時，逆推排列種類數量為：

但當不限制第n層的色球以後，第n層會有3種可能，即上述的公式乘以3，也就是：

故可知：不管正推或逆推，排列種類數量均相同。
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性質二：假設a、b、c、x ∈｛R、G、B｝，當固定a、b，對任意x可得：(a⊕x)⊕(x⊕b)=(a⊕b)⊕x

性質一：假設a、b、c ∈｛R、G、B｝，可得： (a⊕b)⊕b=a

定理一：三層可由首列兩側之值相運算後，再與首列中央的值進行運算，即可得解。
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三、n層的最少步數及系統化

一般來說，要求得第n列的解共需計算(n−1)+(n−2)+⋯+1次，也就是 𝑛 𝑛−1

2
次，

我們為了減少運算的步數，開啟了下面的研究。

透過定理一、定理二，我們可以分別延伸出兩層公式系統及三層公式系統。

（一）兩層公式系統

我們先以四層為基本圖。經過類推可以發現：10層可視為「大四層」、28層可看作「大十層」

，且二者皆能利用最左及最右兩色球得知其結果 (均符合兩層公式系統)。

令符合兩層公式系統的最小層數2為𝑎1、4為𝑎2、10為𝑎3、28為𝑎4……第n個層數為𝑎𝑚，因為

每一個層數皆是由其前一個層數向上推展兩次來得出，且每推展一次就會有一層重疊，於是我們

可以寫出關係式：𝑎𝑚 = 𝑎𝑚−1 + 𝑎𝑚−1 − 1 + 𝑎𝑚−1 − 1

最後，我們可以得到：

（二）三層公式系統

以三層圖型作為基本圖，我們可以發現： 7層是由3個四層所組合而成的「大三層」，

而19層亦是由3個十層所組合而成的「大三層」，所以均符合三層公式系統。

(除此之外，我們還可以知道，三層公式系統是由3個兩層公式系統層數所組成。)

我們由3層向上反覆推導，發現層數之間的差會形成公比為3的等比數列 4，12，36……

我們將各數值代入等比級數公式中，即可得出三層系統的層數公式。

接著，利用公式二、公式三，我們將n層化為函數式

其中𝑥𝑚代表分解過程中所用到二或三的系統的層數， 𝑧𝑛、 𝑧𝑚值代表該層得出最少步數所需要知道的色球顆數。

為了方便研究及找出更多的特性，我們製作了下列的表格：

從表格中，我們得到了幾項重要的發現：

⌾每一項的係數皆是由前一項的係數乘上要知道的顆數來得出

⌾每將層數分解一次，由於各層運算之間會有一層重疊，所以我們將𝑓 𝑛 分解為

𝑓 𝑥1 + 𝑓 𝑥2 +⋯+ 𝑓(𝑥𝑚−1) + 𝑓(𝑥𝑚)，可以得出

⌾函數之間，每三個、三個會分成一組。

⌾當m、m+1、m+2在同一組中時，2𝑓𝑧 𝑚 +𝑓2 2 = 𝑓2𝑧 𝑚 + 1 ，3𝑓𝑧 𝑚 + 𝑓3 3 =𝑓3𝑧 𝑚+ 2

⌾n層的最少步數值= 𝒛𝒏 −1（步）

公式二：若𝒂𝒎 = 𝟑𝒎−𝟏 + 𝟏層，則𝒂𝒎符合「兩層公式系統」，只需利用最左及最右兩色球即可得知其結果。

公式三：若 𝒃𝒎= 𝟐 × 𝟑𝒎−𝟏 + 𝟏層，則𝒃𝒎符合「三層公式系統」，先由最左及最右的色球進行運算，再與最中間
的色球進行運算，即可得出答案。

層數 函數式 已知最少步數（步）

2 𝑓2 2 = 𝑓2 2 1

3 𝑓3 3 = 𝑓3 3 2

4 𝑓2 4 = 𝑓2 4 1

5 𝑓4 5 = 2𝑓2 4 +𝑓2 2 2 × 1 + 1 × 1 =3

6 𝑓6 6 = 3𝑓2 4 +𝑓3 3 3 × 1 + 1 × 2 = 5

7 𝑓3 7 = 𝑓3 7 2

8 𝑓6 8 = 2𝑓3 7 +𝑓2 2 2 × 2 + 1 × 1 =5

9 𝑓9 9 = 3𝑓3 7 +𝑓3 3 3 × 2 + 1 × 2 =8

10 𝑓2 10 = 𝑓2 10 1

11 𝑓4 11 = 2𝑓2 10 +𝑓2 2 2 × 1 + 1 × 1 =3

12 𝑓6 12 = 3𝑓2 10 +𝑓3 3 3 × 1 + 1 × 2 =5

13 𝑓4 13 = 2𝑓2 10 +𝑓2 4 2 × 1 + 1 × 1 =3

14 𝑓8 14 = 4𝑓2 10 +2𝑓2 4 +𝑓2 2 4 × 1 + 2 × 1 + 1 × 1 =7

15 𝑓12 15 = 6𝑓2 10 +3𝑓2 4 +𝑓3 3 6 × 1 + 3 × 1 + 1 × 2 =11

16 𝑓6 16 = 3𝑓2 10 +𝑓3 7 3 × 1 + 1 × 2 =5

17 𝑓12 17 = 6𝑓2 10 +2𝑓3 7 +𝑓2 2 6 × 1 + 2 × 2 + 1 × 1 =11

18 𝑓18 18 = 9𝑓2 10 +3𝑓3 7 +𝑓3 3 9 × 1 + 3 × 2 + 1 × 2 =17

19 𝑓3 19 = 𝑓3 19 2

20 𝑓6 20 = 2𝑓3 19 +𝑓2 2 2 × 2 + 1 × 1 =5

（二）四層公式

依照原本的推算法，四層所需的總運算步數共1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6次。但經過窮舉、觀察、研究，我們也發現

了四層的特殊判斷法。

透過性質三的證明可知，不論何種組合，四層皆可由首列的左右兩個色球相運算後得解，所需運算步數也可以從6

次減成1次。同時，我們還可以瞭解到，這樣的規則和兩層是相同的。

性質三：假設a、b、c、x、y ∈｛R、G、B｝，當固定a、b，對任意x、y可得：[(a⊕x)⊕y]⊕[(b⊕y)⊕x]=a⊕b

定理二：四層可由首列兩側之值相運算，即可得解。
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將十進位層數轉換成三進位的函數式之後，我們再令第一位為𝑎1（並令𝑎0 = 0），第二位𝑎2，再來是𝑎3、𝑎4…….
而函數式所使用到的系統次數由右到左記為𝑏1、𝑏2、𝑏3、𝑏4

因為前一個系統的係數等於其下一個系統所使用的次數乘上其三進位所對應的數字加一，所以我們可以得到係數

公式算法 ，其中i、k為常數。

藉由觀察與先前的研究，我們可以推導出：在前面使用的字符數會等於該系統使用的次數乘上該系統第一列所

須知道的色球數。於是，我們可以得到公式： 𝒇 𝒊=𝟏
𝒌 𝒂𝒊+𝟏

(𝒙)，其中i、𝒌為常數，x為待求數，最少步數為

最後，總結上述，得：

公式四：n層最少步數函數解法為𝐟 𝐢=𝟏
𝐤 𝐚𝐢+𝟏

(𝐱)=  𝐢=𝟏
𝐤 [ 𝐣=𝟎

𝐢−𝟏 𝐚𝐣 + 𝟏 ] 𝐟𝐚𝐢+𝟏(𝐚𝐢𝟑
𝐢−𝟏 + 𝟏)

四、n層中求第𝒊列第𝒋個

接下來，我們把所要求的色球座標令為P(i，j)。由於我們已求出𝑃𝑛,1的最少步數及函數解法，我們就可以將P(i，j)
視為某一層數中的𝑃𝑛,1，我們只需要再知道第一層中的P(1，x)到P(1，y)的色球顏色，便可得解。

由於是從P(i，j)推至第1列來得出解，因此可知，我們所需知道第1列的起始色球座標為P(1，j)。接著我們可以推
出，所要知道的第1列最末色球的座標為P(1，i+j-1)。同時，因為我們已知的層數為第一層，且要求出的解P(i，j)位在
第i列，所以得出P(i，j)的最少步數即為i層的最少步數。

以右圖為例，若我們已知的列數為第一列，且要找出其中的色球P(4，2)。我們將i=4、j=2、m=1
帶入座標系統中，我們就可以知道，要找出其解就需往上推從P(1，2)到P(1，1+5-1)這四顆色球來得
出解。也就是使用P(1，2)=R、P(1，5)=R 並用四層公式求得其解P(4，2)=R
由於i值為4，因此可得知它的最少步數為4層的1次。

公式五：欲求出P(i，j)，可從P(1，j)到P(1，i+j-1)之中求出解，且其最少步數為𝒊層之最少步數。

結論
(一) n層排列方式有 種

(二)當層數𝒂𝒎= 𝟑𝐦−𝟏 + 𝟏、m≥ 𝟏時，可以以第一層最首、最末項進行運算，得最少步數解為1次

(三)當層數𝒃𝒎 = 𝟐 × 𝟑
𝒎−𝟏 + 𝟏、m≥ 𝟏時，可以以第一層最首、最末項進行運算，再與第[

𝒏+𝟏

𝟐
]項進行運算，

得最少步數解為2次

(四)原本由第一列求到第n列需要運算 次，但經過我們的研究，我們得到已知的最少步數為

(五)我們將各層數化為函數式，並以 表示。

(六)發現每一個三層公式系統的層數皆是由3個同項次兩層公式系統的層數所組合而成，且此函數與三進位十分相似，並

以上述二、三層公式系統所使用的步數1、2來表示三進位。

(七)總結三進位表示法及函數式，將其化成函數公式：

(八)找出任一列任一個的快速解法通式：從P(1，j)到P(1，i+j-1)，再以其所求出的層數進行運算後，便可得解。

 

𝒊=𝟏

𝒏−𝟏

𝒊 =
𝒏 𝒏 − 𝟏

𝟐
 

𝒊=𝟏

𝒌

𝒃𝒊 × 𝒂𝒊

R  R B  G  R B 
R  G  R  B  G

B  B G  R
B  R B
G  G

G

我們發現在同項次中，每一個三層公式系統的層數都是由3個同項次兩層公式系統的層數所組合而成，於是我們將
各層數整理排列，將原本十進位的層數，化為三進位式，並將此三進位式代入我們的三進位表格中。對照上列函數表，

可以發現它會呈現出所對應的函數式結果。

十進位

數字
對應層數 163 82 55 28 19 10 7 4 3 2

1 2 1

2 3 2

3 4 1 0

4 5 1 1

5 6 1 2

6 7 2 0

7 8 2 1

8 9 2 2

9 10 1 0 0

10 11 1 0 1

11 12 1 0 2

12 13 1 1 0

13 14 1 1 1

14 15 1 1 2

2
33 2
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