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摘要 

雙三角終結者是一種兩人對戰遊戲，兩人輪流在數個點之間連線          ，直到

其中一方畫出終止圖形         、          (兩個三角形共邊)，此人即成為輸家。在

進行這個遊戲時，依照不同的型態進行排列組合及歸納，發展出不同的公式，經由公式

我們可以預先知道最終條數。若結果不利我方，可以利用一些應對的方法來改變最後結

果，進而取得勝利。也就是說從公式的角度出發，我們不用再一條一條的試畫便能直接

找到最終連線數。不只便利更能迅速算出結果，甚至有些只要用看的就能得到答案。當

點數過大時，用公式算比自已畫來得準確。 

除此之外我們還發現了另一種簡便的『三角形觀察法』，此種方式就不需要分成上下

來討論，在畫的時候也比較容易畫線，而且可以避免終止圖形的產生。 

 

壹、 研究動機 

   一開始我們原本是想找有關”拈”這個數學遊戲的資料做為科展題目，但發現

我們所能發展出的內容不多。幸虧天無絕人之路，我們在國立台灣科學教育館所

出版的科學研習月刊中[游森棚（2016）•六邊形對抗賽•科學研習，No.55-09，P64。]，

六邊形對抗賽這個遊戲是給定 6 個點其中任三點不共線，雙方輪流把兩點連一條

線，直到雙方當中有一人畫出終止圖形         、          (兩個三角形共邊)，

則此人即成為輸家。六邊形對抗賽有點類似”拈”的遊戲，再加上國中課程剛好

上到多邊形的對角線個數，也是因為剛學過於是我們便開始著手研究繪製圖形並

把點數擴充去尋找一般式。但我們發現當點數越大，圖形會變得很複雜以至於很

難去尋找可以連線的地方，甚至有時候我們都已經連出終止圖形卻不知道。所以

希望能透過不同的方式去找出規律並歸納出容易進行畫圖的方法，期待能發展出

一套策略來讓自己成為獲勝的一方。以下我們展開一連串的研究。 
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貳、 研究目的 

    一、探討『終止圖形』的特性。 

 

        二、畫出四點、五點、六點、和七點的『完勝圖形 』，並且把點移動成上下兩群 

            的圖形，以便觀察討論。 

 

        三、“完勝圖形”如何移動成“上下分點後進行連線的圖形 ”。 

 

        四、 採“上下分點後進行連線的圖形 ”找出任意三點不共線時，n 個點的最多、 

             最少的可連線數。 

 

     五、 從“上下分點後進行連線的圖形 ”找出的公式中，研擬出雙三角終結者的 

             對戰策略，並改變雙三角終結者的結局。 

 

    六、 在對戰中，如果圖形連出很多三角形，我們也可以用『三角形觀察法』來簡易 

             判斷圖形還有多少連線可能，以便作為決策的依據。 

 

參、 研究設備及器材： 電腦(GeoGebra)、紙、筆。 
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肆、 研究過程 

    題目  : 小志和小定玩一個遊戲，一開始有正六邊

形的六個頂點，然後兩人輪流畫邊或對角線(也就是任

意兩點去連線)，直到畫出四點之間的連線狀況是右圖

兩種圖形的任一種，而畫出這些圖形的人就算輸了， 

比賽也結束了。此兩種圖形我們稱之為『終止圖形』。 

  

例如：當兩人開始遊戲，互相連線到右圖這個階段，我們會發

現接下來的人已不能再繼續畫(參考下列七個圖表的畫法)，因為不

管連接哪一條線，一定會出現上面兩種終止圖形，所以比賽到此結

束，而原本要接下去畫的人因為不能再畫，而成為輸家。像右圖這

種不能再繼續畫的圖形，我們稱之為『完勝圖形 』。 

 

  連接 𝑨𝑫̅̅ ̅̅ ， 

 畫出終止圖形一 

 

  連接 𝑨𝑬̅̅ ̅̅ ， 

 畫出終止圖形二 

 

 連接 𝑩𝑫̅̅̅̅̅， 

 畫出終止圖形二 

 

 連接𝑩𝑬̅̅ ̅̅ ， 

 畫出終止圖形一 

     

 連接 𝑩𝑭̅̅ ̅̅ ，畫出終止圖形一 

      

連接 𝑪𝑬̅̅ ̅̅ ，畫出終止圖形二 

      

連接 𝑪𝑭̅̅ ̅̅ ，畫出終止圖形一 

終止圖形一 終止圖形二 
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一、從點數少的開始探討終止圖形的特性： 

 

如左圖， 

我們發現兩種終止圖形都可以移動成如圖中

箭頭所指的圖形(出現兩個三角形有共邊)，

所以我們要避免兩個三角形出現共邊。 

 

 

二、從點數少的開始畫出所有的『完勝圖形 』(從 4 個點慢慢增加到 7 個點)： 

 

我們從原本四點增加一點變成五點，把所有可能畫出來並刪掉重複的圖形。(因為有些圖形頂

點經過移動後會一模一樣，所以我們在 GeoGebra 畫圖，並透過移動來確認圖形的相同程度) 
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   三、  

     (一) 討論：我們發現“完勝圖形”經過移動後同構“上下分成兩群後進行連線的 

               圖形”。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            <圖一> 

                                                        <圖二> 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

<圖三> 

 

                                              

<圖二>為五點時所有的完勝圖形經，移

動後會變成右邊的圖形。 

<圖一>為四點時所有的完勝圖形，經

移動後會變成右邊的圖形。 

 <圖三>兩張圖的左邊皆為六點時所有的完勝圖形，經移動後都會變成右邊的圖形。 
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注意：分法不只一種，但每個圖形都可以移動成上下兩群，然後在上下連線的樣子。 

     (二) 討論：“完勝圖形”如何移動成“上下分點後進行連線的圖形 ”？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex：再舉一個圖形來看 

 

 

 

 

 

 

 

 

先選取一點當上點(選擇連

接數比較多的，比較容易

分)，所以這邊選擇紅點當

作一開始的上點。 

把紅點拉出來看，則連接

的點(綠點)先暫時選為下

點，所以目前有 5 個下點。 

把綠點(暫時的下點)移動

到下面，移動時會發現這

些點都剛好接到剩餘的兩

個藍點，則藍點就可以當

上點。 

將上下點移動後，如果各

個上點之間(或下點)沒有

連線的很複雜，則這樣的

分法就不用再更動了。 

其中，我們發現有一條連

線是下連下，我們改用紫

色標記出來，並將它移動

到連接點的旁邊。 

透過分上下點，我們發現

原本圖形會同構分上下兩

群去連線的樣子。 
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   四、 採“上下分點後進行連線的圖形 ”找出任意三點不共線時，n 個點的最多、 

        最少的可連線數。 

       (一) 討論：如果我們採用上下分成兩群再上下連線去討論所有“完勝圖形” 

           的連線數，是否能討論出 n 點時，最多的連線數目？ 

         1.  n=4      以四個點來說，所有“完勝圖形”都是 4 條連線數。 

 

 
 

 

         2.  n=5      以五個點來說，所有“完勝圖形”都是 6 條連線數。 

 

      

 

 

      3.  n=6      六個點，我們發現總條數可能為 7、8、9 條，而分成數目最接近 

                  的上面三點、下面三點(上不連上；下不連下)，有最多的連線數 

                     𝟑×𝟑 = 𝟗 條。 
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       (二) 討論：n=6 分上 3 下 3 有三種不同圖形，而分上 2 下 4 有兩種不同的圖形， 

           而這些不同的“完勝圖形”為何有條數上的差異，則可以利用下面分解圖形 

           說明： 

 

 

 

 

 

 

 

 

      (三) 討論：從上面的完勝圖形我們大膽猜測：當點數 n 為偶數點時，分成均分的兩群 

          (例如：6 點分成 33；8 點分成 44)；而當點數 n(𝐧 > 4)為奇數點時，分成接近 

          均分的兩群(例如：5 點分成 23；7 點分成 34)這樣的上下連線會是最多的畫法。 

          而這樣的畫法都不會畫出三角形，所以也不會形成終止圖形。下面我們給出證明： 

        定義: 

          m(0)   代表 m 個點中，不先連線。 

          m(1)   代表 m 個點中，先連一條線。 

          m(2)  代表 m 個點中，先連出兩條相連的線。 

          m(k)  代表 m 個點中，先連出 k 條相連的線。 

          m(1,1)  代表 m 個點中，先連出兩條分開的線。 

         n(1)‧m(0) 代表把點數分成上 n、下 m 後， 上面 n 點先連一條線再上下連線， 

                   最後連成完勝圖形的所有總連線數。 

 

用兩條上連下的虛線只能換

一條上連上的紫色實線。 

 𝟗 − 𝟐 + 𝟏 = 𝟖 條 

用兩條上連下的虛線換

上連上、下連下各一條。 

𝟗 − 𝟐 + 𝟐 = 𝟗 條 

 

上連下共 𝟑×𝟑 = 𝟗 條 

用兩條上連下的虛線換上

連上、下連下各一條。 

𝟖 − 𝟐 + 𝟐 = 𝟖 條 

 

上連下共 𝟐×𝟒 = 𝟖 條 

k 條 
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命題一：當總點數為𝒏 + 𝒎 時(𝒏 + 𝒎 ≥ 𝟒)，若分成上 n、下 m 後，在上面的點不各自連線、 

        下面的點也不各自連線的狀態下，只上下連線。此時畫出來的完勝圖形總連線數 

        𝒏×𝒎 為最多的連線數量。 

 證明 ： 

1. 討論 n(0)、m(0)的狀況 

 

 

 

2. 討論 n(0)、m(1)的狀況 

 

 

 

3. 討論 n(0)、m(1,1)的狀況 

 

上下每點皆可互連  

總連線數：  

n(0)‧m(0)＝n×m 

因為已經形成∆𝐴1𝐵1𝐵2，所以

A2~An都只能在 B1跟 B2間選

一點來連，會減少 n－1 條。 

n(0)‧m(1)＝n×m－(n－1)＋1 

所以，下面有連一條線的圖

形，總條數不會超過 n×m 條。 

因為已經形成∆𝐴1𝐵1𝐵2和∆𝐴1𝐵3𝐵4，所以 A2~An 都只能在 B1 跟 B2 間、B3 跟 B4 間選一點來

連，會減少 2(n－1)條。n(0)‧m(1,1)＝n×m－2(n－1)＋2 

所以，下面有連分開兩條線的圖形，總條數仍不會超過 n×m 條。 
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4. 討論 n(0)、m(2)的狀況 

    n(0)、m(2) 的連線狀況會因為先連誰而有不同的連線數，分為下面三種。 

              (1)【第一種】A1 先連 B2   

 

 

               (2)【第二種】A1~An 不連 B2，連 B3 

 

    

接著我們發現 B2 可以往上移，讓原本的圖變成 n＋1(0)、m－1(0)，而且移動後仍可繼續畫線， 

                

我們發現當把點數分成上 n、下 m 兩群(單獨一邊多連幾條不相連的線)，都會造成可連接

條數的減少，而減少的條數會使得總條數都不會超過 n×m，也就是當分成上 n、下 m 兩

群(單獨一邊都沒有連線)的總條數 。 

於是我們好奇如果改成同一方連續互相連線，總條數是否也會減少？ 

我們發現 B2 可以往上移，成為 

n＋1(1)、m－1 (0)，且不可再畫任

何一條線。(如右下圖) 

 

A1~An 除了 B2 不連，其餘

的點都可以連接，所以每點

皆可連 m－1 條。 
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(3)【第三種】A1~An 都連 B2 

 

A1 ~ An 都連 B2、和 B4 ~ Bm，所以每點皆可連 m－2 個。只有 A1、A3 可以各自多連 B1、B3， 

之後，我們發現 B1、B3 可以往上移，成為 n＋2(1,1)‧m－2 (0)，且不可再畫任何一條線。 

 

 

5. 討論 n(0)、m(3)的狀況 

A1 除了 B3 以外，其他線都可以連， A2 除了 B2 以外，其他線都可以連，所以共 2(m－1)條線 

A3~An 除了 B2、B3 以外的線都可以連，所以每點皆可連 m－2 條線 

總連線數： n(0)‧m(3)＝m－1＋m－1＋(n－2)( m－2)＋3= n(m－2)＋5 

 

如上所述，我們發現當 𝒏 >
𝟓

𝟐
 時的連線方式會比分成 n、m 兩群再上下連線的少。 

當 𝑛 = 2 時，可以移動成𝑛 = 3 的狀況 此時條數不會超過3×3 = 9 

當 𝑛 = 1 時，可以移動成𝑛 = 2 的狀況 此時條數不會超過2×3 = 6 

 

如上【第一種】~【第三種】所述，我們發現都可以轉變成第 1~3 點的樣貌。 

而根據上面的結果可以確認此種的連線方式，不會超過的總條數(n＋2)(m－2 )，也就是

經移動所分成上(n＋2)、下(m－2)兩群(單獨一邊都沒有連線)的總條數。 
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6. 討論 n(1)、m(1)的狀況 

在上連上、下連下都有的情況下，我們發現不只連出三角形也有可能連出四邊形，所以這邊

我們分開討論： 

                    (1)【製造三角形】 

總連線數：三角形 n(1)‧m(1)＝m＋1＋(n－2)(m－1)＋2＝(n－1)(m－1)＋4 

 

                 (2)【製造四邊形】 

總連線數：四邊形 n(1)‧m(1)＝m－1＋2＋(n－3)(m－1)＋m＋2＝ (n－1)(m－1)＋5 

 

 

(1)【製造三角形】n(1)‧m(1)＝(n－1)(m－1)＋4 

     當 𝑛 + 𝑚 > 4 時，(1)所算出的總連線數比 n×m 的連線條數少。 

     當 𝑛 + 𝑚 = 4 時，則 𝑛 = 2 、𝑚 = 2總連線數剛好為 4 條，仍舊沒有超過 n×m。 

(2)【製造四邊形】n(1)‧m(1)＝(n－1)(m－1)＋5 

    當 𝑛 + 𝑚 > 5 時，(2) 所算出的總連線數比 n×m 的連線條數少。 

    當 𝑛 + 𝑚 = 5 時， 此時條數不會超過 n×m。 

    當 𝑛 + 𝑚 = 4 時，則 𝑛 = 2 、𝑚 = 2 總連線數剛好為 4 條，仍舊沒有超過 n×m。 

A1 和 B1、B2 先連成三角形，所

以 A1 可以連 B1~Bm 共 m 條。 

A2 只能在 B3~Bm 選一個點連接

共 1 條。A3~An 除了 B2 都可以

連接，所以每點皆可連 m－1 條。 

連成四邊形 A1A2B1B2，A1 不能形

成三角形，所以連 m－1 條 

A2 為了製造出四邊形，所以只連

B2 和 B3，A3 都可以連接，共 m

條，A4~An 除了 B2 以外的點都可

以連接，所以每點皆可連 m-1 條 
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7. 討論 n(h)、m(k)的狀況 

                     

                     

 

 

                

所以從上面的說明我們得知： 

1. 如果在上連上、下連下都有的情況下，也會導致連線條數不超過只上下連線的總條數。 

2. 連出四邊形仍會導致連接條數變少，但四邊形還是會比三角形擁有更多連線數。並且

製造三角形的總連線數比製造四邊形的總連線數少一條線，我們會在 p20 為你們說明。 

總條數：13 

總條數：13 

總條數：13 

總條數：14 

總條數：13 

總條數：14 

總條數：14 

總條數：16 

總條數：12 

總條數：14 

總條數：13 

總條數：15 

上圖為上 4 下 4 在不同情形下的完勝圖形，可以發現總條數最多為𝟒×𝟒 = 𝟏𝟔 條(右下圖)。 

上圖為上 3 下 5 在不同情形下的完勝圖形，可以發現總條數最多為𝟑×𝟓 = 𝟏𝟓 條(右下圖)。 
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命題二：由命題一我們得知當總點數為 𝒏 + 𝒎 時(𝒏 + 𝒎 ≥ 𝟒)，分成上 n、下 m 後(上面的 

        點不各自相連、下面的點也不各自相連)，只上下連線的完勝圖形的總連線數 𝒏×𝒎  

        為最多的連線數量，而連線數 𝒏×𝒎 最大值為         

         {
    𝒌𝟐         𝒘𝒉𝒆𝒏  𝒏 + 𝒎 = 𝟐𝒌      (𝒌 ∈ Ζ+)

  𝒌(𝒌 − 𝟏)      𝒘𝒉𝒆𝒏  𝒏 + 𝒎 = 𝟐𝒌 − 𝟏   (𝒌 ∈ Ζ+)
 。 

 

 證明 ： 

       (i) 𝑤ℎ𝑒𝑛  𝑛 + 𝑚 = 2𝑘  (𝑛, 𝑚, 𝑘 ∈ Ζ+) 

𝑙𝑒𝑡   𝑚 = 2𝑘 − 𝑛 

           𝑡ℎ𝑒𝑛  𝑛×𝑚 = 𝑛(2𝑘 − 𝑛) = −𝑛2 + 2𝑘𝑛 = −(𝑛2 − 2𝑘𝑛) = −(𝑛 − 𝑘)2 + 𝑘2  

           when  𝑛 = 𝑘 , 𝑡ℎ𝑒𝑛  𝑛×𝑚 = −(𝑘 − 𝑘)2 + 𝑘2 = 𝑘2 

          ∴ when  𝑛 = 𝑘  𝑚 = 𝑘 , 𝑛×𝑚 ℎ𝑎𝑠 𝑚𝑎𝑥imum  𝒌𝟐 

     (ii) 𝑤ℎ𝑒𝑛  𝑛 + 𝑚 = 2𝑘 − 1  (𝑛, 𝑚, 𝑘 ∈ Ζ+) 

         𝑙𝑒𝑡   𝑚 = 2𝑘 − 1 − 𝑛 

           𝑡ℎ𝑒𝑛  𝑛×𝑚 = 𝑛(2𝑘 − 1 − 𝑛) = −𝑛2 + (2𝑘 − 1)𝑛 = −[𝑛2 − (2𝑘 − 1)𝑛]  

                      = − (𝑛 −
2𝑘 − 1

2
)

2

+
(2𝑘 − 1)2

4
  

          when  𝑛 = 𝑘 , 𝑡ℎ𝑒𝑛  𝑛×𝑚 =  − (𝑘 −
2𝑘 − 1

2
)

2

+
(2𝑘 − 1)2

4
 

                        = −
1

4
+

(2𝑘 − 1)2

4
=

4𝑘2 − 4𝑘

4
 

                = 𝑘2 − 𝑘 = 𝒌(𝒌 − 𝟏) 

 

∴ when  𝑛 = 𝑘 − 1   𝑚 = 𝑘  𝑜𝑟  𝑛 = 𝑘   𝑚 = 𝑘 − 1 

 𝑛×𝑚  ℎ𝑎𝑠  𝑚𝑎𝑥imum  𝒌(𝒌 − 𝟏) 
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定理一：當總點數為𝑛 + 𝑚 時(𝑛 + 𝑚 ≥ 4)，若分成上 n、下 m 後去畫出完勝圖形，則： 

 

      (a)                  

             

 

 

 

(b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 

 

 

 

 

 

證明 ： 

(a) 由命題一可得知， 

(b) 由命題二可得知， 

        (c)由命題一和命題二根據遞移律可得。 

         

上面的點或下面的點有 

各自連線時的完勝圖形 

總連線數。 

≤ 

上面的點沒有各自連線、下面的點也不各自連

線，只上下連線。此時完勝圖形的總連線數 

為 𝑛×𝑚 條。 

上面的點沒有各自連線、 

下面的點也不各自連線， 

只上下連線。此時完勝圖

形的總連線數 𝑛×𝑚。 

 

上面的點沒有各自連線、下面的點也不各自

連線，只上下連線。此時完勝圖形的總連線

數為 𝑛×𝑚 條。 

 (i) 當 𝒏 + 𝒎 = 𝟐𝒌(𝒌 ∈ Ζ+) 時， 

 𝒏 = 𝒎 的總連線數為 𝒌𝟐。 

 (ii) 當𝒏 + 𝒎 = 𝟐𝒌 − 𝟏(𝒌 ∈ Ζ+)時， 

𝒏 = 𝒌, 𝒎 = 𝒌 − 𝟏 或 𝒏 = 𝒌 − 𝟏, 𝒎 = 𝒌  

的總連線數 𝒌(𝒌 − 𝟏)。 

上面的點或下面 

的點有各自連線 

時的總連線數。 

≤ 

上面的點沒有各自連線、 

下面的點也不各自連線， 

只上下連線。 

此時的總連線數 𝑛×𝑚 

≤ 

上面的點沒有各自連線、下面的點也

不各自連線，只上下連線。此時完勝

圖形的總連線數為 𝑛×𝑚 條。 

(i) 當𝒏 + 𝒎 = 𝟐𝒌(𝒌 ∈ Ζ+)時， 

 𝒏 = 𝒎 的總連線數 𝒌𝟐。 

(ii) 當𝒏 + 𝒎 = 𝟐𝒌 − 𝟏(𝒌 ∈ Ζ+) 時， 

   𝒏 = 𝒌, 𝒎 = 𝒌 − 𝟏 或 

𝒏 = 𝒌 − 𝟏, 𝒎 = 𝒌 的總連線數。 

≤ 
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       (四) 由上面的定理一，我們可以得到以下結果： 

      1. 總點數為 2𝑛 (𝑛 ∈ Ζ+) 

   最多連線型態：上面 n 個點都可連接下面 n 點，所以總連線數為 𝒏×𝒏 = 𝒏𝟐。(圖一) 

   最少連線型態：上面唯一的一點可連接下面2𝑛 − 1個點，而下面2𝑛 − 1個點又可以兩兩   

                 連，可連出𝑛 − 1條線(需間隔開，否則會形成終止圖形)，所以總連線數為  

                 𝟏×(𝟐𝒏 − 𝟏) + (𝒏 − 𝟏) = 𝟑𝒏 − 𝟐 (圖二) 

             

      2. 總點數為 2𝑛 − 1 (𝑛 ∈ Ζ+)    

   最多連線型態：上面每個點都可連接下面 n 點，所以總連線數為𝒏(𝒏 − 𝟏) = 𝒏𝟐 − 𝒏(圖三) 

   最少連線型態：唯一的一點可連接下面2𝑛 − 2個點，而下面2𝑛 − 2點又可以兩兩連， 

                 可連出 𝑛 − 1 線(需間隔開，否則會形成終止圖形)，所以總連線數為 

                 𝟏×(𝟐𝒏 − 𝟐) + (𝒏 − 𝟏) = 𝟑𝒏 − 𝟑 (圖四) 

        

 

結論：  (1) 若總點數為 2𝑛 (𝑛 ∈ Ζ+)， 

       則所有完勝圖形的最多總連線為 𝒏×𝒏 = 𝒏𝟐 條， 

                       最少總連線為 𝟏×(𝟐𝒏 − 𝟏) + (𝒏 − 𝟏) = 𝟑𝒏 − 𝟐 條。 

        (2) 若總點數為 2𝑛 − 1 (𝑛 ∈ Ζ+)， 

       則所有完勝圖形的最多總連線為 𝒏(𝒏 − 𝟏) = 𝒏𝟐 − 𝒏 條， 

                            最少總連線為 𝟏×(𝟐𝒏 − 𝟐) + (𝒏 − 𝟏) = 𝟑𝒏 − 𝟑 條。 

(圖一) (圖二) 

(圖四) (圖三) 
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   五、研擬出雙三角終結者的對戰策略： 

       [策略一]：從上面我們發現隨著分上、下點數不同，或者有連上上和下下的情形， 

                皆會改變最後完勝圖形的總連線條數。所以我們利用這點當成策略來影響 

     完勝圖形的最後總條數，以改變雙三角終結者對戰遊戲中的最後贏家。 

 

    (一) 假設一開始有十個點，經過雙方幾次的連線後，我們大致可以決定上下點的個 

        數，而這些數字會影響對戰的總連線數(例如：分成上 5 下 5，則只單純上下連 

        的完勝圖形總連線數為 25 條)，所以先者後者此時所採取的方式就會有分別， 

        所以一開始我們分為先、後者來進行討論。 

 

 

  

  

 

 

        (二) 若分組的狀況對自身不利，則可採取上連上或下連下去改變完勝圖形的總連線 

            數，下面討論總點數有 n＋m 點，拆成上 n 下 m 不同的樣子去討論完勝圖形的 

            總條數： 

         定義 :  

          m(0)    代表 m 個點中，不先連線。 

          m(1)    代表 m 個點中，先連一條線。 

          m(2)    代表 m 個點中，先連出兩條相連的線。 

          m(k)    代表 m 個點中，先連出 k 條相連的線。 

          m(1,1)  代表 m 個點中，先連出兩條分開的線。 

          m(1,1,…,1)  代表 m 個點中，先連出兩條分開的線。 

         n(1)‧m(0) 代表把點數分成上 n、下 m 後， 上面 n 點先連一條線再上下連線， 

                   最後連成完勝圖形的所有總連線數。 

k 條 

k 條 

 

k 條 

 

希望完勝圖形的總連線數為

奇數條，此時先連者為勝方。 

所以先連者必定希望把點數

分成上下皆為奇數。 

例如： 5×5、3×7、1×9 

先連者 

希望完勝圖形的總連線數為偶

數條，此時後連者為必勝方。 

所以後連者必定希望把點數分

成上下皆為偶數。 

例如： 4×6  、 2×8 

後連者 
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1. 討論 n(0)、m(0)的狀況 

 

 

2. 討論 n(0)、m(1,1,…1)的狀況 

 

假設下面的預先連線共有 b 條(皆分開)， A1 每一條線都可以連所以共 m 條 

而之後的 A2~An 因為有下面的紅線連著，而紅線已跟黑線形成三角形，所以只能在紅線的兩

端選擇一點連線，共 m－b 條。最後再加上紅線 b 條 

總連線數： n(0)‧m(1,1,…1)＝m+(m－b)(n－1)＋b＝n(m－b)＋2b 

 

 

3. 討論 n(1)、m(1)的狀況 

    n(1)、m(1) 的狀況共有兩種，分為一開始就製造三角形或是四邊形，因為我們發現製造 

     三角形的比製造四邊形的能連的少一條線，所以我們將它分為兩個部分來討論。 

              (1)【製造三角形】 

 

  b 個 

b 個 

A1~An 皆可以連 B1~Bm，所以每點皆

可連 m 條。 

總連線數： n(0)‧m(0)＝m×n＝n×m 
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(1) A1 和 B1、B2 之間先連成三角形，所以 A1 可以連 B1~Bm 共 m 條 

(2)A2 只能在 B3~Bm 間選一個點連接共 1 條 

(3)A3~An 除了 B2 都可以連接，所以每點皆可連 m－1 條 

總連線數：三角形 n(1)‧m(1)＝m＋1＋(n－2)(m－1)＋2＝(n－1)(m－1)＋4 

 

              (2)【製造四邊形】 

A1、A2 和 B1、B2 之間連成四邊形 

(4) A1 為了避免製造出三角形，所以不連 B2，只連其餘的，所以共 m－1 條 

(5) A2 為了製造出四邊形，所以只連 B2。但後來連完發現 B3 也可以連，所以共 2 條 

(6) A3 都可以連接，共 m 條， 

(7) A4~An 除了 B2 以外的點都可以連接，所以每點皆可連 m-1 條 

總連線數：四邊形 n(1)‧m(1)＝m－1＋2＋(n－3)(m－1)＋m＋2＝ (n－1)(m－1)＋5 

 

從(1)(2)(4)(5)我們可以發現到 A1和 A2合起來的條數一樣，所以只是在同樣的連線狀態下，分

擔的條數不一樣，接著我們發現在(3)(6)(7)只有差在 A3，(3)因為已經有△A1 B1 B2了，所以為

了避免共邊 A3只能在 B1 、B2中選一個連線。(6)因為沒有三角形共邊問題，所以 A3可以連 B1 、

B2兩條線。所以，每次上連上和下連下的連線，只要製造出一個四邊形都會比製造三角形多

一條的連線。 
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4. 討論 n(1)、m(1,1)的狀況 

     n(1)、m(1,1)的狀況共有三種(因為下面有兩條紅線)，分為一開始就製造兩個三角形或是

兩個四邊形或一個三角形和一個四邊形，所以我們將它分為三個部分來討論。 

              (1)【兩個三角形】 

 

總連線數： n(1)‧m(1,1)

＝m＋1+(n－2)(m－2)＋3

＝(n－1)(m－2)＋6 

 

               

(2)【一個三角形和一個四邊形】 

總連線數： n(1)‧m(1,1)＝m

－1＋2＋m－1＋(n－3)(m－

2)＋3＝(n－1)(m－2)＋6+1 

 

 

(3)【兩個四邊形】 

總連線數： n(1)‧m(1,1)＝m

－2＋3＋m＋(n－3)(m－2)

＋3＝(n－1)(m－2)＋6+ 
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5. 討論 n(1)、m(1,1,…1)的狀況 

 

【a 個三角形和 b 個四邊形】 

A1 除了做四邊形的底邊只能一點連之外，其他都可以連接，所以共 m－b 條 

A2 可連四邊形的另一點，後來可再連一個空點，所以共 b＋1 條 

A3 前面三角形只能選一點連，其餘都可以連，所以共 m－a 條 

A4~An 前面三角形以及四邊形只能選一點連，其餘都可以連，所以每點皆可連 m－a－b 條 

總連線數： n(1)‧m(1,1,…,1)＝m－b＋b＋1＋m－a＋(n－3)( m－a－b)＋a＋b＋1 

= (n－1)(m－a－b)＋2(a＋b＋1)＋b 

 

 

 

6. 討論 n(0)、m(2)的狀況 

    n(0)、m(2) 的連線狀況會因為先連誰而有不同的連線數，分為下面三種。 

              (1)【第一種】A1 先連 B2   

總連線數：  

n(0)‧m(2)＝n(m－1)＋2 

≠n(m－2)＋4+(n－1) 

(和第五點推出的想法不符) 

 

  a+b 個 

  a+b 個 

b 條 (2 b 個點) a 條 (2 a 個點) 

n點－1條 

m 點－(a＋b)條 

除了，上 1 下(a＋b)條 

每一組可以再多連一條 

b 個 

四邊形 
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   之後，我們發現 B2 可以往上移，

成為 n(1)、m(0)，且不可再畫任何一

條線，所以 n(0)、m(2) 和  

n＋1(1)、m－1(0)的狀況是一樣的。 

 

               (2)【第二種】A1~An 不連 B2，連 B3 

總連線數：  

n(0)‧m(2)＝n(m－1)＋2 

≠n(m－2)＋4+ n(和第五點推出的

想法不符) 

之後，我們發現 B2 可以往上移，會

成為 n(0)、m(0)而且移動後仍可繼續

畫線，如下圖。 

所以 n(0)、m(2) 和 n＋1(0)、m－1(0) 

的狀況是一樣的。 

 

(3)【第三種】A1~An 都連 B2 

總連線數：  

n(0)‧m(2)＝n(m－2)＋4 

(和第五點推出的想法相符) 

 

之後，我們發現 B1、B3 可以

往上移，成為 n(1,1)‧m(0)，

且不可再畫任何一條線， 

所以 n(0)、m(2) 和 n＋2 

(1,1)、m－2 (0) 是一樣的。 
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       最後，我們發現導致 n(0)、m(2) 的討論情況會有這麼多種而且和第五點推出的想法

不太相符，是因為下連下的紅線連接在一起，所以當選擇下面的點去做連接時，選中間或兩

旁的點都會影響最後的條數，而每一種畫法最終帶來的結果，都不甚相同。所以 n(0)、m(2) 在

討論上有難度，但我們發現移動點後皆可轉變成第 1~5 點的樣子此時就和我們推想的結果相

符，所以在實際操作上，我們只需要改變上下點的點數，就可以變得比較簡單。 

 

7. 討論 n(0)、m(3)的狀況 

總連線數：  

n(0)‧m(3)＝n(m－2)＋5 

≠n(m－3)＋6＋n 

 

接著，我們將 B2 向上移，發

現圖變成了 n(1)、m(1) 的狀

況，且沒有可以再連的線，

所以 n(1)‧m(1) 和 n(0)‧m(3) 

的情況是一樣。 

 

    在 n(0)、m(3) 的討論情形雖然不符第五點的想法但因為結果只有一種，所以我們仍可以

使用這個結果。或者把點去做移動，也可轉變成 n(1)、m(1) 的樣子。 

所以在實際操作上，我們會把 m(2)、m(3)、m(4)… 這些有連續連接在一起的情形，可以經移

動改變上下點的點數讓它變成是 m(1)、m(1,1)、m(1,1,…1)，如果有困難那我們會選擇保留 m(3)

而不移動成 m(2)這樣較難討論的樣子。 

 

    (三) 從以上 1~7 點我們可以利用比較有規律的 1~5 和 7 的連線圖形及公式應用在對戰 

        中，下面介紹如何把公式應用在對戰中： 
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      模擬對戰狀況(橘色代表<先者>，藍色代表<後者>，紫色為雙方) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(後者)  因為變成奇數條，所以我們得再連一條下連

下的線，才能將條數變回偶數。此時總條數變成     

(5－2)×(5－1)＋2×3＋(製造 0 個正方形)=18。 

如右圖→ 

(先者) 偶數條對我不利，此時再連一次上連

上，但不能連接到之前的上連上的兩點。此時

總條數變成(5－2)×5＋2×2=19。如下圖↓ 

(後者) 奇數條對我不利，於是改成上連

上，此時改變連線的條數，總條數變成 

(5－1)×5＋2=22。如下圖↓ 

設一開始有十個點 

(先者) 目前沒有出現上連上下連下的情

況，且是 5‧5 的分法，為奇數型態。所以

持續地上下連即可。如下圖↓ 

 

隨意連，但盡量避免一個點連太多條，然後連到所有的點都連過線後，開始劃分出上下點的形

式。如下圖↓ 
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六、 在對戰中，如果圖形連出很多三角形，我們也可以用『三角形觀察法』來簡易 

     判斷圖形還有多少連線可能，以便作為決策的依據。 

     [策略二]：『三角形觀察法』 

當兩個三角形相

連時，這些點都無

法再繼續連線。 

兩三角形相連時，還剩一點是沒連在三角形上，此點可

以選擇連三角形的共點(此時只能連一條)，或者跟兩三

角形各連一條(取不同點，則可連兩條)。 

兩個分開的三角形，

可以兩兩再連線，可

再連三條。 

當點是沒連在三角形上，則這些點只

能跟三角形連一條。 

當點是沒連在三角形上，則這些點每

點都只能再跟三角形的其中一點連

線，而這些點都可以互相連線。 

(先者) 這時我們試著模擬不同的連線狀況，並

改變上下點的數量，最後發現總連線數皆為偶

數，我方無法逆轉。如右圖→ 

 (5－1)×(5－1)＋2×2＋0 = 20。都是偶數 

所以，不需要再改變。只須照著原本的形態上

下連即可。 

因為先者模擬的所有狀況都不能改變結果，所以我們

繼續維持上一步後者走完的樣貌在往下連線，則根據

公式最多可再連六條，一共 18 條，即結束此遊戲。這

時勝負已定，後者獲勝。如右圖→ 
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當三個三角形都相

連同一點時，這些

點都無法再繼續連

線。 

 

三個接續的三角形，只

有頭尾兩個不相鄰三角

形可以再連兩條(不選

有連中間三角形的那兩

點)，可再連兩條。 

兩個分開的三角形，可以

兩兩再連線，可再連三

條。點沒連在三角形上，

則這些點每點都只能再

跟三角形的其中一點連

線。 

 

當點是沒連在三角形

上，則此點每點都只能

再跟三角形的其中一點

連線。(不能連共點) 

當點是沒連在三角形上，

則此點連三角形的共點

(此時只能連一條)。 

四個接續頭尾的三角

形，只有不相鄰的三角

形能再連一條(只能選不

連接兩旁三角形的點)。 

三個接續的三角形，只有頭尾

兩個不相鄰的三角形可以再

連兩條(不選有連中間三角形

的那兩點)，可再連兩條。 

當點是沒連在三角形上，則此

點每點都只能再跟三角形連

線(上圖因為有連到一個共

點，所以本來應該連三條，卻

變成只能連兩條)。 

 

三個接續的三角形，只有頭尾

兩個三角形可以再連兩條(不

選有連中間三角形的那兩

點)，可再連兩條。 

當點是沒連在三角形上，則此

點每點都只能再跟三角形連

線(上圖因為沒有連到一個共

點，所以本來連了三條)。 

 

兩個相連的三角形無

法再連。而另一個分

開的三角形應該可以

和兩個相連的三角形

各連三條，但因為有

一點是兩個三角形共

點，所以會少一條(兩

條為同一條)。 
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伍、 研究結果 

一、 (一) 若總點數為 2𝑛 (𝑛 ∈ Ζ+)， 

         則所有完勝圖形的最多總連線為 𝒏×𝒏 = 𝒏𝟐 條， 

                         最少總連線為 𝟏×(𝟐𝒏 − 𝟏) + (𝒏 − 𝟏) = 𝟑𝒏 − 𝟐 條。 

    (二) 若總點數為 2𝑛 − 1 (𝑛 ∈ Ζ+)， 

         則所有完勝圖形的最多總連線為 𝒏(𝒏 − 𝟏) = 𝒏𝟐 − 𝒏 條， 

                         最少總連線為 𝟏×(𝟐𝒏 − 𝟐) + (𝒏 − 𝟏) = 𝟑𝒏 − 𝟑 條。 

二、 在進行雙三角終結者的對戰遊戲中，若總點數為(n＋m)時，可依上下點數的 

 不同以及連上上或下下的不同，都會導致完勝圖形總連線數的差別，因此我們 

可以整理出一些較有規律的公式，如下表： 

   定義  :  

     m(0)    代表 m 個點中，不先連線。 

     m(1)    代表 m 個點中，先連一條線。 

     m(2)    代表 m 個點中，先連出兩條相連的線。 

     m(k)    代表 m 個點中，先連出 k 條相連的線。 

     m(1,1)  代表 m 個點中，先連出兩條分開的線。 

     m(1,1,…,1)  代表 m 個點中，先連出兩條分開的線。 

      

     n(1)‧m(0) 代表把點數分成上 n、下 m 後， 上面 n 點先連一條線再上下 

               連線，最後連成完勝圖形的所有總連線數。 

 

公式：(1)  n(0)‧m(0)＝n×m 

  (2)  n(0)‧m(1,1,…1)＝n(m－b)＋2b 

      (3)  n(1)‧m(1,1,…1) = (n－1)(m－a－b)＋2(a＋b＋1)＋b (a 個三角形；b 個四邊形) 

      (4)  n(0)‧m(3)＝n(m－2)＋5 

a＋b 個 

各 

b 個 

k 條 

k 條 

 
k 條 
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       三、 m(2)、m(3)、m(4)…這種同邊連續相連                       ，在討論上有 

            難度，但我們發現經移動改變上下點的點數讓它變成是 m(1)、m(1,1)、 

            m(1,1,…1)…的同構圖形，這樣就可以進行上面結論二的討論了。 

 

       四、若圖形連出很多三角形，我們也可以用『三角形觀察法』來判斷圖形還有多少 

連線可能，以便作為決策的依據。 

 

陸、 討論 

 

    一、雙三角終結者的對戰策略，需要經過玩家互相連線觀察一段時間後，才能開始 

            分成上下來討論，沒辦法在一開始討論。所以未來我們希望能夠再尋找出某些 

            方式，讓我們更提前觀察出圖形的未來走勢。 

 

       二、我們也可以改變雙三角終結者的遊戲的規則，例如：每個人一次可連 1~3 條的 

            連線，這樣會讓遊戲更公平。 

 

       三、未來可以開發成一套電腦軟體，變成 app 的對戰遊戲。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

29



 

柒、 結論 

    一開始，我們以為雙三角終結者遊戲只是很單純的連線問題，就像對角線一樣

全部畫完就可以。但是因為終止圖形的問題，我們必須討論可以畫幾條？如何畫？

本來希望能用窮舉法把不同條數的所有可能連線全部畫出，但因為每一種連線數都

有幾千幾萬種不同的畫法，導致我們沒辦法一一拿出來討論。如果改成討論每個點

的連接數去看更難，因為必須考慮到不同的連接數要符合真的可以兩兩連線的樣子。

所以討論起來也有很大的]難度。剛好在一次移動點的時候，我們發現圖形可以移動

成上、下點去做相連線的樣子，才開啟了接下來的研究。我們透過不斷地畫圖、移

動上下點、在連線與不能連線之中，我們更了解這些圖形的組合關係，透過有規律

的連線關係我們終於找到一些公式，並透過公式研擬作戰策略，這段過程很辛苦但

也很美好。突然記起老師上課所說，三角形是圖形裡面相對比較好探討的，此時真

的深有同感。很感謝有這個機會，讓我們更認識點和點之間不同的連線情形，以及

不讓三角形共邊所帶來的影響…種種問題，希望未來還能找出更多的方法，讓雙三

角終結者的作戰策略能夠更好更快更完備。 

 

捌、參考資料 

      【期刊文章】 

       游森棚（2016）•六邊形對抗賽•科學研習，No.55-09，P64。 
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作品海報 

【評語】030406  

此作品的目的是分析如下的雙人競賽遊戲：給平面上若干個點，

兩人輪流連線，在限定不連出兩個相鄰三角形（兩三角形共邊）的

條件下，採用何種策略才容易取勝（當有一方連接任兩點均會造出

相鄰三角形時，此方落敗）的問題。這是科學研習月刊中介紹的一

個問題。作者們針對最終圖形的最大與最小可能邊數作了討論。對

於如何進行遊戲才能掌握優勢，也給出了一些想法。原始的問題應

該是要問對於這樣的遊戲是否存在必勝策略，但在文中關於這部分

沒有太多具體的結果。研究精神值得鼓勵，可惜的是仍然無法有一

個有效快速的演算法來操作或判斷必勝的過程，是不足之處，如果

能把重心放在這個部分會更好。 

F:\中小科展_57屆\排版\030406-評語 



摘要 一、探討終止圖形的特性： 

 
 

二、畫出所有的『完勝圖形 』(從4~6點)： 

 

 

 

 

三、 “完勝圖形”的同構圖形： 

    (一) 完勝圖形經移動後同構“上下分成點後 

            進行連線的圖形”。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     (二) “完勝圖形”如何移動成“上下分點後 

               進行連線的圖形 ”？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
(三)不同的“完勝圖形”為何有條數上的差異： 
 

 

 

 

 

 

 

命題一： 

當總點數為            時(                )，若分成上 n、 

下 m 後，上面有連線或下面有連線的完勝圖形總

條數不會超過在上面的點不各自連線、下面的點

也不各自連線的狀態下完勝圖形的總條數，此時

只上下連線畫出的完勝圖形總連線數            條為 

最多的連線數量。 

 

命題二： 

由命題一得知當總點數為             時 (                )，

分成上n、下m 後，只上下連線的完勝圖形的總連

線數           為最多的連線數量，其中： 

 

 

 

    雙三角終結者是一種兩人對戰遊戲，兩人輪

流在數個點之間連線       ，直到其中一方畫出

終止圖形      、      (兩個三角形共邊)，此

人即成為輸家。在進行這個遊戲時，依照不同的

型態進行排列組合及歸納，發展出不同的公式，

經由公式我們可以預先知道最終條數。若結果不

利我方，可以利用一些應對的方法來改變最後結

果，進而取得勝利。也就是說從公式的角度出發

，我們不用再一條一條的試畫便能直接找到最終

連線數。不只便利更能迅速算出結果，甚至有些

只要用看的就能得到答案。當點數過大時，用公

式算比自已畫來得準確。 

    除此之外我們還發現了另一種簡便的『三角

形觀察法』，此種方式就不需要分成上下來討論

，在畫的時候也比較容易畫線，而且可以避免終

止圖形的產生。  

 
        一開始原本是想找”拈” 做為科展題目，但能

發展的內容不多。又剛好在科學研習月刊中[游森

棚（2016）•六邊形對抗賽•科學研習，No.55-09，

P64。]發現這個小遊戲，而六邊形對抗賽是給定6

個點(任三點不共線)，雙方輪流把兩點連一條線

，直到有人畫出終止圖形           、            (兩個三

角形共邊)，則此人即成為輸家。六邊形對抗賽有

點類似”拈”的遊戲，再加上國中課程剛好學到多

邊形的對角線個數，於是我們便開始著手研究繪

製圖形並把點數擴充去尋找一般式。但點數越大

，圖形會變得很複雜導致很難去尋找可以連線的

地方，甚至沒發現連出了終止圖形。所以我們希

望能透過不同的方式去找出規律並歸納出容易進

行畫圖的方法，期待能發展出一套策略讓自己成

為獲勝的一方。以下我們展開一連串的研究。 

 

一、 探討『終止圖形』的特性。 

二、 畫出四、五、六和七點的『完勝圖形』，並 

          把點移動成上下兩群的圖形來觀察討論。 

三、“完勝圖形”如何移動成“上下分點後進行 

          連線的圖形”的同構圖形。 

四、 採“上下分點後進行連線的圖形”找出任意 

          三點不共線時，n 個點的最多、最少的可連 

         線數。 

五、 從“上下分點後進行連線的圖形”找出的 

         公式中，研擬出雙三角終結者的對戰策略， 

         並改變雙三角終結者的結局。 

六、 在對戰中，如果圖形連出很多三角形，我們 

          也可以用『三角形觀察法』來簡易判斷圖形 

          還有多少連線可能，以便作為決策的依據。 

 

 

 

 

題目： 

兩人輪流在六個頂點間畫一邊或對角線(任意兩點

去連線)，直到畫出終止圖形(如下圖)，而畫出終

止圖形的人就算輸了，比賽結束。 

 

                 

        『終止圖形』        『完勝圖形 』 

 

 

 

 

貳、研究目的 

壹、研究動機 

n m

n m 4n m 

4n m 

n m

n m

 

 

+ 2

+

( )  2    

( )  2 1 1 ,  

        , 1 ( 1)

i n m k k n m k k

ii n m k k n k m k

n k m k k k

    

      

   

若 時，當 有最大值

若 時，當

或 有最大值 

         步驟一 

先選取一點當上點 

          步驟二 

連接的點選為下點 

          步驟三 

   移動紅、綠點 

          步驟四 

確定剩餘點的位置 

                    步驟五 

排列點的位置，讓圖方便觀察。 

當選的點不同，移動後的圖也會不同，分法並非唯一。 

參、研究設備及器材 

肆、研究過程 

電腦(G.G.B.)、紙、筆。 



 

 

  總連線數： 

    n(1)‧m(1,1,…1)＝(n-1)(m-a-b)+2(a+b+1)+b 

 

  定理一：當總點數為             時(                )，若分成 

                上n 、下m  後去畫出完勝圖形，則： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
   證明 ：由命題一和命題二根據遞移律可得。 

 
  (四) 由定理一，我們可以得到以下結果： 
       1.總點數為  
 
 
 
 
 
 
 

      2.總點數為 
 
 
 
 
 
 
 
  五、研擬雙三角終結者的對戰策略： 

   【策略一】：上、下點數不同或有連上上和下下      

                          ，皆會改變完勝圖形的總連線條數。 

      (一) 當上面點數為n點下面點數為m點時： 

    定義 : 

 

 

 

 

      

          1. 討論n(0)、m(0)的狀況 

 

 

 

 

 

        2. 討論n(0)、m(1,1,…1)的狀況 

 

 

    
 
 
 
 
 
 

n m 4n m 

上或下面
的點有各
自連線時，
完勝圖形
總連線數。 

上面的點且下
面的點不各自
連線，只上下
連線，此時完
勝圖形的總連
線數為     
條。 

 

在上面的點且下面的點不
各自連線且n、m的點數為
一樣或接近均分時，只上
下連線。此時完勝圖形的
總連線數為： 

(i) 當                      

               的總連線數為       

(ii) 當                                     

                                或  

                                   

     的總連線數              。 

 
 

n m 2 ( )n m k k   

n m
2k

2 1( )n m k k    

, 1n k m k  

1,n k m k  

( 1)k k 

 

最多連線型態n=m=k 

2  ( )n m k k   

最少連線型態n=1, m=2k－1 

2 1 ( )n m k k    

最多連線型態 
n=k－1, m=k 

最少連線型態n=1, m=2k－2 

總連線數： n(0)‧m(0)＝m×n＝n×m 

總連線數：n(0)‧m(1,1,…1)＝n(m－b) ＋2b   

  b個 

   b個 

(a)由命題一可得知 

(b)由命題二可得知 

 

 3. 討論n(0)、m(2)的狀況：有四種不同的連線狀況 

    (1) 第一種：n(0)‧m(2)＝n(m－1)＋2  ( 和公式不符 ) 

    但移動後可變成 n＋1(1) ‧ m－1(0)就可以代入公式 

 

 

 

    (2) 第二種：n(0)‧m(2)＝n(m－1)＋2  ( 和公式不符) 

    但移動後可變成 n＋1(0) ‧ m－1(0)就可以代入公式 

 

 

 

    (3) 第三種： n(0)‧m(2)＝n(m－1)＋2  (可用公式 ) 

 

 

 

    (4) 第四種： n(0)‧m(2)＝n(m－2)＋4  (可用公式 ) 

 

 

 

    n(0)、m(2)的討論情況會有這麼多種，但我們發現 

    移動後皆可用 公式，所以移動點就可以討論。 

 

  4. 討論n(0)、m(3)的狀況：有二種不同的連線狀況 

    (1) 第一種： n(0)‧m(3)＝n(m－2)＋5 ( 和公式不符 ) 

     但移動後可變成 n＋1(1) ‧ m－1(0)就可以代入公式 

 

 

 

 

 

 

     (2) 第二種： n(0)‧m(3)＝n(m－2)＋5 (可用公式 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

     5.討論n(1)、m(1,1,…1)的狀況 

 

                      【a個三角形和 b個四邊形】 

 

 

 

 

 

 a+b個 

  總連線數：n(0)‧m(3)＝n(m － 3)+6+(n－1) 

 總連線數：n(0)‧m(2) 

 ＝n(m － 2)+4+(n－2) 

 總連線數： 

   n(0)‧m(2) 

 ＝n(m － 2)+4 

 a+b個 



(後) 連一條下連下的線。此
時總條數18。如下圖↓ 

(先) 連一條上上，但不能連接
到之前的上連上的兩點。此時
總條數變成19。如下圖↓ 

(先) 試著模擬不同的連線狀況，
最後發現總連線數皆為偶數20 ，
無法逆轉。如下圖↓ 

只須照著原本形態上下連即可，
不需改變。 繼續往下連線，則根據公式最

多可再連六條，一共18條，即
結束此遊戲。這時勝負已定，
後者獲勝。如下圖↓ 

[策略二]：『三角形觀察法』 

 
 

一、完勝圖形的總連線數： 

  (一) 若總點數為           ，總連線 

       最多為        條，最少為      條。 

  (二) 若總點數為             ，總連線 

       最多為       條，最少為      條。 

 

二、在進行雙三角終結者的對戰遊戲中，若總點 

    數為(n＋m)時，可依上下點數的不同以及 

    連上上或下下的不同，都會導致完勝圖形 

    總連線數的差別，因此我們可以整理出 

    有規律的公式，如下表： 

   (1)  n(0)‧m(0)＝n×m 

   (2)  n(0)‧m(1,1,…1)＝n(m－b)＋2b 

   (3)  n(0)‧m(2)＝n(m － 2)+4+(n－2) 

   (4)  n(0)‧m(3) ＝n(m － 3)+6+(n－1) 

   (5)  n(1)‧m(1,1,…1) (a個三角形；b個四邊形) 

                       

                    = (n－1)(m－a－b)＋2(a＋b＋1)＋b  

                        

三、 m(2)、m(3)、m(4)…這種同邊連續相連， 

        在討論上較複雜，但發現經移動改變成 

         m(1)、m(1,1) 、 m(1,1,…1)…的同構圖形， 

        這樣就可以進行上面結論二的討論了。 

 四、若圖形連出很多三角形，我們也可以用 

        『三角形觀察法』來判斷圖形還有多少 

         連線可能，以便作為決策的依據。 

  

 
 

一、雙三角終結者的對戰策略，需要經過玩家互
相連線觀察一段時間後，才能開始分成上下來討
論，沒辦法在一開始討論。所以未來我們希望能
夠再尋找出某些方式，讓我們更提前觀察出圖形
的未來走勢。 

 二、我們也可以改變雙三角終結者的遊戲的規
則，例如：每個人一次可連1~3條的連線，這樣
會讓遊戲更公平。 

 三、未來可以開發成一套電腦軟體，變成app的
對戰遊戲。 

  

  

    一開始，我們以為雙三角終結者遊戲只是很單
純的連線問題，但是因為終止圖形的問題，我們
必須討論可以畫幾條？如何畫？本來希望能用窮
舉法把所有可能連線全部畫出，但因為每一種連
線數都有幾千種不同的畫法，導致我們沒辦法一
一拿出來討論。如果改成討論每個點的連接數去
看更難，因為必須考慮到不同的連接數要符合真
的可以兩兩連線的樣子。所以討論起來也有很大
的難度。剛好在一次移動點的時候，我們發現圖
形可以移動成上、下點去做相連線的樣子，才開
啟了接下來的研究。透過有規律的連線關係我們
終於找到一些公式，並透過公式研擬作戰策略，
這段過程很辛苦但也很美好。很感謝有這個機會
，讓我們更認識點和點之間不同的連線情形，以
及不讓三角形共邊所帶來的影響…種種問題，希
望未來還能找出更多的方法，讓雙三角終結者的
作戰策略能夠更好更快更完備。 

  

【期刊文章】游森棚（2016）•六邊形對抗賽•科
學研習，No.55-09，P64。 

 

伍、研究結果 

2  ( )n n 

2 1 ( )n n  

2n n n  3 2n

( 1)n n  3 3n 

陸、討論 

柒、結論 

 捌、參考資料 

(二)把公式應用在對戰中，模擬對戰狀況： 

   (橘代表<先者>，藍代表<後者>，紫為雙方) 

 

(後者) 連一條上連上，此時
總條數22。如下圖↓ 

設一開始有十個點 

(先) 目前是5‧ 
5的分法，為奇數型態。所以
持續地上下連即可。如下圖↓ 

 

隨意連，但盡量避免一個點連太多條，然後連到所有的點都連
過線後，開始劃分出上下點的形式。如下圖↓ 

    

n=8 

 a+b個 
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