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摘要  

我們從圓繞圓的萬花尺出發，先熟練傳統萬花尺的數學原理，並

自製一些特殊的狀態，例如畫橢圓的萬花尺等。接著是圓繞橢圓，這

部分要注意橢圓的周長要改以齒數對應到內圓的周長齒數。另外我們

延伸出兩個主題，橢圓繞圓、橢圓繞橢圓，這兩種一定要結合我們學

校的 3D 列印設備創作新的萬花尺模型，並進一步的推導橢圓繞圓和

橢圓繞橢圓的擺線方程式，最後我們也歸納出筆插位置不同、起始點

不同所畫出的圖形差異。   

壹、研究動機  

上數學課的時候，老師說，學長之前科展研究萬花尺，用方程式

和 GeoGebra 模擬了許多圖形，但馬上無法製作創新的萬花尺。今年，

學校添購兩台中階的 3D 列印機，我們一致覺得可以好好的發展這個

主題，因此，決定以創新萬花尺為主題，結合 3D 列印，製作和改造

成新的萬花尺模型。  

貳、研究目的  

一、找到兩圓轉動關係 (萬花尺形成的關鍵原因 )。  

二、討論萬花尺的圖形與圓的關係  

三、統整歸納出萬花尺方程式與圖形的關係  

四、找出作圖工具的科學原理  

五、用 3D 列印實現萬花尺的模擬推論  

 

參、研究設備與器材與研究流程  

紙、筆、電子計算機、網路、萬花尺、軟體 (GeoGebra、word、

Excel)。   
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肆、研究過程  

一、3D 列印的應用 

學校在去年買了 3D 的印表機，我們發現，其實可以用 3D 列印機來製作萬

花尺。因為，之前討論萬花尺時有很多理論的圖形只能用 GeoGebra 跑出來，現

在，應該可以製作成實際的萬花尺。 

我用的是 123D Design 來製作模型，如右圖，

我花上了一段時間去學習怎麼設計模型，在看了一

些書和網頁之後，就開始著手設計，其中橢圓齒輪

的設計上，不能像圓形，設計出一個齒輪，然後再

讓它等距環繞圓周，所以在橢圓齒輪製作時是最辛

苦的，要做一個三角柱，複製後再一一調整使其能

嵌入橢圓裡。 

畫圓之後再轉 Cura，如右圖，調整好他的速度

後最後在下指令讓 3D 列印機列印，在列印時我失

敗很多次，做了很多調整，包括噴頭到平台的距離

等等，最後終於做出了我要的模型。 
  

二、擺線作圖的基本知識  

萬花尺是傳統的玩具，用一圓繞行中空的外圓或橢圓即可形成圖

形。歷來，科展對這個主題著重於了解坊間萬花尺運作的現象，並找

出對應的數學理論。我們研究方向剛好與之向反，我們先研究數學理

論，再將其利用自製萬花尺表現出來。首先，我們針對萬花尺運作原

理先作一些探討：  

萬花尺圖形成形原理及模擬方式  

 1. 我們使用 geogebra 作圖工具，利用角度模擬 (內部小圓繞外部

大圓的角度關係 )  

萬花尺的圖形是由內圓在外圓內滾動所形成的圖形，小圓旋轉跑

過的路徑等於大圓，即：內圓要轉幾度＝
R

*R
小

大大   

如果實際測量 R 和 r 製作成萬花尺時一定會有誤差，所以應該改

為齒數比，即：內圓要轉幾度＝
小圓齒數

大大圓齒數 *   
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角度模擬的原理可以應用到方程式作圖。  

 2. 利用方程式模擬  

找出萬花尺圖形的方程式後可以控制圖形各項變化，利用調整這些參數可以

找出特別的圖形，並驗證是否能具體實現。 

(1) 不考慮筆插的內滾動點方程式 

  以 C 為動點，R、r 為外、內圓半徑。 

C 相對 B(rcos(φ)，− rsin(φ)) 

B 相對 A((R − r) cos(θ) , (R − r)sin(θ)) 

  又因Rθ = r(θ + φ)[滾動距離相等]   所以φ =
(R−r)θ

r
 

C 相對 A((R − r) cos(θ) + r cos(
R−r

r
θ) , (R − r) sin(θ) − rsin(

R−r

r
θ)) 

因此所推得的動點方程式如下： 

【(R − r) cos(θ) + r cos(
R−r

r
θ) , (R − r) sin(θ) − rsin(

R−r

r
θ)】 

但是後半段方程式 cos、sin括號裡面要用齒數比，因為半徑實際測量時會有誤差，

而齒數比是整數，所以將半徑用齒數比來取代，方程式為： 

【(R − r) cos(θ) + r cos(
M−N

N
θ) , (R − r) sin(θ) − rsin(

M−N

𝑁
θ)】 

 

  而將 x，y 除以 q， q 越大，花瓣越圓，這就是 筆插 會造成的影響 

【(R − r) cos(θ) +
rcos(

M−N

N
θ)

q
, (R − r) sin(θ) −

rsin(
M−N

N
θ)

q
】 

 

 

 

 

 
 

筆插：萬花尺上將筆插入的位置 
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(2) 加入筆插位置後的萬花尺圖形動點方程式 

令 C 點為筆插位置距圓心 a 個單位，D 為對應出

去的點，外圓與內圓的半徑分別為 R、r 單位。當內滾

圓走了 度，圓心相對的也轉 度，C 點轉了 度。 

C 相對 B(a ∙ cosφ，− a ∙ sinφ) 

B 相對 A((R − r) cos θ , (R − r)sinθ) 

又因Rθ = r(θ + φ)[滾動距離相等]   所以φ =
(𝑅−𝑟)𝜃

𝑟
 

C 相對 A (R − r) cos 𝜃 + a ∙ cos(
M−N

N
𝜃) , (R − r) sin θ − a ∙ sin(

M−N

N
θ) 

 

利用方程式模擬萬花齒後，可以討論各參數的變化來調整萬花齒  
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三 .  自製萬花尺的實驗目的及模擬方式說明  

 我們從方程式及模擬圖形出發，利用 3D 列印進行實驗，看萬花

尺能做些什麼不同的變化？  

 從暑假開始，我們就開始學習 GeoGebra、三角函數、找出擺線方

程式及用 3D 列印作出創新萬花尺，一開始我們設定有四個主題。剛

開始不會太難，但隨著進入未知的領域就漸漸難了起來；綜合來說，

製作萬花尺不會太難，真正困難的是，如何用數學描述這些現象。以

下是我們這一年的研究過程，分成四大部分：  

(一 )  圓繞圓的特殊萬花尺  

能控制的變因有：外圓齒數 m(大圓半徑 R 相關 )、內圓齒數 n(內

圓半徑 r 相關 )、筆插位置 a。  

1. 利用內圓齒數，控制花瓣數量，盡量表現出所有可能花瓣數。 

由於齒數比不同，所以不同的內滾圓會有不同的花瓣數，花瓣數是根據最小

公倍數計算。若外圓與內圓的最簡半徑比(齒數比)為 A:B 則花瓣數為 A。繞行順

序為 11+B1+2B……依序完成圖形。 

例如：齒數 60 的外圓和齒數 24 的內滾圓因尺數最小公倍數

為 120 也就是小圓要轉 5 圈大圓要被轉 2 圈才算完成，所以瓣數

是 5，也就是兩圓齒數最小整數比之外圓齒數。(60:24=5:2 因此

瓣數為 5)，另外繞行順序為：13524  

 2. 不同筆插能決定花冠位置及圖形的凹凸情形，但受限於小圓齒

數 (即小圓 r 的大小 )所以不是能任意調整筆插的位置，模擬的部分倒

是可以，這個我們在之後的討論會說明。  

 

(二 )  圓繞橢圓  

 這邊的橢圓有一個問題是：橢圓的周長是一個複雜的無理數，裡面的圓周長

和橢圓周長不會有有理數的倍數關係，萬花尺要如何運作呢？如果周長非有理數
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的倍數關係最後圖形一定被填滿，無法表現出花樣，因此關鍵在於齒數，我們用

齒數取代了橢圓的周長。老師說，這是比較不純粹數學的地方，但我們的世界不

正是如此，還是可以用數學描述我們觀察到的現象。 

(1) 類橢圓方程式模擬  

首先，我們用高中的橢圓方程式，
𝑥2

𝑎
+

𝑦2

𝑏
=1 將橢圓的用參數 

P = (acos𝜃，bsin𝜃)代入， PO長度公式以 R 來表示為： 

R＝ )(sin)(cos 2222  ba   

橢圓的半徑是一個變化的式子：  

R＝ )(sin)(cos 2222  ba   

設橢圓半徑為 )(sin)(cos 2222  ba  ，內圓的

半徑為 r 橢圓齒數 m 內圓齒數 n 

C 相對 B   [rcos ,－ rsin ]  

B 相對 A   [(√𝑎2𝑐𝑜𝑠2(𝜃) + 𝑏2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)－ r)cos , (√𝑎2𝑐𝑜𝑠2(𝜃) + 𝑏2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)－ r)sin ]  

利用之前的角度模擬：  m＝ (+ )n   ＝
n

nm 
  

得到方程式：(√𝑎2𝑐𝑜𝑠2(𝜃) + 𝑏2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) − r) cos(θ) + rcos (
𝑚−𝑛

𝑛
θ)， 

            (√𝑎2𝑐𝑜𝑠2(𝜃) + 𝑏2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) − r) sin(𝜃) − 𝑟𝑐𝑜𝑠(
𝑚−𝑛

𝑛
𝜃) 

 

 

 

 

 

 

 

此圖形與機械作圖有 相當 的差異 
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後來我們將橢圓的半徑變化的式子調整利用極座標的方式寫出

相對於中心的極坐標形式： R =
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)+𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
 

得到方程式： 

(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
− r) cos(θ) + rcos(

𝑚 − 𝑛

𝑛
θ)， 

(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
) − r )sin(𝜃) − 𝑟𝑠𝑖𝑛(

𝑚 − 𝑛

𝑛
𝜃) 

模擬後的圖形與機械作圖相仿，非常自然。 

  

 

 

 

有了這個公式，我們大致可以進行創新萬花尺圖形及公式的討論了。 

接下來，還有兩類以前未曾出現過得創新萬花尺討論：  

(三 )  橢圓繞圓   

 以之前方程式的模擬為基礎，我們發現

橢圓的圓心繞圓的狀態近似於擺線方程式，

因為這部分細節比較多，我們模擬出結果

後，會在討論的部分說明。  

 

(四 )  橢圓繞橢圓  

 橢圓繞橢圓以橢圓繞圓為基礎，再進行模擬，而且要考慮起始點，

這部分的細節我們也放在討論說明。  

 

 因為從創作萬花尺到用數學說明運作的原理之中有一段時間，為

了表現模擬圖形的改變，我們在下個單元模擬的部分先以最初的模擬

圖形，討論的部分我們再呈現最後的結果。   
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伍、研究結果  

一、特殊圓繞圓萬花齒的具體實現  

 首先，根據推算，萬花尺可能形成花瓣數和外圓齒數的因數個數

有關， 48 的因數有 10 個、 64 的因數有 7 個 (我們買的坊間萬花尺 )，

雖然因數不少卻不是 100 內因數最多的，因此，我們以 100 以內，因

數最多的 60 (12 個 )來當外圓的齒數，我們盡可能實現各種花瓣數，

結果令人滿意。  

標紅色代表選取討論，選取的原因是，這些齒數較容易製作，容易製作的原

因是因為齒數較容易安排在圓周上。另外，由表中可以看出，除了 1 瓣  (內

圈 60 齒 )以外，其餘都可以用 3D 列印製作的萬花齒實現，其中最特

別的是兩瓣的圖形；他是橢圓。因此，我們可以用萬花齒來製作畫橢

圓工具，詳細情形我們放在討論。  

實際繪圖情形如下表：  

外圈 60 齒 內圈 10 齒 筆插數 1 花瓣數 筆插以 0.5 距離中心遞增 

筆插 1 外圈 60 齒 內圈 10 齒在旋轉

時會有跳格的現象，所以手繪

沒有畫成。我們後來做了一個

實驗將外圈調整為 120 齒，內

圈 20 齒，筆插數 3，即跑出六

辦的圖形。 

外圈 120 齒 內圈 20 齒 

 

3D 列印

手繪 

外圈 60 內圈 10 齒 

失敗 

Geogebra

模擬 
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11 

 

二、圓繞橢圓的 3D 列印萬花尺實作  

 橢圓繞圓的萬花尺，我們以外圈橢圓 100 齒為例子，一樣把內圈

齒數所有可能形成的花瓣數找出來，圓繞橢圓的模擬方程式之前討論

過，所以模擬的結果與我們製作出來的萬花尺圖形大致相同。  

 
外圈 100 齒 內圈 18 齒 筆插數 2 花瓣數 50 筆插以 0.5 距離中心遞增 

筆插 1 2 

3D 列印

手繪 
  

Geogebra

模擬 

  

 
外圈 100 齒 內圈 19 齒 筆插數 2 花瓣數 100 筆插以 0.5 距離中心遞增 

筆插 1 2 3 

3D 列印

手繪 

   

Geogebra

模擬 
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三、  橢圓繞圓的 3D 列印萬花尺實作  

橢圓繞圓的萬花尺在坊間目前

還沒有看到，製作上並不困難，因

此世界上應該有這樣的產品只是目

前沒看到也沒有人討論。  

我們以 120 齒的外圓，搭配各

種齒數的橢圓來進行實驗，目前，

所完成的橢圓長短軸比只有一式，

最主要是因為控制變因不能太多，

我們打算進行完這一系列的討論後

再處理不同長短軸的問題。  

另外，筆插數是由橢圓中心及長、

短軸一半取筆插再加上在長軸上的

筆插數，因為長軸上的筆插可能會

有重複的現象，所以比插數可能會減 1。一開始模擬的圖形和實際圖

形差距很大圓因為何，我們會在討論時說明。  

外圈 120 齒 內圈 10 齒 筆插數 3 花瓣數 12 筆插以 0.5 距離中心遞增 

筆插 中心 長軸一半 短軸一半  

3D 列印

手繪 

   

 

Geogebra

模擬 
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四、  橢圓繞橢圓的 3D 列印萬花尺實作  

製作和模擬橢圓繞

橢圓的萬花尺並不會特

別困難，最主要是橢圓

繞圓及圓繞橢圓已經把

理論討論過一遍，所以

在這個部分並沒有遭遇

新的困難，例如橢圓繞

橢圓方程式被繞橢圓的

起始點等也都可以用前

面討論過的方式來處理。  

 

外圈 100 齒 內圈 10 齒 筆插數 1 花瓣

數 10 筆插以 0.5 距離中心遞增 

筆插 1 

3D 列印

手繪 

 

Geogebra

模擬 
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陸、討論  

一、圓繞圓的萬花尺作圖大致有以下問題：  

 (一 )  只有 1 種花瓣數無法實現  

1.  當 r=R 即內外齒數比為 1:1 時  花瓣為 1 瓣，不可能完成，

因為無法旋轉。若帶入擺線方程式：  

【(R − r) cos(θ) + r cos(
R−r

r
θ) , (R − r) sin(θ) − rsin(

R−r

r
θ)】 

   = [  rcos0, -r sin0] = [r ,0] 會停在 1 點  

2. 除此之外，我們處理了一個實驗：原本 6 瓣  (60 齒： 10

齒 )  原本轉不動，因為齒數少不好轉，我們將外圈增加成 120

齒，內圈 20 齒，即可劃出 6 瓣圖形。 (可參閱第 8 頁圖 )  

 (二 )  兩瓣的萬花尺可以作為畫橢圓的工具   

1.  當內滾圓半徑為外圓的一半且動點在圓周上    

時，畫出來的將會是一直線。  

   2. 若動點在圓周內，可形成橢圓形  

      令兩圓半徑分別為 r、R=2r，筆插距圓心為 a  

      所以方程式為  [rcos(θ)+ 𝑎acos(θ)，rsin(θ)- 𝑎sin(θ)] 

=  [(r+ 𝑎)cos(θ)，(r- 𝑎)sin(θ)]  

        令(r+a)為長軸，(r- 𝑎)為短軸，符合橢圓的參數式。可以為畫橢圓工具尺 

(三 )   花瓣的凹向性及花冠位置及圖形中間聚焦成一點的時機  

花瓣的凹向性取決於筆插的位置。  

  1. 當  R>r≧ 1/2R (如右圖 )  

      因為內圓較大，筆插移動的範圍要較廣。  

  2. 當  1/2R>r>0 (如右圖 )  

      因為內圓較小，所以筆插的移動的範圍比較侷限於  

      靠近外圓的地方。  
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以下為筆插位置對圖形影響的分析： 

狀態  a=0 r>a>0 漸漸增大  a=r 

1.  r > 1

2
R 

    

情形：  圓形  內凹許多  稍微內凹  最尖  

2.  r < 1

2
R 

    

情形：  圓形  較圓  較尖  最尖  

 

  3. 圖形中間聚焦成一點的時機   

  因此，當內圓直徑大於外於半徑時才有可能出現圖形中間聚焦成一

點的現象，且筆插會通過外圓圓心，也就是 R=r+a。  

 

二、圓繞橢圓萬花尺  

 (一 )  模擬的方式為橢圓的周長用齒數代替  

   橢圓的半徑以極座標表示所得到方程式： 

     (
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
− r) cos(θ) + rcos(

𝑚 − 𝑛

𝑛
𝜃)， 

     (
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
) − r )sin(𝜃) − 𝑟𝑠𝑖𝑛(

𝑚 − 𝑛

𝑛
𝜃) 

       模擬後的圖形與機械作圖相仿，非常自然 

1. 我推測原來的參數方程式的 𝜃是指圓的𝜃 

2.  真正的𝜃應該是橢圓上的點與 原點連線與 X 軸的夾角 

所以橢圓的半徑應該以極座標表示，這樣𝜃才能統一。 
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 (二 )  特別要注意起始點的位置，其餘的部分與圓繞圓大致相同  

以 100 齒 :20 齒 (5 瓣 )為例，筆插最靠近邊緣的部份開始作圖：當起始

點不同時，花瓣的位置也會不同，少瓣的時候比較容易看出來，因為

外圈是橢圓的關係，上面三個圖形不是相似形。   

這邊起始點的筆插位置定義為距離外圓的最短距離  

從上圖紅色圈起來處可以看出花瓣轉折處在曲率小 (長軸 )的地方較

尖，曲率大 (短軸 )的地方較圓。  

三、  橢圓繞圓萬花尺 (關鍵在於橢圓的中心呈圓擺線狀態 )  

 (一 )  我們發現橢圓繞圓的圓心呈現圓繞圓擺線的狀態  

設定：外圓徑為 R，橢圓的長軸為 a、短軸為 b，外圓齒數為 m，內

橢圓齒數為 n，我們觀察模型，發現了以下重點： 

1. 動點的滾動範圍界在：外圓半徑−長軸(R−a) 與 外圓半徑

− 短軸(R−b) 之間 

2. 花瓣數是內橢圓周長與外圓周長的最簡整數比中的外圓

比，我們以齒數比 m：n 化簡後的前項代表 

3. 由 1 可推得：內圓圓心介在離對應到的外圓圓心

(𝑅−𝑏)+(𝑅−𝑎)

2
的地方 

4. 筆插 a 值為：
(𝑅−𝑏)+(𝑅−𝑎)

2
−(R−𝑎)=

1

2
(𝑎 − 𝑏) 

由以上 4 點我們可以推得橢圓圓心的擺線方程式為： 

D 相對 C(
1

2
(𝑎 − 𝑏)cos(φ)，−

1

2
(𝑎 − 𝑏)sin(φ)) 

C 相對 A((R −
𝑛

𝑚
𝑅) cos(θ) , (R −

𝑛

𝑚
𝑅)sin(θ)) 

從長軸出發  從 長 短 軸 一 半 出 發  從短軸出發  
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  r =
𝑛

𝑚
𝑅    φ =

𝑚−𝑛

𝑛
θ 橢圓中心的方程式為： 

((R −
𝑛

𝑚
𝑅) cos(θ) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)cos (

𝑚−𝑛

𝑛
θ),(R −

𝑛

𝑚
𝑅)sin(θ) −

1

2
(𝑎 − 𝑏) sin(

𝑚−𝑛

𝑛
θ) 

但畫出的圖形竟然和實際的圖形半數不同(如右圖) 

這件事情煩惱了我們許久，後來我們發現橢圓中心離外圓的距

離以半圈為一個週期，所以我們將方程式中的橢圓齒數除 2。 

 

更改後的方程式： 

[ (R −
𝑛

𝑚
𝑅)cos(θ) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)cos(

𝑚−
𝑛
2

𝑛
2

θ)， 

(R −
𝑛

𝑚
𝑅)sin(θ −

1

2
(𝑎 − 𝑏) sin(

𝑚−
𝑛

2
𝑛

2

θ)  ] 

更改後模擬出來的圖形非常相似 

(二) 加入筆插不在橢圓中心點的方程式推導 

 我們假設橢圓上的筆插是以圓的方式圍繞著橢圓中心旋轉 

 筆插相對於橢圓中心: [𝑎cos (
𝑚−𝑛

𝑛
θ)，− 𝑎sin(

𝑚−𝑛

𝑛
θ)] 

因為筆插是以圓的方式旋轉，所以橢圓的齒數不須除以 2 加入筆插後方程式： 

[((R−
𝑛

𝑚
𝑅) cos(θ) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)cos(

𝑚−
𝑛
2

𝑛
2

θ)+ 𝑎cos (
𝑚 − 𝑛

𝑛
θ)] 

[(R −
𝑛

𝑚
𝑅)sin(θ)  −

1

2
(𝑎 − 𝑏) sin(

𝑚−
𝑛
2

𝑛
2

θ) − 𝑎sin(
𝑚 − 𝑛

𝑛
)θ] 

右圖是筆插位於短軸的模擬，圖形大致相同。 

(三) 筆插位置不同的問題 

1. 筆插在長短軸造成圖形的不同說明： 

在短軸上的筆插在旋轉時距離外緣的最長距離相較於筆

插在長軸短，因此動點的移動範圍較小，另外筆插位置

不同，相對於外圓距離的變化也不同，所以花瓣的形狀會有明顯的不同。

不過這個結果老師說我並沒有謹慎處理好控制變因，所以我設計了另一

個比較和說明。 

長軸一半 短軸一半 
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2. 固定筆插與外圓的最短距離 

 

我們在這裡做了一個比較，當筆插的一

開始的位置與外圓的距離相同，卻分別位

在橢圓的長軸、短軸、一半的位置。從下

圖可以發現真正影響圖形的關鍵在於筆插

繞行時相對於外圓的距離變化。  

這三個圖在圈起來的地方有明顯的差異，筆插在長軸時相對

圓外圓的距離變化大致與圓繞圓相同，是由短到長再到短一直循

環，而筆插在短軸畫出來的圖形會有微微的禿起是因為筆插相對

於外圓的距離變化是由最短 -稍微變長 -稍微變短 -稍微變長 -最短，

稍微變短的那一段就是造成圖形禿起的原因。  

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 筆插位置由內向外遞增對圖形的影響 

假設筆插為 x， a、b 為橢圓的短軸與長軸 

狀態  x=0 b>x>0 漸漸增大  b=r 

長軸  

    

情形：  最平  較平  較尖  最尖  

狀態  x=0 a>x>0 漸漸增大  a=r 

短軸  

    

情形：  最平  較尖  稍微內凹  最凹  

從這裡可以發現不論是長軸還是短軸，筆插越向外移圖形越尖。 

 

  

C 長軸  B 一半  A 短軸  
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(四 ) 橢圓長軸與短軸比例對圖形的影響 (橢圓圓扁 )  

以相同齒數周長比較：較扁的橢圓因為半徑的變化上較大，

導致圖形比較尖銳。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、  橢圓繞橢圓萬花尺  橢圓繞橢圓方程式推導 

基本上，橢圓繞橢圓的方程式是根據圓繞橢圓及橢圓繞圓的理論來推算，以

下是我門的作法： 

內橢圓圓心相對於外橢圓圓心： 

[(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)+𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
−

1

2
(𝑎 + 𝑏)) cos(θ)，−(

𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)+𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
−

1

2
(𝑎 + 𝑏)) sin(θ)] 

在這裡我們以內橢圓長軸與短軸的平均作為我們假設的內圓半徑 

橢圓圓心向對於內圓： 

[(
1

2
(𝑎 − 𝑏)cos (

𝑚−
𝑛

2
𝑛

2

θ)，−
1

2
(𝑎 − 𝑏)sin (

𝑚−
𝑛

2
𝑛

2

θ))] 

橢圓筆插相對於橢圓圓心： 

[𝑎cos (𝑚−𝑛𝑛 θ)，−𝑎sin (
𝑚−𝑛

𝑛
θ)] 

橢圓繞橢圓方程式： 

[(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)+𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
−

1

2
(𝑎 + 𝑏)) cos(θ) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)cos(

𝑚−
𝑛

2
𝑛

2

θ) + 𝑎cos (
𝑚−𝑛

𝑛
θ) , 

(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
−
1

2
(𝑎 + 𝑏))sin(θ)  −

1

2
(𝑎 − 𝑏) sin(

𝑚−
𝑛
2

𝑛
2

θ) − 𝑎sin(
𝑚 − 𝑛

𝑛
)θ] 

 

如右圖，橢圓繞橢圓的公式作圖的結果與

實際圖形非常相同。  



27 

α、β示意圖 

柒、結論 

一、擺線模擬公式能清楚說明萬花尺運作方式 

 經過一連串的修改，我們推出了內圓為橢圓的萬花尺方程式，其中內圓旋轉

的角度以齒數比替換半徑比後便能將萬花尺圖樣呈現出來。 

 

二、作圖初始值(開始擺放位置)：α、β、γ對圖形的影響 

以橢圓為內滾圓時會有三個變因 

(1) α：外圓起始點-內圓從外圓的哪個位置出發(外圓

為圓形不具效果) 

(2) β：筆插相對於起始點的水平角度 

(3) γ：內圓起始點-筆插位於內圓的擺放方式

(內圓為圓形則不具效果) 

 

(一) 橢圓繞園 

我先從解決起始點及內圓擺放方式開始 

  設一開始內圓圓心對外圓圓心的角度是α°，動點對內圓圓心的角度是γ°滾動圓

轉動角度為θ，被滾動圓被滾動的角度為φ。 

 

橢圓圓心相對於內圓圓心為: 

1

2
(𝑎 − 𝑏) cos(𝜑 − 𝜃 − 𝛼 − γ)，−

1

2
(𝑎 − 𝑏)sin(𝜑 − 𝜃 − 𝛼 − γ) 

類型 方程式 模擬 實際 

圓繞圓 【(R − r) cos(θ) + r cos(
M−N

N
θ) , (R − r) sin(θ) − rsin(

M−N

𝑁
θ)】 

  

圓繞 

橢圓 

【(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
) − r )cos(𝜃) + rcos (

𝑚 − 𝑛

𝑛
𝜃)， 

(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
) − r )sin(𝜃) − 𝑟𝑠𝑖𝑛(

𝑚 − 𝑛

𝑛
𝜃)】   

橢圓 

繞園 

【 (𝑅 −
𝑛

𝑚
𝑅) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)𝑐𝑜𝑠 (

𝑚 −
𝑛
2

𝑛
2

𝜃) + 𝑎cos (
𝑚 − 𝑛

𝑛
θ) 

(𝑅 −
𝑛

𝑚
𝑅)𝑠𝑖𝑛(𝜃) −

1

2
(𝑎 − 𝑏) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑚−
𝑛

2
𝑛

2

𝜃) − 𝑎sin(
𝑚−𝑛

𝑛
)θ]  】   

橢圓 

繞橢圓 

[(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)+𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
−

1

2
(𝑎 + 𝑏)) cos(θ) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)cos (

𝑚−
𝑛

2
𝑛

2

θ) + 𝑎cos (
𝑚−𝑛

𝑛
θ) , 

(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
−
1

2
(𝑎 + 𝑏))sin(θ)  −

1

2
(𝑎 − 𝑏) sin(

𝑚−
𝑛
2

𝑛
2

θ) − 𝑎sin(
𝑚 − 𝑛

𝑛
)θ] 

 
 

橢圓圓心相對外圓圓心 

γ示意圖 
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內圓圓心對外圓圓心為: 

(R −
𝑛

𝑚
𝑅) cos(θ + 𝛼)，(R −

𝑛

𝑚
𝑅)sin(θ + 𝛼) 

接著是筆插的位置 

筆插相對於橢圓中心: 

(acos(𝜑 − 𝜃 − 𝛼 − 𝛽)，− asin(𝜑 − 𝜃 − 𝛼 − 𝛽) 

滾動距離相等: Rθ = rφφ =
𝑅𝜃

𝑟
= mθ = nφφ =

𝑚𝜃

𝑛
 

滾動點對外圓圓心為: 

[((R −
𝑛

𝑚
𝑅) cos(α + θ) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)cos(

𝑚−
𝑛

2
𝑛

2

θ − 𝛼 − γ) + 𝑎cos (
𝑚−𝑛

𝑛
θ − 𝛼 − 𝛽), 

(R −
𝑛

𝑚
𝑅)sin(α + θ)  −

1

2
(𝑎 − 𝑏) sin(

𝑚 −
𝑛
2

𝑛
2

θ − 𝛼 − γ) − 𝑎sin (
𝑚 − 𝑛

𝑛
θ − 𝛼 − 𝛽)] 

(二) 橢圓繞橢圓 

橢圓繞橢圓大致上與橢圓繞圓相同，唯一不同的只有內圓圓心相對於外

橢圓的方程式： 

[(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃 + 𝛼) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃 + 𝛼)
−
1

2
(𝑎 + 𝑏)) cos(α + θ) +

1

2
(𝑎 − 𝑏)cos(

𝑚 −
𝑛
2

𝑛
2

θ − 𝛼 − 𝛾) + 𝑎cos (
𝑚 − 𝑛

𝑛
θ − 𝛼 − 𝛽), 

(
𝑎𝑏

√𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝜃 + 𝛼) + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2(𝜃 + 𝛼)
−
1

2
(𝑎 + 𝑏))sin(α + θ) −

1

2
(𝑎 − 𝑏) sin(

𝑚 −
𝑛
2

𝑛
2

θ − 𝛼 − 𝛾) − 𝑎asin (
𝑚 − 𝑛

𝑛
θ − 𝛼 − 𝛽)] 

情形 α=0 α=90 α=180 α=270 

𝛽 = 0 

γ = 0 
    

情形 𝛽 = 0 𝛽 = 45 𝛽 = 90 𝛽 =180 

α=0 

γ = 0 
    

情形 γ = 0 γ = 90 γ =180  

α = 0 

𝛽 = 0 
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 推導出方程式後，我們可以根據三個變因的角度去調整方程式，順序為 1

決定內圓擺放的位置 2 內橢圓旋轉的角度 3 筆插在橢圓上的位置，這樣就能畫出

萬花尺的所有情形。 

三、研究價值及應用 

(一) 3D 列印能模擬與解決更多的問題 

1. 畫出更多圖形 

使用 3D 列印可以隨時隨地建模： 

(1) 可以調整筆插，改變花瓣的形狀及呈現角度，配合我門用 geogebra

推出來的圖形設計實際的萬花尺。 

(2) 設計出花瓣種類較多萬花尺外圓，我們知道外圓齒數的因數個數就

是花瓣數的種類，若要研發，則可以選擇這些外圓齒數。 

2. 圖形可應用在壁紙、地磚等裝飾上 

3. 畫橢圓工具：藉著滾動圓半徑是被滾動圓的一半且動點會在滾動圓內時

會形成橢圓的特性，做為畫橢圓的簡單工具，若動點到筆插的距離為 a，橢

圓的長短軸半徑分別為 (r+a)、(r-a)。 

4. 推測出出發時動點的位置，根據 α、β、γ 對圖形的影響，可以大致推測

出動點地出發位置。 

 (二) 這次研究還沒仔細討論到的部分 

 1. 可製作並討論在直線滾動的萬花尺 

2. 可製作並討論內滾的部分是其他多面體的萬花尺(在歷屆科展有出現過一

篇(臺灣二 O O 七年國際科學展覽會)，不過並不是用 3D 列印技術) 

情形 α=0 α=90 α=180 α=270 

𝛽 = 0 

γ = 0 
    

情形 𝛽 = 0 𝛽 = 45 𝛽 = 90 𝛽 =180 

α=0 

γ = 0 
    

情形 γ = 0 γ = 90 γ =180  

α = 0 

𝛽 = 0 
   



30 

 

3. 其他模擬方程式的研發 

我們找出的模擬方程式是用齒數代替周長，目前找到的四組方程式應該是最

接近真實狀況的模擬，不過，也期待往後有新的發現或改進，讓我捫的方程

式更完美。 

 

捌、參考資料及其它  

1. 國中數學第五冊  圓  

2. 高中數學第三冊  三角函數  

2. 幾何學中的海倫  ht tp: //episte.math.ntu.edu.tw/  

3.〈到底轉了幾圈 ? 〉 /101 學年度臺中市科展國中組第三名 /王毓謙   

4.〈圓擺線花形的幾何基因〉 /45 屆科展國小組第一名 

5.  Geogebra 幾何與代數的美麗邂逅  

6.〈數學家的祕密花園 -擺線作圖之研究〉  

/55 屆全國科展國中組第三名 /楊淳竣  

7.  維基百科  橢圓  https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A4%AD%E5%9C%86 

8.「圖形板」的圖形軌跡之探討及其延伸  

/第三名  加拿大正選代表 :加拿大 2007 年科學展覽會  

/高雄市立五福國民中學  王羽安  

http://episte.math.ntu.edu.tw/
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A4%AD%E5%9C%86


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 

【評語】030405  

關於萬花尺作圖的討論。作者們針對圓繞橢圓、橢圓繞圓轉動

時，萬花尺作圖的成像作了分析，給出了一些結果。這是一個延續

性的研究結果。在先前的作品中，作者針對圓繞圓的萬花尺作圖問

題作了分析。在本作品中，他們將問題進一步的延伸，考慮圓繞橢

圓、橢圓繞圓的萬花尺作圖的成像問題，給出了一些結論。看起來

是有一些新的結果，但好像沒有太多的新意，感覺上是把圓換成橢

圓，沿襲之前的分析方式就會得出類似的結論，有點可惜。原始數

年前的作品有實驗和建模的精神，本次作者加入了解析幾何的參數

式分析，然則這些用標準的解析方法即可解決，可再增加創意的部

分。 

F:\中小科展_57屆\排版\030405-評語 



壹 、研究動機

貳 、研究工具及步驟

參 、研究目的

肆 、研究過程

    上數學課的時候，老師說，學長之前科展研究
萬花尺，用方程式和GeoGebra模擬了許多圖形，但
馬上無法製作創新的萬花尺。今年，學校添購兩台
中階的3D列印機，我們一致覺得可以好好的發展這
個主題，因此，決定以創新萬花尺為主題，結合3D
列印，製作和改造成新的萬花尺模型。

一、找到兩圓轉動關係(萬花尺形成的關鍵原因)。
二、討論萬花尺的圖形與圓的關係
三、統整歸納出萬花尺方程式與圖形的關係
四、找出作圖工具的科學原理
五、用3D列印實現萬花尺的模擬推論

一、3D列印的應用
    學校在去年買了3D的印表
機，我們發現，其實可以用3D
列印機來製作萬花尺。因為，
之前討論萬花尺時有很多理論
的圖形只能用GeoGebra跑出來
，現在，應該可以製作成實際
的萬花尺。

算。若外圓與內圓的最簡半徑比(齒數比)為
A:B則花瓣數為A。繞行順序為1→1+B→
1+2B⋯⋯依序完成圖形。

不同筆插能決定花冠位置及圖形的凹凸情形，
但受限於小圓齒數(即小圓r的大小)所以不是
能任意調整筆插的位置，模擬的部分倒是可以
，這個我們在之後的討論會說明。

利用內圓齒數，控制花瓣數量
，盡量表現出所有可能花瓣數。
由於齒數比不同，所以不同的
內滾圓會有不同的花瓣數，花
瓣數是根據最小公倍數計

1.

2.

類橢圓方程式模擬
首先，我們用高中的橢圓方程式，       將
橢圓的用參數               帶入，  長度
以R來表示為：

此圖形與機械作圖有 相當 的差異
後來我們將橢圓的半徑變化的式子調整利用
極座標的方式寫出相對於中心的極坐標形式：

有了這個公式，我們大致可以進行創新萬花
尺圖形及公式的討論了。
接下來，還有兩類以前未曾出現過得創新萬
花尺討論：

(1)

    我用的是123D Design來製作模型，如右圖，
我花上了一段時間去學習怎麼設計模型，在看了一
些書和網頁之後，就開始著手設計，其中橢圓齒輪
的設計上，不能像圓形，設計出一個齒輪，然後再
讓它等距環繞圓周，所以在橢圓齒輪製作時是最辛
苦的，要做一個三角柱，複製後再一一調整使其能
嵌入橢圓裡。
    畫圓之後再轉Cura，如右圖，調整好他的速度
後最後在下指令讓3D列印機列印，在列印時我失敗
很多次，做了很多調整，包括噴頭到平台的距離等
等，最後終於做出了我要的模型。

(一)圓繞圓的特殊萬花尺
    能控制的變因有：外圓齒數m(大圓半徑R相關)
、內圓齒數n(內圓半徑r相關)、筆插位置a。

(二)圓繞橢圓
    這邊的橢圓有一個問題是：橢圓的周長是一個
複雜的無理數，裡面的圓周長和橢圓周長不會有有
理數的倍數關係，萬花尺要如何運作呢？如果周長
非有理數的倍數關係最後圖形一定被填滿，無法表
現出花樣，因此關鍵在於齒數，我們用齒數取代了
橢圓的周長。老師說，這是比較不純粹數學的地方
，但我們的世界不正是如此，還是可以用數學描述
我們觀察到的現象。

(四)橢圓繞橢圓
    橢圓繞橢圓以橢圓繞圓為基礎，再進行模擬，
而且要考慮起始點，這部分的細節我們也放在討論
說明。
    因為從創作萬花尺到用數學說明運作的原理之
中有一段時間，為了表現模擬圖形的改變，我們在
下個單元模擬的部分先以最初的模擬圖形，討論的
部分我們再呈現最後的結果。

(三)橢圓繞圓 
    以之前方程式的模擬為基礎
，我們發現橢圓的圓心繞圓的狀
態近似於擺線方程式，因為這部
分細節比較多，我們模擬出結果
後，會在討論的部分說明。

紙、筆、電子計算機、網路、萬花尺、GeoGebra

2
+

2
= 1

P = (acos ， bsin )

)(sin)(cos 2222 ba

)(sin)(cos 2222 ba

)(sin)(cos 2222 ba

n
nm

橢圓的半徑是一個變化的式子

設橢圓半徑為 ，內圓的半徑為

r 橢圓齒數 m 內圓齒數 n

C相對B

利用之前的角度模擬：

得到方程式：

得到方程式：

模擬後的圖形與機械作圖相仿，非常自然。

B相對A

原
本

更
改



肆 、研究結果
一、特殊圓繞圓萬花齒的具體實現

二、圓繞橢圓的3D列印萬花尺實作
    橢圓繞圓的萬花尺，我們以外圈橢圓100齒為例子，
一樣把內圈齒數所有可能形成的花瓣數找出來，圓繞橢
圓的模擬方程式之前討論過，所以模擬的結果與我們製
作出來的萬花尺圖形大致相同。

三、橢圓繞圓的3D列印萬花尺實作
    橢圓繞圓的萬花尺在坊間目前
還沒有看到，製作上並不困難，因
此世界上應該有這樣的產品只是目
前沒看到也沒有人討論。

四、橢圓繞橢圓的3D列印萬花尺實作
    製作和模擬橢圓繞橢圓的
萬花尺並不會特別困難，最主
要是橢圓繞圓及圓繞橢圓已經
把理論討論過一遍，所以在這
個部分並沒有遭遇新的困難，
例如橢圓繞橢圓方程式被繞橢
圓的起始點等也都可以用前面
討論過的方式來處理。

實際繪圖情形如下表：

伍 、討論
一、圓繞圓的萬花尺作圖大致有以下問題：
  (一) 只有1種花瓣數無法實現

二、圓繞橢圓萬花尺
  (一)模擬的方式為橢圓的周長用齒數代替橢圓的半徑 
      以極座標表示所得到方程式：

三、 橢圓繞圓萬花尺(關鍵在於橢圓的中心呈圓擺線狀
     態)
  (一) 我們發現橢圓繞圓的圓心呈現圓繞圓擺線的狀態
       我們觀察模型，發現了以下重點：

  (二) 特別要注意起始點的位置，其餘的部分與圓繞圓 
       大致相同

這邊起始點的筆插位置定義為距離外圓的最短距離
從上圖紅色圈起來處可以看出花瓣轉折處在曲率小(長軸
)的地方較尖，曲率大(短軸)的地方較圓。

由以上4點我們可以推得橢圓圓心的擺線方程式為

模擬後的圖形與機械作圖相仿，非常自然

    花瓣的凹向性及花冠位置及圖形中間聚焦成一點的
時機花瓣的凹向性取決於筆插的位置。

以下為筆插位置對圖形影響的分析：

  (二) 兩瓣的萬花尺可以作為畫橢圓的工具方程式為

可以為畫橢圓工具尺

當r=R，不可能完成
其餘的花瓣數都可以改進3D繪圖方式來完成。
1.
2.

當 R>r≧1/2R (如右圖)
因為內圓較大，筆插移動的範圍
要較廣。
當 1/2R>r>0 (如右圖)
因為內圓較小，所以筆插的移動
的範圍比較侷限於靠近外圓的地
方。

1.

2.

動點的滾動範圍界在：外圓半徑

-長軸(R-a) 與 外圓半徑- 短軸

(R-b) 之間

由1可推得：內圓圓心介在離對

應到的外圓圓心       的地方

筆插a值為：

1.

2.

3.

我推測原來的參數方程式θ是指
圓的θ
真正的θ應該是橢圓上的點與 
原點連線與X軸的夾角所以橢圓
的半徑應該以極座標表示，這樣
θ才能統一。

1.

2.

圖形中間聚焦成一點的時機就是R=r+a。3.



但畫出的圖形竟然和實際的圖
形半數不同(如圖)
這件事情煩惱了我們許久，後
來我們發現橢圓中心離外圓的
距離是以半圓為一個週期，所
以內圓齒數要除以2。

一、擺線模擬公式能清楚說明萬花尺運作方式

二、作圖初始值(開始擺放位置)：α、β、γ對圖
    形的影響
    以橢圓為內滾圓時會有三個變因

三、研究價值及應用

    (一)橢圓繞園

    (二)橢圓繞橢圓

我先從解決起始點及內圓擺
放方式開始
    設一開始內圓圓心對外
圓圓心的角度是α°，動點
對內圓圓心的角度是γ°滾
動圓轉動角度為θ，被滾動
圓被滾動的角度為φ。
橢圓圓心相對於內圓圓心為:

內圓圓心對外圓圓心為:

滾動距離相等:

滾動點對外圓圓心為:

接著是筆插的位置
筆插相對於橢圓中心:

橢圓圓心相對外圓圓心

    (入內圓為圓形則不具效果)

(1)α：起始點-內圓從外圓的哪個位置出發
(2)β：筆插相對於起始點的位置
(3)γ：筆插位於內圓的擺放方式

橢圓繞橢圓大致上與橢圓繞圓相同，唯一不同
的只有內圓圓心相對於外橢圓的方程式：

    (一)3D列印能模擬與解決更多的問題

    (二)這次研究還沒仔細討論到的部分

1.畫出更多圖形
  使用3D列印可以隨時隨地建模：
  (1)可以調整筆插，改變花瓣的形狀及呈現角度，配合我們用
     geogebra推出來的圖形設計實際的萬花尺。
  (2)設計出花瓣種類較多萬花尺外圓，我們知道外圓齒數的因
     數個數就是花瓣數的種類，若要研發，則可以選擇這些外
     圓齒數。
2.圖形可應用在壁紙、地磚等裝飾上
3.畫橢圓工具：藉著滾動圓半徑是被滾動圓的一半且動點會在
  滾動圓內時會形成橢圓的特性，做為畫橢圓的簡單工具，若
  動點到筆插的距離為a，橢圓的長短軸半徑分別為 (r+a)、
  (r-a)。
4.推測出出發時動點的位置，根據 α、β、γ 對圖形的影響
  ，可以大致推測出動點地出發位置。

1.可製作並討論在直線滾動的萬花尺
2.可製作並討論內滾的部分是其他多面體的萬花尺(在歷屆科展
  有出現過一篇(臺灣二○○七年國際科學展覽會)，不過並不
  是用3D列印技術)
3.其他模擬方程式的研發
  我們找出的模擬方程式是用齒數代替周長，目前找到的四組 
  方程式應該是最接近真實狀況的模擬，不過，也期待往後有
  新的發現或改進，讓我捫的方程式更完美。

如右圖，橢圓繞橢圓的公式作
圖的結果與實際圖形非常相同

    這三個圖在圈起來的地方有明顯的差異，筆插
在長軸時相對圓外圓的距離變化大致與圓繞圓相同
，是由短到長再到短一直循環，而筆插在短軸畫出
來的圖形會有微微的禿起是因為筆插相對於外圓的
距離變化是由最短-稍微變長-稍微變短-稍微變長-
最短，稍微變短的那一段就是造成圖形禿起的原因。

更改後模擬出來的圖形非常相似

筆插在長短軸造成圖形的不同
說明：
外筆插位置不同，相對於外圓
距離的變化也不同，所以花瓣
的形狀會有明顯的不同。
固定筆插與外圓的最短距離

1.

2.

(三)筆插位置不同的問題

(四)橢圓長軸與短軸比例對圖形的影響(橢圓圓扁)

以相同齒數周長比較：
較扁的橢圓因為半徑的
變化上較大，導致圖形
比較尖銳。

陸 、結論

柒 、參考資料

D相對C

C相對A

橢圓中心的方程式為：

(二)加入筆插不在橢圓中心點的方程式推導
    我們假設橢圓上的筆插是以圓的方式圍繞著橢
    圓中心旋轉
    筆插相對於橢圓中心:

   因為筆插是以圓的方式旋轉，所以橢圓的齒數
   不須除以2加入筆插後方程式

←
長
軸

→
短
軸

四、橢圓繞橢圓萬花尺 橢圓繞橢圓方程式推導
    基本上，橢圓繞橢圓的方程式是根據圓繞橢
圓及橢圓繞圓的理論來推算，以下是我門的作法：
內橢圓圓心相對於外橢圓圓心：

    在這裡我們以內橢圓長軸與短軸的平均作為
我們假設的內圓半徑
橢圓圓心向對於內圓：

橢圓筆插相對於橢圓圓心：

橢圓繞橢圓方程式：
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