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摘要 

本研究靈感來自 2013 澳洲數學能力測驗中級卷第 22 題，我們發現直線 L 分割互相外切

的兩圓，其無陰影面積與有陰影面積形成固定之比例關係。於是我們繼續探討直線 L 分割多

個圓時，第 k 個圓與第一個圓的面積關係，得知圓的個數（k 為奇數或偶數）會影響其比例，

無陰影面積及有陰影面積皆存在半徑平方比的關係。接著，我們將總陰影部分面積固定，探

討其與第一個圓之面積比例關係，並利用數學歸納法整理出關係式。 

最後，我們改變直線，利用折線來進行分割，進一步探討其面積比例關係，並進一步延

伸至球體，發現平面切割多個球時，第 k 個球與第一個球無陰影部分及有陰影部分的體積亦

存在半徑立方比的關係。 

壹、 研究動機 

  在台灣網路科教館全國中小學科展作品中搜尋「圓」、「切割」，發現探討的問題大部分都

與正方形、三角形、多邊形或錐體有關，且一般探討圓切割的問題也多半圍繞在 1 到 3、4 個

圓。 

  所以，看到 2013 澳洲數學能力測驗中級卷第 22 題：「半徑分別為 1 與 2 的二個圓互相

外切於點 P。一條經過點 P 的直線將這二個圓所圍成的區域分割為面積比為 1：2（如圖 1

中陰影部分：無陰影部分）的二塊。請問此直線將小圓分割成二塊的面積比（圖 1 中無陰影

部分：陰影部分）是什麼？」，這個問題引起我想探索在 k 個兩兩相切圓中，一條直線分割 k

個圓所圍成無陰影與有陰影兩部分的面積，對第一個圓所圍成的無陰影與有陰影兩部分之面

積，是否有規則可以依循？於是我便從此題進行發想，並與老師開始討論，從兩個圓至 k 個

圓的面積逐一推導，進而討論圓與割線所造成之無陰影部分與有陰影部分之面積比例關係。 

 

圖 1 2013 年澳洲數學能力測驗(AMC)中級卷第 22 題直線分割兩圓 
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貳、 研究目的 

一、 原題幹之解題想法說明及證明。 

二、 探討直線分割多圓，各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積比例關係。 

三、 探討直線分割多圓，有陰影及無陰影部分的面積總和與第一個圓的面積比例關係。 

四、 探討折線分割多圓，各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積比例關係。 

五、 探討平面切割多球，各球與第一個球的無陰影部分及有陰影部分之體積比例關係。 

參、 研究設備及器材 

電腦、GeoGebra 軟體、小畫家 

肆、 名詞釋義 

一、 弦：連接圓上任意兩點的線段稱為「弦」。 

二、 弧：圓上任意兩點間的部分稱為「圓弧」，符號為「     」。大於半圓的弧稱為「優弧」，

小於半圓的弧稱為「劣弧」。 

三、 垂徑定理：垂直於弦的直徑平分這條弦，並且平分弦所對的兩個弧。 

四、 弦心距：圓心到弦的距離。一弦的弦心距必垂直平分此弦。 

五、 割線 : 一圓中，直線與弧有兩個公共點，則稱此直線為此圓的割線。 

六、  
上取整函數 𝑥 = 𝑚𝑖𝑛 𝑛 ∈ Ζ|𝑛 ≤ 𝑥 

下取整函數 𝑥 = 𝑚𝑎𝑥 𝑛 ∈ Ζ|𝑛 ≤ 𝑥 
  

上取整函數 

 
3

2
 = 2 = 2 × 1 + 1、  

5

2
 = 3 = 2 × 2 + 1、  

7

2
 = 4 = 2 × 3 + 1、 

 
9

2
 = 5 = 2 × 4 + 1、  

11

2
 = 6 = 2 × 5 + 1 ⋯ 

𝑘 + 1

2
 = 2 × 𝑖 + 1，𝑖 =  

𝑘

2
  

下取整函數 

 
3

2
 = 1、  

5

2
 = 2、  

7

2
 = 3、  

9

2
 = 4、  

11

2
 = 5 ⋯ 

𝑘 + 1

2
 = 2 × 𝑖，𝑖 =  

𝑘

2
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七、 三角函數定義： 

直角∆𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜃 

正弦是對邊與斜邊的比值，sin 𝜃 =
對邊

斜邊
=

𝐴𝐶

𝐵𝐶
 

餘弦是鄰邊與斜邊的比值，cos 𝜃 =
鄰邊

斜邊
=

𝐴𝐵

𝐵𝐶
 

 

八、 三角函數性質：已知兩角分別為α、β 

和角公式：sin 𝛼 + 𝛽 = sin 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛽 cos 𝛼 

倍角公式：sin 2𝛼 = sin 𝛼 + 𝛼 = sin 𝛼 cos 𝛼 + sin 𝛼 cos 𝛼 = 2 sin 𝛼 cos 𝛼 

伍、 研究過程與結果 

一、 原題幹之解題想法說明及證明。 

  命題：「如果兩圓相切，那麼過切點的直線將兩圓分成的兩個部分相似」 

  這是數學傳播季刊 30 卷 2 期探討圓之吻問題的文獻中，提到數學家帕普斯所知道的命題

之一。 

  令直線 L 為圓𝑂1與圓𝑂2的割線，且圓𝑂1與圓𝑂2相切於 P 點（即為切點 P）。直線 L 切割

圓𝑂1，且與圓𝑂1相交於 A、P 兩點；直線 L 切割圓𝑂2，且與圓𝑂2相交於 B、P 兩點。圓𝑂1中，

作𝑂1𝐻1 ⊥ 𝐴𝑃於𝐻1，圓𝑂2中，作𝑂2𝐻2 ⊥ 𝑃𝐵於𝐻2。圓𝑂1的半徑為𝑟1，圓𝑂2的半徑為𝑟2。前面的

敘述如圖 2，我們想要證明∆𝑂1𝑃A～∆𝑂2𝑃B，用來說明命題。 

 
圖 2 切割兩個相互外切的圓 
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證明： 

(一) ∆𝑂1𝑃𝐴中 ， 因 為 𝑂1𝑃 = 𝑂1𝐴 = 𝑟1 ， 所 以 ∆𝑂1𝐴𝑃為等腰三角形 。 同 理 ，

∆𝑂2𝑃𝐵中，因為𝑂2𝑃 = 𝑂2𝐵 = 𝑟2，所以∆𝑂1𝐵𝑃也為等腰三角形。 
(二) 直線 L 切割圓𝑂1，與圓𝑂1相交於 A、P 兩點，且作𝑂1𝐻1 ⊥ 𝐴𝑃於𝐻1，因此𝑂1𝐻1

為圓𝑂1的弦心距。由垂徑定理與弦心距性質可知，𝑂1𝐻1 ⊥ AP，所以∆𝑂1𝑃𝐻1為

直角三角形。同理，直線 L 切割圓𝑂2，與圓𝑂2相交於 P、B 兩點，且作𝑂2𝐻2 ⊥ 𝑃𝐵於

𝐻2 ，因此𝑂2𝐻2 為圓𝑂2 的弦心距。由垂徑定理與弦心距性質可知，𝑂2𝐻2 ⊥

PB，所以∆𝑂2𝑃𝐻2也為直角三角形。 
(三) 在∆𝑂1𝑃𝐻1、∆𝑂2𝑃𝐻2中，∠𝑂1𝐻1𝑃 = ∠𝑂2𝐻2𝑃 = 90°， 

∠𝑂2𝑃𝐻2 = ∠𝑂1𝑃𝐻1（對頂角） 
∴ ∆𝑂1𝑃𝐻1～∆𝑂2𝑃𝐻2（AA 相似性質） 

(四) ∵∆𝑂1𝑃𝐻1、∆𝑂2𝑃𝐵為等腰三角形，∠𝑂2𝑃𝐵 = ∠𝑂1𝑃𝐴（對頂角） 
在∆𝑂1𝑃A、∆𝑂2𝑃B 中，∠𝑂2𝑃𝐵 = ∠𝑂1𝑃𝐴（對頂角），又∆𝑂1𝑃A、∆𝑂2𝑃B為等腰

三角形，所以 
∠𝑂2𝑃𝐵 = ∠𝑂2𝐵𝑃
∠𝑂1𝑃𝐴 = ∠𝑂1𝐵𝐴

 故∆𝑂1𝑃A～∆𝑂2𝑃B（AA 相似性質）。 

(五) ∵∆𝑂1𝑃A～∆𝑂2𝑃B，∴∠𝑃𝑂2𝐵 = ∠𝑃𝑂1𝐴，且
𝑃𝐵

𝑃𝐴
=

𝑟2

𝑟1
。 

∵∆𝑂1𝑃𝐻1～∆𝑂2𝑃𝐻2，∴
𝑂2𝐻2

𝑂1𝐻1
=

𝑂2𝑃

𝑂1𝑃
=

𝑟2

𝑟1
。 

所以，由上述可以得到
𝑂2𝐻2

𝑂1𝐻1
×

𝑃𝐵

𝐴𝑃
=

𝑟2

𝑟1
×

𝑟2

𝑟1
= (

𝑟2

𝑟1
)2 

(六) ∵∠𝑃𝑂2𝐵 = ∠𝑃𝑂1𝐴，圓𝑂1中的劣弧與圓心所圍成的扇形面積與圓𝑂2中的

劣弧與圓心所圍成的扇形面積之比為 

𝜋 × 𝑟2
2 ×  

∠𝑃𝑂2𝐵所對的弧度

2𝜋
 

𝜋 × 𝑟1
2  

∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
 

= (
𝑟2

𝑟1
)2 

(七) 直線 L 切割圓𝑂1與圓𝑂2，由(一)PB所圍成區域的面積之比為 

      
𝜋 × 𝑟2

2 ×  
∠𝑃𝑂2𝐵所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂2𝐻2 × 𝑃𝐵 

𝜋 × 𝑟1
2  

∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂1𝐻1 × 𝐴𝑃 

=
(
𝑟2

𝑟1
)2 × 𝜋 × 𝑟1

2  
∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
× (

𝑟2

𝑟1
)2 ×  𝑂1𝐻1 × 𝐴𝑃 

𝜋 × 𝑟1
2  

∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂1𝐻1 × 𝐴𝑃 

=
(
𝑟2

𝑟1
)2 ×  𝜋 × 𝑟1

2  
∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂1𝐻1 × 𝐴𝑃  

𝜋 × 𝑟1
2  

∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂1𝐻1 × 𝐴𝑃 

= (
𝑟2

𝑟1
)2 

結論：由證明(一)～(七)說明「如果兩圓相切，那麼過切點的直線將兩圓分成的兩個部分

個相似」此命題。也就是說，直線 L 切割相切的兩圓，第一個圓中較小的區域面積會與

第二個圓中較小的區域面積相似且有固定比例存在。 
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二、 探討直線分割多圓，各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積比例關係。 

  如果已知直線分割第一個圓有陰影與無陰影區域的面積，為了想要知道直線分割第 k 個

圓有陰影與無陰影區域的面積，我們先說明圓彼此相切的位置關係（如圖 3 所示），接著我們

從兩個圓開始探討至 k 個圓。 

 

圖 3 割線與 k 個圓相切的位置關係 

(一) 兩個圓互相相切，第 2 個圓和第 1 個圓有陰影、無陰影部分的面積關係 

直線分割兩個相切的圓，我們假設第 1 個圓𝑂1中有陰影、無陰影的面積，推導第 2

個圓𝑂2有陰影、無陰影面積與第 1 個圓𝑂1的關係。 

  證明： 

  第 2 個圓𝑶𝟐中有陰影部分的面積 

1. 令第 1 個圓𝑂1中無陰影的面積為 a， 

𝑎 = 𝜋 × 𝑟1
2  

∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂1𝐻1 × 𝐴𝑃 (扇形面積−三角形面積)， 

第 2 個圓中有陰影部份為𝜋 × 𝑟2
2 ×  

∠𝑃𝑂2𝐵所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂2𝐻2 × 𝑃𝐵  

2. 因為∠𝐵𝑂2𝑃 = ∠𝐴𝑂1𝑃，所以 

∠𝑃𝑂1𝐴所對的弧度

2𝜋
=

∠𝑃𝑂2𝐵所對的弧度

2𝜋
=

𝑎 +
𝑂1𝐻1× 𝐴𝑃

2

𝜋𝑟1
2

 

3. 由(1)、(2)知第 2 個圓𝑂2中，有陰影部分的面積為 

  𝜋 × 𝑟2
2 ×  

∠𝑃𝑂2𝐵所對的弧度

2𝜋
 −

1

2
 𝑂2𝐻2 × 𝑃𝐵  

  = π𝑟2
2 ×

𝑎+
𝑂1𝐻1× 𝐴𝑃

2

𝜋𝑟1
2 −

𝑟2
2

𝑟1
2 𝐴𝑃× 𝑂1𝐻1 

2
=

𝑟2
2

𝑟1
2(𝑎 +

𝐴𝑃× 𝑂1𝐻1

2
) −

𝑟2
2

2𝑟1
2  𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1  

= (
𝑟2

𝑟1
)2𝑎 +

𝑟2
2

2𝑟1
2  𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1 −

𝑟2
2

2𝑟1
2  𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1 = (

𝑟2

𝑟1
)2𝑎 
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第 2 個圓𝑶𝟐中，無陰影部分的面積 

1. 令第 1 個圓𝑂1中有陰影部分為 b， 

𝑏 = π𝑟2
2 ×

優弧𝐴𝑂1𝑃之對應角

2𝜋
+

𝐴𝑃× 𝑂1𝐻1

2
，優弧𝐴𝑂1𝑃之對應角=360° − ∠𝐵𝑂2𝑃 

2. 第 2 個圓𝑂2中，無陰影部分的面積為 

𝜋 × 𝑟2
2 ×

優弧𝐴𝑂1𝑃之對應角

2𝜋
+

𝐵𝑃 × 𝑂2𝐻2

2
 

= 𝜋 × 𝑟2
2 ×

𝑏 −
𝐴𝑃× 𝑂1𝐻1

2

𝜋𝑟1
2

+
 𝐵𝑃 × 𝑂2𝐻2 

2
 

=  
𝑟2

𝑟1
 

2

(
𝑏−

𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1
2

𝜋𝑟1
2

) +
 𝐵𝑃× 𝑂2𝐻2 

2
 

= (
𝑟2

𝑟1
)2(𝑏 −

𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1

2
) +

𝑟2
2

𝑟1
2  𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1 

2
 

=  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏 −
𝑟2

2

2𝑟1
2
 𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1 +

𝑟2
2

2𝑟1
2  𝐴𝑃 × 𝑂1𝐻1 = (

𝑟2

𝑟1
)2𝑏 

  結論：假設第 1 個圓𝑂1中無陰影面積為 a、有陰影面積為 b，則第 2 個圓𝑂2中， 

 

無陰影面積為(
r2

r1
)2b

有陰影面積為(
r2

r1
)2a

  

(二) 三個圓相切，第 3 個圓和第 1 個圓有陰影、無陰影部分的面積關係 

透過直線切割兩相切圓所得到的結果，假設第 1 個圓𝑂1中有陰影、無陰影的面積，

推導第 3 個圓𝑂3有陰影、無陰影面積與第 1 個圓𝑂1的關係，如圖 4 所示。 

 
圖 4 切割三個相互相切的圓 

  第 3 個圓𝑶𝟑有陰影、無陰影面積 

1. 由圖 4 知，觀察圓O1、圓O2，假設圓O1  
無陰影面積為𝑎

有陰影面積為𝑏
 ， 

則圓O2  
無陰影面積為(

r2

r1
)2𝑏

有陰影面積為(
r2

r1
)2𝑎

  

2. 續上，觀察圓O2、圓O3，透過前述推導兩個圓的部分，則我們可以得知 
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圓O3  
無陰影的部分為  

r3

r2
 

2

  
r2

r1
 

2

 a =  
r3

r1
 

2

𝑎

有陰影的部分為  
r3

r2
 

2

  
r2

r1
 

2

 a =  
r3

r1
 

2

𝑏

 ，其中r3為圓O3半徑 

  

結論：假設第 1 個圓𝑂1中無陰影面積為 a、有陰影面積為 b，則第 3 個圓𝑂3中， 

 
 
 

 
 無陰影的部分為  

𝑟3

𝑟2
 

2

  
𝑟2

𝑟1
 

2

 𝑎 =  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

有陰影的部分為  
𝑟3

𝑟2
 

2

  
𝑟2

𝑟1
 

2

 𝑎 =  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

  

(三) k 個圓相切，第 k 個圓和第 1 個圓有陰影、無陰影部分的面積關係 

透過前面推導觀察，我們發現圓的個數為奇數或是偶數會影響最後一個圓與第一個

圓相互對應的有陰影面積與無陰影面積。因此，我們推導 k 個圓相切時，必須分別探討

圓的個數為奇數或是偶數情況。 

首先，令直線 L 為圓𝑂1、圓𝑂2、、與圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1的割線，且圓𝑂1與圓𝑂2相切於𝑃1點

（即為切點𝑃1）。直線 L 切割圓𝑂1，且與圓𝑂1相交於 A、𝑃1兩點；直線 L 切割圓𝑂2，且

與圓𝑂2相交於𝑃1、𝑃2兩點、、依此類推；直線 L 切割圓𝑂𝑘，且與圓𝑂𝑘相交於𝑃𝑘−1、𝑃𝑘兩

點；直線 L 切割圓𝑂𝑘+1，且與圓𝑂𝑘+1相交於𝑃𝑘、B 兩點。圓𝑂𝑘中，過圓心與𝑃𝑘−1𝑃𝑘
         相交

於點𝐻𝑘，圓𝑂𝑘+1中，過圓心與𝑃𝑘𝐵     相交於點𝐻𝑘+1。圓𝑂1的半徑為𝑟1，圓𝑂2的半徑為𝑟2，

圓𝑂𝑘的半徑為𝑟𝑘，圓𝑂𝑘+1的半徑為𝑟𝑘+1，如圖 5 所示。 

 

圖 5 切割 k+1 個相互相切的圓 
假設𝓲 = 𝒌成立（𝓲為圓的個數），欲證明𝓲 = 𝒌 + 𝟏成立 

證明： 
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假設𝒾為奇數時，圓𝑂𝑘  
無陰影的部分為  

𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎

有陰影的部分為  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏

 成立。 

則，當𝒾 = 𝑘 + 1時，圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1中，直線 L 交𝑂𝑘於𝑃𝑘−1、𝑃𝑘兩點，交圓𝑂𝑘+1於

𝑃𝑘、𝐵兩點，𝑃𝑘為圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1的共同切點。 
(一) 在△ 𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵、△ 𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1中，∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵與∠𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1為對頂角， 
所以∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵 = ∠𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1(1) 
因為𝑂𝑘+1𝑃𝑘 = 𝑂𝑘+1𝐵 = 𝑟𝑘+1，所以∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵 = ∠𝑂𝑘+1𝐵𝑃𝑘      (2) 
因為𝑂𝑘𝑃𝑘−1 = 𝑂𝑘𝑃𝑘 = 𝑟𝑘，所以∠𝑂𝑘𝑃𝑘−1𝑃𝑘 = ∠𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1(3) 
由(1)、(2)、(3)知 

∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵 = ∠𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1  = ∠𝑂𝑘+1𝐵𝑃𝑘 = ∠𝑂𝑘𝑃𝑘−1𝑃𝑘  
(二) 在△ 𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1中，因為𝑂𝑘𝑃𝑘 = 𝑂𝑘𝑃𝑘−1 = 𝑟𝑘，所以△ 𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1為等腰三角形。

又因為在圓𝑂𝑘中，圓心𝑂𝑘  到弦𝑃𝑘𝑃𝑘−1的直線相交於點𝐻𝑘，所以𝑂𝑘𝐻𝑘 ⊥

𝑃𝑘𝑃𝑘−1，且△ 𝑂𝑘𝑃𝑘𝐻𝑘為直角三角形。 
同理，△ 𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵中，因為𝑂𝑘+1𝑃𝑘 = 𝑂𝑘𝐵 = 𝑟𝑘+1，所以△ 𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵為等腰三角

形，又因為在圓𝑂𝑘+1中，圓心𝑂𝑘+1到弦𝑃𝑘𝐵的直線相交於點𝐻𝑘+1，所以

𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 ⊥ 𝑃𝑘𝐵，且△ 𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1為直角三角形。 
(三) 在△ 𝑂𝑘𝑃𝑘𝐻𝑘、△ 𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1中， 

因為∠𝑂𝓀𝐻𝓀𝑃𝓀 = 𝑂𝓀+1𝐻𝓀+1𝑃𝓀 = 90°且∠𝑂𝑘𝑃𝑘𝐻𝑘 = ∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1（對頂角)，
所以△ 𝑂𝑘𝑃𝑘𝐻𝑘~ △ 𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1（AA 相似） 

由上述結果得知
𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

𝑂𝑘𝐻𝑘
=

𝑂𝑘+1𝑃𝑘

𝑂𝑘𝑃𝑘
=

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 (4) 

另外，∠𝑃𝑘𝑂𝑘+1𝐵 = 180°− ∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵 − ∠𝑂𝑘+1𝐵𝑃𝑘  
= 180°− ∠𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1 − ∠𝑂𝑘𝑃𝑘−1𝑃𝑘 = ∠𝑃𝑘𝑂𝑘𝑃𝑘−1(5) 

由三角形 AAA 相似性質知△ 𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐵~ △ 𝑂𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1 

因此，我們得到
𝑃𝑘𝐵

𝑃𝑘𝑃𝑘−1
==

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
  (6) 

所以，由(4)、(5)知 
𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

𝑂𝑘𝐻𝑘
×

𝑃𝑘𝐵

𝑃𝑘𝑃𝑘−1
=

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
×

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
=  

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

(7) 

(四) 假設圓𝑂𝑘中，無陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎，則 

𝑎 = π𝑟𝑘
2 ×

∠𝑃𝑘−1𝑂𝑘𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
−

𝑃𝑘𝑃𝑘−1× 𝑂𝑘𝐻𝑘

2
  (8) 

推論圓𝑂𝑘+1中，有陰影面積為 
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑎 
首先，由 (7)、(8)代入，因為∠𝑃𝑘−1𝑂𝑘+1𝑃𝑘 = ∠𝐵𝑂𝑘+1𝑃𝑘，所以

 
∠𝑃𝑘−1𝑂𝑘𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
=

∠𝐵𝑂𝑘+1𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
=

𝑎+
𝑃𝑘𝑃𝑘−1× 𝑂𝑘𝐻𝑘

2

𝜋𝑟𝑘
2  

又因為
𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

𝑂𝑘𝐻𝑘
×

𝑃𝑘𝐵

𝑃𝑘𝑃𝑘−1
=  

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

 

所以𝑃𝑘𝐵 × 𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 =  
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

×  𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘  
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(五) 接著，可以計算在圓𝑂𝑘+1中，有陰影面積為 

       π𝑟𝑘+1
2 ×

∠B𝑂𝑘+1𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
−

𝐵𝑃𝑘 × 𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

2

= π𝑟𝑘+1
2 ×

𝑎 +
𝑃𝑘𝑃𝑘−1× 𝑂𝑘𝐻𝑘

2

𝜋𝑟𝑘
2 −

𝑟𝑘+1
2  𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘 

2

=  
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑎 +
𝑟𝑘+1

2

2𝑟𝑘
2  𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘 −

𝑟𝑘+1
2

2𝑟𝑘
2   𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘  

=  
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑎     (9)  

因此，圓𝑂𝑘+1中，有陰影面積為 
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑎成立。 

(六) 同理，假設圓𝑂𝑘中，有陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏。 

推論圓𝑂𝑘+1中，無陰影面積為 
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑏 

由b = π𝑟𝑘
2 ×

360°−∠𝑃𝑘−1𝑂𝑘𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
−

𝑃𝑘𝑃𝑘−1× 𝑂𝑘𝐻𝑘

2
 

首先，由(5)得知，因為∠𝐵𝑂𝑘+1𝑃𝑘 = ∠𝑃𝑘−1𝑂𝑘𝑃𝑘，而且 
360°− ∠𝑃𝓀−1𝑂𝓀𝑃𝓀所對的弧度 = 2𝜋 − ∠𝐵𝑂𝓀+1𝑃𝓀所對的弧度

= ∠𝐵𝑂𝓀+1𝑃𝓀所對的弧度 

所以
360°−∠𝑃𝑘−1𝑂𝑘𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
=

360°−∠𝐵𝑂𝑘+1𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
=

𝑏−
𝑃𝑘𝑃𝑘−1× 𝑂𝑘𝐻𝑘

2

𝜋𝑟𝑘
2 。 

因為
𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

𝑂𝑘𝐻𝑘
×

𝑃𝑘𝐵

𝑃𝑘𝑃𝑘−1
=  

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

，所以 

𝑃𝑘𝐵 × 𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 =  
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

×  𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘  

在圓𝑂𝑘+1中，無陰影面積為 

π𝑟𝑘+1
2 ×

∠𝐵𝑂𝑘+1𝑃𝑘所對的弧度

2𝜋
+

𝑃𝑘B × 𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

2
 

= π𝑟𝑘+1
2 ×

𝑏 −
𝑃𝑘𝑃𝑘−1× 𝑂𝑘𝐻𝑘

2

𝜋𝑟𝑘
2 +  

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

×  𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘  

=  
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑏 −
𝑟𝑘+1

2

2𝑟𝑘
2  𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘 +

𝑟𝑘+1
2

2𝑟𝑘
2   𝑃𝑘𝑃𝑘−1 × 𝑂𝑘𝐻𝑘   

=  
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑏   (10)  

因此，圓𝑂𝑘+1中，無陰影面積為 
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘
 

2

𝑏，假設成立。 

(七) 同理，當我們假設𝒾為偶數時，圓𝑂𝑘  
無陰影面積為  

𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏

有陰影面積為  
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎

 成立。 

則，當𝒾 = 𝑘 + 1時，圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1中，直線 L 交𝑂𝑘於𝑃𝑘−1、𝑃𝑘兩點， 
交圓𝑂𝑘+1於𝑃𝑘、𝐵兩點，𝑃𝑘為圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1的共同切點。 
我們如同上述方式推導，可以得到 

圓𝑂𝑘+1  
無陰影面積為  

𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑎

有陰影面積為  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏

 ，因此假設成立。 
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(四) 結論： 

由上述歸納的過程中，我們發現直線 L 分割 k 個圓，可以找到第一個圓至第 k 個圓，各

圓的陰影部分及無陰影部分之面積關係，並將其整理如下表 1。 

表 1 
各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積關係 

 

三、 探討直線分割多圓，有陰影及無陰影部分的面積總和與第一個圓的面積比例關係。 

  由研究目的二得到的結果，我們接續想了解直線一刀切割多個圓的時候，每一個圓都被

分成兩部分：有陰影面積、無陰影面積。當給定這兩個部分一定比例的時候，對第一個圓有

陰影面積與無陰影面積之間比例關係是如何變化。 

(一) 直線將小圓分割成兩塊的面積比 

1. 𝒾=2，𝒾表示圓的個數 

  一直線分割圓𝑂1、圓𝑂2的面積為兩種情況：有陰影部分與無陰影部分。兩個圓圍成的區

域分割面積比為𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影面積，𝑚2為無陰影面積。其中，𝑟1為圓𝑂1半徑，𝑟2為圓

𝑂2半徑。 

  證明： 

假設圓𝑂1中， 
有陰影面積為𝑏

無陰影面積為𝑎
  與前結論圓𝑂2中， 

有陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

  

推導𝑚1: 𝑚2 =  𝑏 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎  ∶  𝑎 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏 =
𝑏𝑟1

2+𝑎𝑟2
2

𝑟1
2 ∶

𝑎𝑟1
2+𝑏𝑟2

2

𝑟1
2 ， 

 
𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2

𝑟1
2

 𝑚2 =  
𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2

𝑟1
2

 𝑚1 

∵ r > 0, 𝑏𝑚2𝑟1
2 + 𝑎𝑚2𝑟2

2 = 𝑎𝑚1𝑟1
2 + 𝑏𝑚1𝑟2

2 
a 𝑚2𝑟2

2 − 𝑚1𝑟1
2 = 𝑏 𝑚1𝑟2

2 − 𝑚2𝑟1
2  

∴
𝑎

𝑏
=

𝑚1𝑟2
2−𝑚2𝑟1

2

𝑚2𝑟2
2−𝑚1𝑟1

2 =
𝑚1 𝑟2

2 −𝑚2 𝑟1
2 

𝑚2 𝑟2
2 −𝑚1 𝑟1

2 
 

 圓的個數為奇數 圓的個數為偶數 

 圓𝑶𝟏 圓𝑶𝒌 圓𝑶𝒌 

無陰影面積 𝑎  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑎  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑏 

有陰影面積 𝑏  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑏  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑎 
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結論：當圓的個數為 2 個時，此直線將圓𝑂1分割成兩塊的面積比為
𝑎

𝑏
=

𝑚1 𝑟2
2 −𝑚2 𝑟1

2 

𝑚2 𝑟2
2 −𝑚1 𝑟1

2 
。 

2. 𝒾=3，𝒾表示圓的個數 

  一直線分割圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3的面積為兩種情況：有陰影部分與無陰影部分。三個圓圍

成的區域分割面積比為𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影部分，𝑚2為無陰影部分。其中，𝑟1為圓𝑂1半徑，

𝑟2為圓𝑂2半徑，𝑟3為圓𝑂3半徑。 

  證明： 

假設圓𝑂1中， 
有陰影面積為𝑏

無陰影面積為𝑎
  與前結論圓𝑂2中， 

有陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

  

與圓𝑂3中， 
有陰影面積為  

𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積為  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

  

推導𝑚1: 𝑚2 =  𝑏 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏 ∶  𝑎 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎  

               =
𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2

𝑟1
2

∶
𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 + 𝑎𝑟3

2

𝑟1
2

 

∵ 𝑟1 > 0, 
∴𝑚2 𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 = 𝑚1 𝑎𝑟1
2 + 𝑏𝑟2

2 + 𝑎𝑟3
2  

𝑏𝑚2𝑟1
2 + 𝑎𝑚2𝑟2

2 + 𝑏𝑚2𝑟3
2 = 𝑎𝑚1𝑟1

2 + 𝑏𝑚1𝑟2
2 + 𝑎𝑚1𝑟3

2 
𝑎 𝑚1𝑟3

2 − 𝑚2𝑟2
2 + 𝑚1𝑟1

2 = 𝑏 𝑚2𝑟3
2 − 𝑚1𝑟2

2 + 𝑚2𝑟1
2  

∴
𝑎

𝑏
=

𝑚2𝑟3
2 − 𝑚1𝑟2

2 + 𝑚2𝑟1
2

𝑚1𝑟3
2 − 𝑚2𝑟2

2 + 𝑚1𝑟1
2

=
𝑚2 𝑟3

2 + 𝑟1
2 − 𝑚1 𝑟2

2 

𝑚1 𝑟3
2 + 𝑟1

2 − 𝑚2 𝑟2
2 

 

  結論：當圓的個數為 3 個時，此直線將圓𝑂1分割成兩塊的面積比為
𝑎

𝑏
=

𝑚2 𝑟3
2+𝑟1

2 −𝑚1 𝑟2
2 

𝑚1 𝑟3
2+𝑟1

2 −𝑚2 𝑟2
2 

。 

3. 𝒾=4，𝒾表示圓的個數 

  一直線分割圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3、圓𝑂4的面積為兩種情況：有陰影部分與無陰影部分。四

個圓圍成的區域分割面積比為𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影部分，𝑚2為無陰影部分。其中，𝑟1為圓𝑂1半

徑，𝑟2為圓𝑂2半徑，𝑟3為圓𝑂3半徑，𝑟4為圓𝑂4半徑。 

  證明： 

假設圓𝑂1中， 
有陰影面積為𝑏

無陰影面積為𝑎
  與前結論圓𝑂2中， 

有陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

  

與圓𝑂3中， 
有陰影面積為  

𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積為  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

  與圓𝑂4中， 
有陰影面積為  

𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑏
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推導𝑚1: 𝑚2 =  𝑏 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎 ∶  𝑎 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

a +  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑏  

=
𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2

𝑟1
2

∶
𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 + 𝑎𝑟3

2 + 𝑏𝑟4
2

𝑟1
2

 

∵ 𝑟1 > 0, 
∴𝑚2 𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 = 𝑚1 𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 + 𝑎𝑟3

2 + 𝑏𝑟4
2  

𝑏𝑚2𝑟1
2 + 𝑎𝑚2𝑟2

2 + 𝑏𝑚2𝑟3
2 + 𝑎𝑚2𝑟4

2 = 𝑎𝑚1𝑟1
2 + 𝑏𝑚1𝑟2

2 + 𝑎𝑚1𝑟3
2 + 𝑏𝑚1𝑟4

2 
𝑎 𝑚2𝑟4

2 − 𝑚1𝑟3
2 + 𝑚2𝑟2

2 − 𝑚1𝑟1
2 = 𝑏 𝑚1𝑟4

2 − 𝑚2𝑟3
2 + 𝑚1𝑟2

2 − 𝑚2𝑟1
2  

得
𝑎

𝑏
=

𝑚1𝑟4
2−𝑚2𝑟3

2+𝑚1𝑟2
2−𝑚2𝑟1

2

𝑚2𝑟4
2−𝑚1𝑟3

2+𝑚2𝑟2
2−𝑚1𝑟1

2 =
𝑚1 𝑟4

2+𝑟2
2 −𝑚2 𝑟3

2+𝑟1
2 

𝑚1 𝑟4
2+𝑟2

2 −𝑚2 𝑟3
2+𝑟1

2 
 

  結論：當圓的個數為 4 個時，此直線將圓𝑂1分割成兩塊的面積比為
𝒂

𝒃
=

𝒎𝟏 𝒓𝟒
𝟐+𝒓𝟐

𝟐 −𝒎𝟐 𝒓𝟑
𝟐+𝒓𝟏

𝟐 

𝒎𝟏 𝒓𝟒
𝟐+𝒓𝟐

𝟐 −𝒎𝟐 𝒓𝟑
𝟐+𝒓𝟏

𝟐 
。 

4. 𝒾=5，𝒾表示圓的個數 

  一直線分割圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3、圓𝑂4、圓𝑂5的面積為兩種情況：有陰影部分與無陰影部

分。五個圓圍成的區域分割面積比為𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影部分，𝑚2為無陰影部分。其中，𝑟1、𝑟2、

𝑟3、𝑟4、𝑟5分別為圓𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4、𝑂5的半徑。 

  證明： 

假設圓𝑂1中， 
有陰影面積為𝑏

無陰影面積為𝑎
  與前結論圓𝑂2中， 

有陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

  

與圓𝑂3中， 
有陰影面積為  

𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積為  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

  與圓𝑂4中， 
有陰影面積為  

𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑏

  

與圓𝑂5中， 
有陰影面積為  

𝑟5

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積為  
𝑟5

𝑟1
 

2

𝑎

  

推導𝑚1: 𝑚2 =  𝑏 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟5

𝑟1
 

2 𝑟5
2

𝑟1
2 𝑏 ∶  𝑎 +  

𝑟2

𝑟1
 

2

b +  
𝑟3

𝑟1
 

2

a +

𝑟3𝑟12b+𝑟5𝑟12a 

=
𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2

𝑟1
2

∶
𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 + 𝑎𝑟3

2 + 𝑏𝑟4
2 + 𝑎𝑟5

2

𝑟1
2

 

∵ 𝑟1 > 0, 
∴𝑚2 𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2 = 𝑚1 𝑎𝑟1
2 + 𝑏𝑟2

2 + 𝑎𝑟3
2 + 𝑏𝑟4

2 + 𝑎𝑟5
2  

𝑏𝑚2𝑟1
2 + 𝑎𝑚2𝑟2

2 + 𝑏𝑚2𝑟3
2 + 𝑎𝑚2𝑟4

2 + 𝑏𝑚2𝑟5
2

= 𝑎𝑚1𝑟1
2 + 𝑏𝑚1𝑟2

2 + 𝑎𝑚1𝑟3
2 + 𝑏𝑚1𝑟4

2 + 𝑎𝑚1𝑟5
2 

𝑎 𝑚1𝑟5
2 − 𝑚2𝑟4

2 + 𝑚1𝑟3
2 − 𝑚2𝑟2

2 − 𝑚1𝑟1
2 

= 𝑏 𝑚2𝑟5
2 − 𝑚1𝑟4

2 + 𝑚2𝑟3
2 − 𝑚1𝑟2

2 + 𝑚2𝑟1
2  

𝑎

𝑏
=

𝑚2𝑟5
2 − 𝑚1𝑟4

2 + 𝑚2𝑟3
2 − 𝑚1𝑟2

2 + 𝑚2𝑟1
2

𝑚1𝑟5
2 − 𝑚2𝑟4

2 + 𝑚1𝑟3
2 − 𝑚2𝑟2

2 + 𝑚1𝑟1
2

=
𝑚2 𝑟5

2 + 𝑟3
2 + 𝑟1

2 − 𝑚1 𝑟4
2 + 𝑟2

2 

𝑚1 𝑟5
2 + 𝑟3

2 + 𝑟1
2 − 𝑚2 𝑟4

2 + 𝑟2
2 

 

  結論：當圓的個數為 5 時，此直線將圓𝑂1分割成兩塊的面積比為
𝑎

𝑏
=

𝑚2 𝑟5
2+𝑟3

2+𝑟1
2 −𝑚1 𝑟4

2+𝑟2
2 

𝑚1 𝑟5
2+𝑟3

2+𝑟1
2 −𝑚2 𝑟4

2+𝑟2
2 

。 
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5. 𝒾=6，𝒾表示圓的個數 

  一直線分割圓𝑂1、圓𝑂2、圓𝑂3、圓𝑂4、圓𝑂5、圓𝑂6的面積為兩種情況：有陰影部分與無

陰影部分。六個圓圍成的區域分割面積比為𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影部分，𝑚2為無陰影部分。其

中，𝑟1、𝑟2、𝑟3、𝑟4、𝑟5、𝑟6分別為圓𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4、𝑂5、𝑂6的半徑。 

假設圓𝑂1中， 
有陰影面積為𝑏

無陰影面積為𝑎
  與前結論圓𝑂2中， 

有陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

  

與圓𝑂3中， 
有陰影面積為  

𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積為  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

  與圓𝑂4中， 
有陰影面積為  

𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑏

  

與圓𝑂5中， 
有陰影面積為  

𝑟5

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積為  
𝑟5

𝑟1
 

2

𝑎

  與圓𝑂5中， 
有陰影面積為  

𝑟6

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積為  
𝑟6

𝑟1
 

2

𝑏

  

推導𝑚1: 𝑚2 =  𝑏 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟5

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟6

𝑟1
 

2

𝑎 ∶  𝑎 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

b +

𝑟3𝑟12a+𝑟4𝑟12b+𝑟5𝑟12a+𝑟6𝑟12b 

=
𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2 + 𝑎𝑟6
2

𝑟1
2

∶
𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 + 𝑎𝑟3

2 + 𝑏𝑟4
2 + 𝑎𝑟5

2 + 𝑏𝑟6
2

𝑟1
2

 

∵ 𝑟1 > 0, 
∴𝑚2 𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2 + 𝑎𝑟6
2  

= 𝑚1 𝑎𝑟1
2 + 𝑏𝑟2

2 + 𝑎𝑟3
2 + 𝑏𝑟4

2 + 𝑎𝑟5
2 + 𝑏𝑟6

2  
𝑏𝑚2𝑟1

2 + 𝑎𝑚2𝑟2
2 + 𝑏𝑚2𝑟3

2 + 𝑎𝑚2𝑟4
2 + 𝑏𝑚2𝑟5

2 + 𝑎𝑚2𝑟6
2 

 = 𝑎𝑚1𝑟1
2 + 𝑏𝑚1𝑟2

2 + 𝑎𝑚1𝑟3
2 + 𝑏𝑚1𝑟4

2 + 𝑎𝑚1𝑟5
2 + 𝑏𝑚1𝑟6

2 
𝑎 𝑚2𝑟6

2 − 𝑚1𝑟5
2 + 𝑚2𝑟4

2 − 𝑚1𝑟3
2 + 𝑚2𝑟2

2 − 𝑚1𝑟1
2  

 = 𝑏 𝑚1𝑟6
2 − 𝑚2𝑟5

2 + 𝑚1𝑟4
2 − 𝑚2𝑟3

2 + 𝑚1𝑟2
2 − 𝑚2𝑟1

2  
𝑎

𝑏
=

𝑚1𝑟6
2 − 𝑚2𝑟5

2 + 𝑚1𝑟4
2 − 𝑚2𝑟3

2 + 𝑚1𝑟2
2 − 𝑚2𝑟1

2

𝑚2𝑟6
2 − 𝑚1𝑟5

2 + 𝑚2𝑟4
2 − 𝑚1𝑟3

2 + 𝑚2𝑟2
2 − 𝑚1𝑟1

2
 

 =
𝑚1 𝑟6

2 + 𝑟4
2 + 𝑟2

2 − 𝑚2 𝑟5
2 + 𝑟3

2 + 𝑟1
2 

𝑚2 𝑟6
2 + 𝑟4

2 + 𝑟2
2 − 𝑚1 𝑟5

2 + 𝑟3
2 + 𝑟1

2 
 

結論：當圓的個數為 6 時，此直線將小圓分割成兩塊的面積比為 

𝒂

𝒃
=

𝒎𝟏 𝒓𝟔
𝟐+𝒓𝟒

𝟐+𝒓𝟐
𝟐 −𝒎𝟐 𝒓𝟓

𝟐+𝒓𝟑
𝟐+𝒓𝟏

𝟐 

𝒎𝟐 𝒓𝟔
𝟐+𝒓𝟒

𝟐+𝒓𝟐
𝟐 −𝒎𝟏 𝒓𝟓

𝟐+𝒓𝟑
𝟐+𝒓𝟏

𝟐 
。 

由上述兩個圓到六個圓的推導，發現此直線將小圓分割成兩塊的面積比可以嘗試找出規

律，因此，將前面的推導先整理成表 2。 

一直線分割圓的面積為兩種情況：有陰影部分與無陰影部分，其中，圓圍成的區域分割
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面積比為𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影部分、𝑚2為無陰影部分。圓𝑂1中， 
有陰影面積為𝑏

無陰影面積為𝑎
 ， 

表 2 
直線分割圓的有陰影部分及無陰影部分之面積關係 

圓 的

個數 
第一個圓無陰影面積 a : 第一個圓有陰影面積 b 

2 𝑚1 𝑟2
2 − 𝑚2 𝑟1

2  : 𝑚2 𝑟2
2 − 𝑚1 𝑟1

2  
3 𝑚2 𝑟3

2 + 𝑟1
2 − 𝑚1 𝑟2

2  : 𝑚1 𝑟3
2 + 𝑟1

2 − 𝑚2 𝑟2
2  

4 𝑚1 𝑟4
2 + 𝑟2

2 − 𝑚2 𝑟3
2 + 𝑟1

2  : 𝑚1 𝑟4
2 + 𝑟2

2 − 𝑚2 𝑟3
2 + 𝑟1

2  
5 𝑚2 𝑟5

2 + 𝑟3
2 + 𝑟1

2 − 𝑚1 𝑟4
2 + 𝑟2

2  : 𝑚1 𝑟5
2 + 𝑟3

2 + 𝑟1
2 − 𝑚2 𝑟4

2 + 𝑟2
2  

6 𝑚1 𝑟6
2 + 𝑟4

2 + 𝑟2
2 − 𝑚2 𝑟5

2 + 𝑟3
2 + 𝑟1

2  : 𝑚2 𝑟6
2 + 𝑟4

2 + 𝑟2
2 − 𝑚1 𝑟5

2 + 𝑟3
2 + 𝑟1

2  

 
(二) 推導 k+1 個圓的情況 

  在研究二中發現奇數個圓與偶數個圓時，圓面積比例關係不同，因此以下討論圓的個數

在偶數與奇數情況下的不同： 

1. 假設有 k 個圓（k 為偶數），則一直線分割圓形成圓圍成的區域分割面積比為 

𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影部分、𝑚2為無陰影部分。 

證明： 

圓𝑂1中， 
有陰影面積部分為𝑏

無陰影面積部分為𝑎
 ，則 

𝑎

𝑏
=

𝑚1𝑟𝑘
2 − 𝑚2𝑟𝑘−1

2 + 𝑚1𝑟𝑘−2
2 − 𝑚2𝑟𝑘−3

2 + 𝑚1𝑟𝑘−4
2 − ⋯− 𝑚2𝑟1

2

𝑚2𝑟𝑘
2 − 𝑚1𝑟𝑘−1

2 + 𝑚2𝑟𝑘−2
2 − 𝑚1𝑟𝑘−3

2 + 𝑚2𝑟𝑘−4
2 − ⋯− 𝑚1𝑟1

2
 

 =
𝑚1 𝑟𝑘

2 + 𝑟𝑘−2
2 + 𝑟𝑘−4

2 + ⋯ + 𝑟2
2 − 𝑚2 𝑟𝑘−1

2 + 𝑟𝑘−3
2 + 𝑟𝑘−5

2 + ⋯ + 𝑟1
2 

𝑚2 𝑟𝑘
2 + 𝑟𝑘−2

2 + 𝑟𝑘−4
2 + ⋯ + 𝑟2

2 − 𝑚1 𝑟𝑘−1
2 + 𝑟𝑘−3

2 + 𝑟𝑘−5
2 + ⋯ + 𝑟1

2 
 

 =

𝑚1   𝑟2𝑖
2𝑖=

𝑘

2

𝑖=1
 − 𝑚2   𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘

2

𝑖=1
 

𝑚2   𝑟2𝑖
2

𝑖=
𝑘

2

𝑖=1
 − 𝑚1   𝑟2𝑖−1

2
𝑖=

𝑘

2

𝑖=1
 

 

2. 假設有 k 個圓（k 為奇數），則一直線分割圓形成圓圍成的區域分割面積比為𝑚1: 𝑚2，

𝑚1為有陰影部分、𝑚2為無陰影部分。 

證明： 

圓𝑂1中， 
有陰影面積部分為𝑏

無陰影面積部分為𝑎
 ，則 

𝑎

𝑏
=

𝑚2𝑟𝑘
2 − 𝑚1𝑟𝑘−1

2 + 𝑚2𝑟𝑘−2
2 − 𝑚1𝑟𝑘−3

2 + 𝑚2𝑟𝑘−4
2 − ⋯ + 𝑚2𝑟1

2

𝑚1𝑟𝑘
2 − 𝑚2𝑟𝑘−1

2 + 𝑚1𝑟𝑘−2
2 − 𝑚2𝑟𝑘−3

2 + 𝑚1𝑟𝑘−4
2 − ⋯ + 𝑚1𝑟1

2
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    =
𝑚2 𝑟𝑘

2 + 𝑟𝑘−2
2 + 𝑟𝑘−4

2 + ⋯ + 𝑟2
2 − 𝑚1 𝑟𝑘−1

2 + 𝑟𝑘−3
2 + 𝑟𝑘−5

2 + ⋯ + 𝑟1
2 

𝑚1 𝑟𝑘
2 + 𝑟𝑘−2

2 + 𝑟𝑘−4
2 + ⋯ + 𝑟2

2 − 𝑚2 𝑟𝑘−1
2 + 𝑟𝑘−3

2 + 𝑟𝑘−5
2 + ⋯ + 𝑟1

2 
 

    =

𝑚2   𝑟2𝑖−1
2𝑖=

𝑘+1

2

𝑖=1
 − 𝑚1   𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘−1

2

𝑖=1
 

𝑚1   𝑟2𝑖−1
2

𝑖=
𝑘+1

2

𝑖=1
 − 𝑚2   𝑟2𝑖

2
𝑖=

𝑘−1

2

𝑖=1
 

 

3. 透過取整函數中的上取整函數與下取整函數，當 k 為偶數， 
𝑘

2
 =  

𝑘

2
 由上取整數與

下取整數知，當 k 為偶數，k+1 為奇數時， 
𝑘+1

2
 的項次會比 

𝑘+1

2
 多一個。因此，假設 

當 k 為偶數，原式
𝑎

𝑏
=

𝑚1  𝑟2𝑖
2𝑖=

𝑘
2

𝑖=1
 −𝑚2  𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
 

𝑚2  𝑟2𝑖
2𝑖=

𝑘
2

𝑖=1
 −𝑚1  𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
 

=

𝑚1  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘
2
 

𝑖=1
 −𝑚2  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘
2
 

𝑖=1
 

𝑚2  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘
2
 

𝑖=1
 −𝑚1  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘
2
 

𝑖=1
 

 

當 k 為奇數，原式
𝑎

𝑏
=

𝑚2  𝑟2𝑖−1
2𝑖=

𝑘+1
2

𝑖=1
 −𝑚1  𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘−1

2
𝑖=1

 

𝑚1  𝑟2𝑖−1
2𝑖=

𝑘+1
2

𝑖=1
 −𝑚2  𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘−1

2
𝑖=1

 

=

𝑚2  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘
2
 

𝑖=1
 −𝑚1  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘
2
 

𝑖=1
 

𝑚1  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘
2
 

𝑖=1
 −𝑚2  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘
2
 

𝑖=1
 

 

4. 由歸納法推導 k+1 個圓的情況 

(1) 假設有 k+1 個圓（k 為偶數），則一直線分割圓形所圍成的區域分割面積比為𝑚1: 𝑚2，

𝑚1為有陰影部分、𝑚2為無陰影部分。圓𝑂1、𝑂2、……、𝑂𝑘、𝑂𝑘+1的半徑分別為𝑟1、𝑟2、……、

𝑟𝑘、𝑟𝑘+1。圓𝑂1中， 
有陰影面積部分為𝑏

無陰影面積部分為𝑎
  前結論圓𝑂2中， 

有陰影面積部分為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

   

圓𝑂3中， 
有陰影面積部分為  

𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積部分為  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

  ，圓𝑂4中， 
有陰影面積部分為  

𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑏

   

圓𝑂5中， 
有陰影面積部分為  

𝑟5

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積部分為  
𝑟5

𝑟1
 

2

𝑎

  ，圓𝑂6中， 
有陰影面積部分為  

𝑟6

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟6

𝑟1
 

2

𝑏

  

以此類推，圓𝑂𝑘中， 
有陰影面積部分為  

𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏

  

圓𝑂𝑘+1中， 
有陰影面積部分為  

𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積部分為  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑎

  

推導𝑚1: 𝑚2 =  𝑏 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟5

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟6

𝑟1
 

2

𝑎 + ⋯ +  
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎 +

𝑟𝑘+1𝑟12𝑏 :𝑎+𝑟2𝑟12b+𝑟3𝑟12a+𝑟4𝑟12b+𝑟5𝑟12a+𝑟6𝑟12b+⋯+𝑟𝑘𝑟12𝑏+𝑟𝑘+1𝑟12𝑎 
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=
𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2 + 𝑎𝑟6
2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑘

2 + 𝑏𝑟𝑘+1
2

𝑟1
2

∶
𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 + 𝑎𝑟3

2 + 𝑏𝑟4
2 + 𝑎𝑟5

2 + 𝑏𝑟6
2 + ⋯ + 𝑏𝑟𝑘

2 + 𝑎𝑟𝑘+1
2

𝑟1
2

 

∵ 𝑟1 > 0, 
∴𝑚2 𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2 + 𝑎𝑟6
2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑘

2 + 𝑏𝑟𝑘+1
2  = 𝑚1 𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 +

𝑎𝑟32+𝑏𝑟42+𝑎𝑟52+𝑏𝑟62+⋯+𝑏𝑟𝑘2+𝑎𝑟𝑘+12 
𝑏𝑚2𝑟1

2 + 𝑎𝑚2𝑟2
2 + 𝑏𝑚2𝑟3

2 + 𝑎𝑚2𝑟4
2 + 𝑏𝑚2𝑟5

2 + 𝑎𝑚2𝑟6
2 + ⋯ + 𝑎𝑚2𝑟𝑘

2 + 𝑏𝑚2𝑟𝑘+1
2

= 𝑎𝑚1𝑟1
2 + 𝑏𝑚1𝑟2

2 + 𝑎𝑚1𝑟3
2 + 𝑏𝑚1𝑟4

2 + 𝑎𝑚1𝑟5
2 + 𝑏𝑚1𝑟6

2 + ⋯ + 𝑏𝑚1𝑟𝑘
2       

+ 𝑎𝑚1𝑟𝑘+1
2  

𝑎 𝑚1𝑟𝑘+1
2 − 𝑚2𝑟𝑘

2 + ⋯− 𝑚2𝑟6
2 + 𝑚1𝑟5

2 − 𝑚2𝑟4
2 + 𝑚1𝑟3

2 − 𝑚2𝑟2
2 + 𝑚1𝑟1

2 

= 𝑏 𝑚2𝑟𝑘+1
2 −𝑚1𝑟𝑘

2 + ⋯− 𝑚1𝑟6
2 + 𝑚2𝑟5

2 − 𝑚1𝑟4
2 + 𝑚2𝑟3

2 − 𝑚1𝑟2
2 + 𝑚2𝑟1

2  
則 

𝑎

𝑏
=

𝑚2𝑟𝑘+1
2 −𝑚1𝑟𝑘

2 + ⋯− 𝑚1𝑟6
2 + 𝑚2𝑟5

2 − 𝑚1𝑟4
2 + 𝑚2𝑟3

2 − 𝑚1𝑟2
2 + 𝑚2𝑟1

2

𝑚1𝑟𝑘+1
2 − 𝑚2𝑟𝑘

2 + ⋯− 𝑚2𝑟6
2 + 𝑚1𝑟5

2 − 𝑚2𝑟4
2 + 𝑚1𝑟3

2 − 𝑚2𝑟2
2 + 𝑚1𝑟1

2
 

    =
𝑚2 𝑟𝑘+1

2 + 𝑟𝑘−1
2 + 𝑟𝑘−3

2 + 𝑟𝑘−5
2 + ⋯ + 𝑟1

2 − 𝑚1 𝑟𝑘
2 + 𝑟𝑘−2

2 + 𝑟𝑘−4
2 + ⋯ + 𝑟2

2 

𝑚1 𝑟𝑘+1
2 + 𝑟𝑘−1

2 + 𝑟𝑘−3
2 + 𝑟𝑘−5

2 + ⋯ + 𝑟1
2 − 𝑚2 𝑟𝑘

2 + 𝑟𝑘−2
2 + 𝑟𝑘−4

2 + ⋯ + 𝑟2
2 

 

∵k 為偶數，所以 k+1 為奇數，由𝑟𝑘+1
2 + 𝑟𝑘−1

2 + 𝑟𝑘−3
2 + 𝑟𝑘−5

2 + ⋯ + 𝑟1
2與𝑟𝑘

2 + 𝑟𝑘−2
2 +

𝑟𝑘−4
2 + ⋯ + 𝑟2

2觀察，得知這兩個式子的累加項次數，前面為
𝑘

2
+ 1項，比後面

𝑘

2
項多

一個項次，且前後項次下標公差均為 2。 
又∵k 為偶數，∴ 

𝑘

2
 =  

𝑘

2
  

∴由上取整數與下取整數知，當 k 為偶數， k+1 為奇數時， 
 
𝑘+1

2
 的項次會比 

𝑘+1

2
 多一個 

∴原式=
 𝑚2𝑟𝑘+1

2 +𝑚2  𝑟2𝑖−1
2𝑖=

𝑘
2

𝑖=1
  − 𝑚1  𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
  

 𝑚1𝑟𝑘+1
2 +𝑚1  𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
  − 𝑚2  𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
  

=
𝑚2  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1
−𝑚1  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1

𝑚1  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘+1

2
 

𝑖=1
−𝑚2  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1

 

 
(2) 假設有 k+1 個圓（k 為奇數），則一直線分割圓形所圍成的區域分割面積比為

𝑚1: 𝑚2，𝑚1為有陰影部分、𝑚2為無陰影部分。圓𝑂1、𝑂2、……、𝑂𝑘、𝑂𝑘+1的半徑

分別為𝑟1、𝑟2、……、𝑟𝑘、𝑟𝑘+1。 

圓𝑂1中， 
有陰影面積部分為𝑏

無陰影面積部分為𝑎
  與前結論圓𝑂2中， 

有陰影面積部分為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

  

圓𝑂3中， 
有陰影面積部分為  

𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積部分為  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

  ，圓𝑂4中， 
有陰影面積部分為  

𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑏

  

圓𝑂5中， 
有陰影面積部分為  

𝑟5

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積部分為  
𝑟5

𝑟1
 

2

𝑎

  ，圓𝑂6中， 
有陰影面積部分為  

𝑟6

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟6

𝑟1
 

2

𝑏

  

以此類推，圓𝑂𝑘中， 
有陰影面積部分為  

𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏

無陰影面積部分為  
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎
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圓𝑂𝑘+1中， 
有陰影面積部分為  

𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑎

無陰影面積部分為  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏

  

推導 

𝑚1: 𝑚2 =  𝑏 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟4

𝑟1
 

2

𝑎 +  
𝑟5

𝑟1
 

2

𝑏 +  
𝑟6

𝑟1
 

2

𝑎 + ⋯ +  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑏

+  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑎  

∶  𝑎 +  
𝑟2

𝑟1
 

2

b +  
𝑟3

𝑟1
 

2

a +  
𝑟4

𝑟1
 

2

b +  
𝑟5

𝑟1
 

2

a +  
𝑟6

𝑟1
 

2

b + ⋯ +  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑎

+  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏  

=
𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2 + 𝑎𝑟6
2 + ⋯ + 𝑏𝑟𝑘

2 + 𝑎𝑟𝑘+1
2

𝑟1
2

∶
𝑎𝑟1

2 + 𝑏𝑟2
2 + 𝑎𝑟3

2 + 𝑏𝑟4
2 + 𝑎𝑟5

2 + 𝑏𝑟6
2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑘

2 + 𝑏𝑟𝑘+1
2

𝑟1
2

 

∵ 𝑟1 > 0, 
∴𝑚2 𝑏𝑟1

2 + 𝑎𝑟2
2 + 𝑏𝑟3

2 + 𝑎𝑟4
2 + 𝑏𝑟5

2 + 𝑎𝑟6
2 + ⋯ + 𝑏𝑟𝑘

2 + 𝑎𝑟𝑘+1
2   

= 𝑚1 𝑎𝑟1
2 + 𝑏𝑟2

2 + 𝑎𝑟3
2 + 𝑏𝑟4

2 + 𝑎𝑟5
2 + 𝑏𝑟6

2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑘
2 + 𝑏𝑟𝑘+1

2   
𝑏𝑚2𝑟1

2 + 𝑎𝑚2𝑟2
2 + 𝑏𝑚2𝑟3

2 + 𝑎𝑚2𝑟4
2 + 𝑏𝑚2𝑟5

2 + 𝑎𝑚2𝑟6
2 + ⋯ + 𝑏𝑚2𝑟𝑘

2 + 𝑎𝑚2𝑟𝑘+1
2  

= 𝑎𝑚1𝑟1
2 + 𝑏𝑚1𝑟2

2 + 𝑎𝑚1𝑟3
2 + 𝑏𝑚1𝑟4

2 + 𝑎𝑚1𝑟5
2 + 𝑏𝑚1𝑟6

2 + ⋯ + 𝑎𝑚1𝑟𝑘
2

+ 𝑏𝑚1𝑟𝑘+1
2  

𝑎 𝑚2𝑟𝑘+1
2 − 𝑚1𝑟𝑘

2 + ⋯ + 𝑚2𝑟6
2 − 𝑚1𝑟5

2 + 𝑚2𝑟4
2 − 𝑚1𝑟3

2 + 𝑚2𝑟2
2 − 𝑚1𝑟1

2  
= 𝑏 𝑚1𝑟𝑘+1

2 −𝑚2𝑟𝑘
2 + ⋯ + 𝑚1𝑟6

2 − 𝑚2𝑟5
2 + 𝑚1𝑟4

2 − 𝑚2𝑟3
2 + 𝑚1𝑟2

2 − 𝑚2𝑟1
2  

則 
𝑎

𝑏
=

𝑚1𝑟𝑘+1
2 −𝑚2𝑟𝑘

2 + ⋯ + 𝑚1𝑟6
2 − 𝑚2𝑟5

2 + 𝑚1𝑟4
2 − 𝑚2𝑟3

2 + 𝑚1𝑟2
2 − 𝑚2𝑟1

2

𝑚2𝑟𝑘+1
2 − 𝑚1𝑟𝑘

2 + ⋯ + 𝑚2𝑟6
2 − 𝑚1𝑟5

2 + 𝑚2𝑟4
2 − 𝑚1𝑟3

2 + 𝑚2𝑟2
2 − 𝑚1𝑟1

2
 

=
𝑚1 𝑟𝑘+1

2 + 𝑟𝑘−1
2 + 𝑟𝑘−3

2 + 𝑟𝑘−5
2 + ⋯ + 𝑟2

2 − 𝑚2 𝑟𝑘
2 + 𝑟𝑘−2

2 + 𝑟𝑘−4
2 + ⋯ + 𝑟1

2 

𝑚2 𝑟𝑘+1
2 + 𝑟𝑘−1

2 + 𝑟𝑘−3
2 + 𝑟𝑘−5

2 + ⋯ + 𝑟2
2 − 𝑚1 𝑟𝑘

2 + 𝑟𝑘−2
2 + 𝑟𝑘−4

2 + ⋯ + 𝑟1
2 

 

∵k 為奇數，所以 k+1 為偶數， 
透過取整函數中的上取整函數與下取整函數， 
由𝑟𝑘+1

2 + 𝑟𝑘−1
2 + 𝑟𝑘−3

2 + 𝑟𝑘−5
2 + ⋯ + 𝑟1

2與𝑟𝑘
2 + 𝑟𝑘−2

2 + 𝑟𝑘−4
2 + ⋯ + 𝑟2

2觀察，得知這兩個

式子的累加項次數，前者為
𝑘

2
項，後者是

𝑘

2
項，前後項次數一樣，且前後項次下標公

差均為 2。 
∵k 為奇數，∴ 

𝑘+1

2
 =  

𝑘+1

2
  

∴由上取整數與下取整數知，當 k 為奇數， k+1 為偶數時， 
 
𝑘+1

2
 的項次數與 

𝑘+1

2
 的項次數相同 

∴原式=
 𝑚1𝑟𝑘+1

2 +𝑚1  𝑟2𝑖
2𝑖=

𝑘
2

𝑖=1
  − 𝑚2  𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
  

 𝑚2𝑟𝑘+1
2 +𝑚2  𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
  − 𝑚1  𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
  

=
𝑚1  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1
−𝑚2  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1

𝑚2  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘+1

2
 

𝑖=1
−𝑚1  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1
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因此，得證 
(1) 當 k+1 為偶數， 

原式
𝑎

𝑏
=

𝑚1  𝑟2𝑖−1
2𝑖=

𝑘+1
2

𝑖=1
 −𝑚2  𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘−1

2
𝑖=1

 

𝑚2  𝑟2𝑖−1
2𝑖=

𝑘+1
2

𝑖=1
 −𝑚1  𝑟2𝑖

2𝑖=
𝑘−1

2
𝑖=1

 

=
𝑚1  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1
−𝑚2  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1

𝑚2  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘+1

2
 

𝑖=1
−𝑚1  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1

 

(2) 當 k+1 為奇數， 

原式
𝑎

𝑏
=

𝑚2  𝑟2𝑖
2𝑖=

𝑘
2

𝑖=1
 −𝑚1  𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
 

𝑚1  𝑟2𝑖
2𝑖=

𝑘
2

𝑖=1
 −𝑚2  𝑟2𝑖−1

2𝑖=
𝑘
2

𝑖=1
 

=
𝑚2  𝑟2𝑖−1

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1
−𝑚1  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1

𝑚1  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘+1

2
 

𝑖=1
−𝑚2  𝑟2𝑖

2
𝑖= 

𝑘+1
2

 

𝑖=1

 

(三) 結論： 

  我們由上述歸納的過程中，發現直線 L 分割圓，可以得到第 k 個圓與第一個圓的陰影部

分及無陰影部分之面積關係，並且將此整理如下表 3。 

表 3 
第 k 個圓與第一個圓無陰影部分及有陰影部分的面積關係 

 第一個圓無陰影面積 a : 第一個圓有陰影面積 b 

奇數 𝑚2  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

− 𝑚1  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

 : 𝑚1  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

− 𝑚2  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

 

偶數 𝑚1  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

− 𝑚2  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

 : 𝑚2  𝑟2𝑖
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

− 𝑚1  𝑟2𝑖−1
2

𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1

 

 

四、 探討折線分割多圓，各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積比例關係。 

原題的直線改為折線時，重新將兩圓與折線的關係，圓𝑂1與圓𝑂2相切於 P1 點（即為切點

P1），同時，P1點為折線L 的折點。折線 L 切割圓𝑂1，且與圓𝑂1相交於A、P1兩點，∠𝐴𝑃1𝑂1 = 𝜃1；

折線 L 切割圓𝑂2，且與圓𝑂2相交於 B、P1 兩點，∠𝐵𝑃1𝑂2 = 𝜃2。圓𝑂1中，作𝑂1𝐻1 ⊥ 𝐴𝑃1於𝐻1，

圓𝑂2中，作𝑂2𝐻2 ⊥ 𝑃1𝐵於𝐻2。圓𝑂1的半徑為𝑟1，圓𝑂2的半徑為𝑟2。其中折線將圓𝑂1與圓𝑂2分

別切割為兩部分：無陰影部分與有陰影部分，且圓𝑂1中，無陰影面積為 a、有陰影面積為 b，

如圖 6。 
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圖 6  折線切割兩個相互外切的圓 

探討折線切割圓𝑂1與圓𝑂2兩個圓之前，我們先討論折線 L 切割圓𝑂1時，當折點在圓𝑂1的

圓周上，而且這個折點也是圓𝑂1與圓𝑂2的切點，這樣的情況下，我們討論圓𝑂1中無陰影面積、

有陰影面積、無陰影面積與有陰影面積比例關係。 

(一) 折線 L 分割一個圓 

在圓𝑂1中，折線 L 切割圓𝑂1於 A、P1 兩點，形成一弦𝐴𝑃1。∆𝑃1𝑂1𝐴中，𝑂1𝑃1 = 𝑂1𝐴 = 𝑟1，

所以∆𝑃1𝑂1𝐴為等腰三角形，∠𝐴𝑃1𝑂1 = ∠𝑃1𝐴𝑂1 = 𝜃1；由垂徑定理得知，當𝑂1𝐻1 ⊥ 𝐴𝑃1時，𝑂1𝐻1

平分𝐴𝑃1。因此∆𝑃1𝑂1𝐴中，因為∠𝐴𝑃1𝑂1 = 𝜃1且𝐻1𝑃1 =
1

2
𝐴𝑃1，sin 𝜃1 =

𝑂1𝐻1

𝑟1
、 cos 𝜃1 =

𝐻1𝑃1

𝑟1
=

𝐴𝑃1

2𝑟1
，

因此𝑂1𝐻1 = 𝑟1 sin 𝜃1 、𝐴𝑃1 = 2𝑟1 cos 𝜃1。 

圓𝑶𝟏中，無陰影面積 

證明 

                       𝑎 = 扇形P1O1A 面積 − ∆P1O1A 的面積

=  
∠AO1P1所對的弧度

2π
 × πr1

2 −
1

2
 ∆P1O1A 的高 ×  ∆P1O1A 的底 

=  
π − 2θ1

2π
 × πr1

2 −
1

2
 O1H1 × AP1 

=  
𝜋 − 2𝜃1

2
 𝑟1

2 −
1

2
 𝑟1 sin 𝜃1  2𝑟1 cos 𝜃1 =

1

2
𝑟1

2  𝜋 − 2𝜃1 − 2 sin 𝜃1 cos 𝜃1 

=
1

2
𝑟1

2  𝜋 − 2𝜃1 − 2 sin 2𝜃1 （倍角公式） 
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圓𝑶𝟏中，有陰影面積 

證明 

                       𝑏 = 優弧 AP1與圓心所形成的面積 + ∆P1O1A 的面積

=  
優弧 AP1所對的圓心角

2𝜋
 × 𝜋𝑟1

2 +
1

2
 ∆P1O1A 的高 ×  ∆P1O1A 的底 

=  
2𝜋 −  𝜋 − 2𝜃1 

2𝜋
 × 𝜋𝑟1

2 +
1

2
 𝑂1𝐻1 × 𝐴𝑃1 

=  
𝜋 + 2𝜃1

2
 𝑟1

2 +
1

2
 𝑟1 sin 𝜃1  2𝑟1 cos 𝜃1 =

1

2
𝑟1

2  𝜋 + 2𝜃1 + 2 sin 𝜃1 cos 𝜃1 

=
1

2
𝑟1

2  𝜋 + 2𝜃1 + 2 sin 2𝜃1  

由上述結果，我們可以得到圓𝑂1中，無陰影部分與有陰影部分面積比例關係： 

𝑎

𝑏
=

無陰影面積

有陰影面積
=

1

2
𝑟1

2  𝜋 − 2𝜃1 − 2 sin 2𝜃1 

1

2
𝑟1

2  𝜋 + 2𝜃1 + 2 sin 2𝜃1 
=

  𝜋 − 2𝜃1 − 2 sin 2𝜃1 

  𝜋 + 2𝜃1 + 2 sin 2𝜃1 
     (1) 

探討折線 L 切割圓𝑂1與圓𝑂2的陰影部分與無陰影部分面積比關係時，我們將分別討論

𝜃1 = 𝜃2與𝜃1 ≠ 𝜃2的情況。 

(二) 折線 L 分割兩個相切的圓 

在圓𝑂2中，折線 L 切割圓𝑂2於 B、P1 兩點，形成一弦𝑃1𝐵。∆𝑃1𝑂2𝐵中，𝑂2𝑃1 = 𝑂2𝐵 = 𝑟2，所以

∆𝑃1𝑂2𝐵為等腰三角形，∠𝐵𝑃1𝑂2 = ∠𝑃1𝐵𝑂2 = 𝜃2；由垂徑定理得知，當𝑂2𝐻2 ⊥ 𝐵𝑃1時，𝑂2𝐻2平

分𝐵𝑃1。因此∆𝑃1𝑂2𝐵中，因為∠𝐵𝑃1𝑂2 = 𝜃2且𝐻2𝑃1 =
1

2
𝐵𝑃1，sin 𝜃2 =

𝑂2𝐻2

𝑟2
、 cos 𝜃2 =

𝐻2𝑃1

𝑟2
=

𝐵𝑃1

2𝑟2
，

因此𝑂2𝐻2 = 𝑟2 sin 𝜃2 、𝐻2𝑃1 = 𝑟2 cos 𝜃2 、𝐵𝑃1 = 2𝑟2 cos 𝜃2。 

證明： 

圓𝑂2中， 
無陰影面積 = 優弧 BP1與圓心所形成的面積 + ∆P1O2B 的面積

=  
優弧 BP1所對的圓心角

2π
 × πr2

2 +
1

2
 ∆P1O2B 的高 ×  ∆P1O2B 的底 

=  
2π −  π − 2θ2 

2π
 × πr2

2 +
1

2
 O2H2 × BP1 

=  
2π −  π − 2θ2 

2π
 × πr2

2 +
1

2
 r2 sin θ2  2r2 cos θ2 

=  
 π + 2θ2 

2π
 × πr2

2 +
1

2
r2

2 2 sin θ2 cos θ2 

=
1

2
r2

2 π + 2θ2 +
1

2
r2

2 sin2 θ2 =
1

2
r2

2  π + 2θ2 +  sin2 θ2   
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有陰影面積 = 扇形P1O2B 面積 − ∆P1O2B 的面積

=  
∠BO2P1所對的弧度

2π
 × πr2

2 −
1

2
 ∆P1O2B 的高 ×  ∆P1O2B 的底 

=  
𝜋 − 2𝜃2

2𝜋
 × 𝜋𝑟2

2 −
1

2
 𝑂2𝐻2 × 𝐵𝑃1 

=  
𝜋 − 2𝜃2

2
 𝑟2

2 −
1

2
 𝑟2 sin 𝜃2  2𝑟2 cos 𝜃2 =

1

2
𝑟2

2  𝜋 − 2𝜃2 − 2 sin 𝜃2 cos 𝜃2 

=
1

2
𝑟2

2  𝜋 − 2𝜃2 − 2 sin 2𝜃2  (倍角公式) 

結論：圓𝑂2  
無陰影面積 =

1

2
𝑟2

2  𝜋 + 2𝜃2 +  sin2 𝜃2  

有陰影面積 =
1

2
𝑟2

2  𝜋 − 2𝜃2 − 2 sin 2𝜃2 
  

當𝜽𝟏 = 𝜽𝟐時，折線 L 切割兩個圓，圓𝑶𝟐與圓𝑶𝟏，陰影部分與無陰影部分面積，因為𝜃1 = 𝜃2，

且圓𝑂1中，𝑏 =
1

2
𝑟1

2  𝜋 + 2𝜃1 + sin2 𝜃1 ，  𝜋 + 2𝜃1 + sin2 𝜃1 =
2𝑏

𝑟1
2、𝑎 =

1

2
𝑟1

2  𝜋 − 2𝜃1 −

sin2𝜃1，𝜋−2𝜃1−sin2𝜃1=2𝑎𝑟12 

所以，當𝜃1 = 𝜃2，圓𝑂2  
無陰影面積 =

1

2
𝑟2

2  𝜋 + 2𝜃1 + sin2 𝜃1 =
1

2
𝑟2

2 ×
2𝑏

𝑟1
2 =  

𝑟2

𝑟1
 

2

𝑏

有陰影面積 =
1

2
𝑟2

2  𝜋 − 2𝜃1 − sin2 𝜃1 =
1

2
𝑟2

2 ×
2𝑎

𝑟1
2 =  

𝑟2

𝑟1
 

2

𝑎

  

(三) 折線 L 分割三個相切的圓 

三個圓相切，圓𝑂1、圓𝑂2相切於 P1，圓𝑂2、圓𝑂3相切於 P2，且折線 L 切割這三個圓，

P1、P2 兩點恰巧為兩個折點。折線 L 切割圓𝑂1於 A、P1 兩點、切割圓𝑂2於 P1、P2 兩點、切割

圓𝑂3於 P2、B 兩點，三個圓的位置圖 7。 

透過折線 L 切割兩相切圓所得到的結果，假設第 1 個圓𝑂1中有陰影、無陰影的面積，推

導第 3 個圓𝑂3有陰影、無陰影面積。 

 

圖 7 折線分割三個相切的圓 
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觀察圓𝑂1推導圓𝑂2，透過前述推導兩個圓的部份，則我們可以得知 

圓𝑂3  
無陰影面積 =

1

2
𝑟3

2  𝜋 − 2𝜃3 − sin2 𝜃3 

有陰影面積 =
1

2
𝑟3

2  𝜋 + 2𝜃3 + sin2 𝜃3 
  

圓𝑂3中，當𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3時，折線 L 將被視為直線 L，所以 

當𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3，圓𝑂3

 
 
 

 
 無陰影面積 =

1

2
𝑟3

2  𝜋 − 2𝜃3 − sin2 𝜃3 =
1

2
𝑟3

2 ×
2𝑎

𝑟1
2

=  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑎

有陰影面積 =
1

2
𝑟3

2  𝜋 + 2𝜃3 + sin2 𝜃3 =
1

2
𝑟3

2 ×
2𝑏

𝑟3
2

=  
𝑟3

𝑟1
 

2

𝑏

  

(四) 折線 L 分割 k 個相切的圓 

透過由前面推導觀察，我們發現圓的個數為奇數或是偶數會影響最後一個圓與第一個圓

相互對應的有陰影面積與無陰影面積。因此，我們推導 k 個圓相切時，必須分別探討圓的個

數為奇數或是偶數的情況。 

圓𝑂1、圓𝑂2相切於 P1、圓𝑂2、圓𝑂3相切於 P2、、圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1相切於 Pk，且折線 L 切

割這 k+1 個圓，P1、P2、、Pk 恰巧為 k 個折點。折線 L 切割圓𝑂1於 A、P1 兩點、切割圓𝑂2於

P1、P2 兩點、、切割圓𝑂𝑘於 Pk-1、Pk 兩點、切割圓𝑂𝑘+1於 Pk、B 兩點。且作𝑂1𝐻1 ⊥ 𝐴𝑃1於𝐻1、

𝑂2𝐻2 ⊥ 𝑃1𝑃2於𝐻2、、𝑂𝑘𝐻𝑘 ⊥ 𝑃𝑘−1𝑃𝑘於𝐻𝑘、𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 ⊥ 𝑃𝑘𝐵於𝐻𝑘+1。圓的位置關係如圖 8 所

示。 

 

圖 8 折線切割 k+1 個相切的圓 
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假設𝓲 = 𝒌成立（𝓲為圓的個數），欲證明𝓲 = 𝒌 + 𝟏成立 

證明 

假設𝒾為奇數時，圓𝑂𝑘  
無陰影面積 =

1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 − 2𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘  

有陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 + 2𝜃𝑘 + sin2 𝜃𝑘  
 成立，則當𝒾 = k + 1時，

折線 L 切割圓𝑂𝑘+1於 Pk-1、Pk 兩點。 
圓心𝑂𝑘+1與圓𝑂𝑘+1上 Pk、B 形成∆𝑂𝑘+1𝑃𝑘B，其中𝑂𝑘+1𝑃𝑘 = 𝑂𝑘+1𝐵 = 𝑟𝑘+1，所以∆𝑂𝑘+1𝑃𝑘B

為等腰三角形，∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘B = ∠𝑂𝑘+1B𝑃𝑘 = 𝜃𝑘+1。又𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 ⊥ 𝑃𝑘𝐵於𝐻𝑘+1，因此𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1為

圓𝑂𝑘+1的弦心距。由垂徑定理與弦心距性質可知，𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 ⊥ 𝑃𝑘𝐵，∆𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1為直角

三角形，且𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1平分𝑃𝑘𝐵。 
直角∆𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1中，∠𝑂𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1 = 𝜃𝑘+1且𝐻𝑘+1𝑃𝑘 =

1

2
𝑃𝑘𝐵，由三角函數定義可知，

sin 𝜃𝑘+1 =
𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

𝑂𝑘+1𝑃𝑘
=

𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1

𝑟𝑘+1
、 cos 𝜃𝑘+1 =

𝐻𝑘+1𝑃𝑘

𝑂𝑘+1𝑃𝑘
=

1

2
𝑃𝑘𝐵

𝑟𝑘+1
=

𝑃𝑘𝐵

2𝑟𝑘+1
，因此，𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 =

𝑟𝑘+1 sin 𝜃𝑘+1 、𝐻𝑘+1𝑃𝑘 = 𝑟𝑘+1 cos 𝜃𝑘+1 、𝑃𝑘𝐵 = 2𝑟𝑘+1 cos 𝜃𝑘+1。 
假設圓𝑂𝑘中，無陰影面積為

1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 − 2𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘  ，我們想要推論圓𝑂𝑘+1中，有陰

影面積為
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 − sin2 𝜃𝑘+1  
在圓𝑶𝒌+𝟏中， 

有陰影面積 = 扇形Ok+1PkB 面積 − ∆Ok+1PkB 的面積

=  
∠PkOk+1B 所對的弧度

2π
 × πrk+1

2 −
1

2
 ∆Ok+1PkB 的高  ∆Ok+1PkB 的底 

=  
𝜋 − 2𝜃𝑘+1

2𝜋
 × 𝜋𝑟𝑘+1

2 −
1

2
 𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 × 𝑃𝑘𝐵 

=
1

2
𝑟𝑘+1

2  𝜋 − 2𝜃𝑘+1 −
1

2
 𝑟𝑘+1 sin 𝜃𝑘+1  2𝑟𝑘+1 cos 𝜃𝑘+1 

=
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 − 2 sin 𝜃𝑘+1 cos 𝜃𝑘+1 

=
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 − sin2 𝜃𝑘+1  倍角公式  

因此，圓𝑂𝑘+1中，有陰影面積為
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 − sin2 𝜃𝑘+1 成立 

同理，假設圓𝑂𝑘中，有陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 + 2𝜃𝑘 + sin2 𝜃𝑘 ，我們想要推論圓𝑂𝑘+1中，無

陰影面積為
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃𝑘+1 + sin2 𝜃𝑘+1  
無陰影面積 = 優弧PkB 與圓心所形成的面積 + ∆Ok+1PkB 的面積

=  
優弧PkB 所對的圓心角

2π
 × πrk+1

2 +
1

2
 ∆Ok+1PkB 的高  ∆Ok+1PkB 的底 

=  
2π −  π − 2θk+1 

2π
 × πrk+1

2 +
1

2
 𝑂𝑘+1𝐻𝑘+1 × 𝑃𝑘𝐵 

=
1

2
𝑟𝑘+1

2  𝜋 + 2𝜃𝑘+1 +
1

2
 𝑟𝑘+1 sin 𝜃𝑘+1  2𝑟𝑘+1 cos 𝜃𝑘+1 

=
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃𝑘+1 + 2 sin 𝜃𝑘+1 cos 𝜃𝑘+1 

=
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃𝑘+1 + sin2 𝜃𝑘+1  (倍角公式) 

因此，圓𝑂𝑘+1中，無陰影面積為
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃𝑘+1 + sin2 𝜃𝑘+1 成立，所以圓
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𝑂𝑘+1  
無陰影面積 =

1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃𝑘+1 + sin2 𝜃𝑘+1 

有陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 − sin2 𝜃𝑘+1 
 成立。 

 
當𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 = 𝜃𝑘+1時，折線 L 切割 k+1 個圓之陰影部分與無陰影部分面積， 

假設𝒾為奇數時，且𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘，圓𝑂1中，𝑏 =
1

2
𝑟1

2  𝜋 + 2𝜃1 + sin2 𝜃1 ，  𝜋 + 2𝜃1 +

sin2𝜃1=2𝑏𝑟12、𝑎=12𝑟12𝜋−2𝜃1−sin2𝜃1，𝜋−2𝜃1−sin2𝜃1=2𝑎𝑟12 

所以，圓𝑂𝑘中， 

無陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 − 2𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘  =
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 − 2𝜃1 − sin2 𝜃1 =
1

2
𝑟𝑘

2 ×
2𝑎

𝑟1
2

=  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑎 

有陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 + 2𝜃𝑘 + sin2 𝜃𝑘  =
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 + 2𝜃1 + sin2 𝜃1 =
1

2
𝑟2

2 ×
2𝑏

𝑟1
2

=  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑏 

因此，假設𝓲 = 𝒌為奇數時，且𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘，圓𝑂𝑘  
無陰影面積 =  

𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎

有陰影面積 =  
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏

 成立 

當𝒾 = 𝑘 + 1時，且𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 = 𝜃𝑘+1，圓𝑂𝑘中，無陰影面積 =  
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎成立時，我們想

要推論圓𝑂𝑘+1中，有陰影面積為  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑎，因為𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 = 𝜃𝑘+1，且圓𝑂𝑘+1中， 

有陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 − sin2 𝜃𝑘+1 =
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃1 − sin2 𝜃1 =
1

2
𝑟𝑘+1

2 ×
2𝑎

𝑟1
2

=  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑎  

同理，當𝒾 = 𝑘 + 1時，且𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 = 𝜃𝑘+1，圓𝑂𝑘中，有陰影面積 =  
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏 

我們想要推論圓𝑂𝑘+1中，無陰影面積為  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏，因為𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 = 𝜃𝑘+1， 

圓𝑂𝑘+1中 

無陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃𝑘+1 + sin2 𝜃𝑘+1 =
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃1 + sin2 𝜃1 =
1

2
𝑟𝑘+1

2 ×
2𝑏

𝑟1
2

=  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏 

所以，𝒾 = 𝑘 + 1時，且𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 = 𝜃𝑘+1，圓𝑂𝑘+1  
無陰影面積 =  

𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏

有陰影面積 =  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑎

 成立 

同理，假設𝒾為偶數時，圓𝑂𝑘  
無陰影面積 =

1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 + 2𝜃𝑘 + sin2 𝜃𝑘  

有陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 − 2𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘  
 成立。則，當𝒾 = 𝑘 + 1時，
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圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1中，折線 L 交圓𝑂𝑘於𝑃𝑘−1、𝑃𝑘兩點，交圓𝑂𝑘+1於𝑃𝑘、𝐵兩點，𝑃𝑘為圓𝑂𝑘、圓𝑂𝑘+1的

共同切點與折線 L 的折點。我們如同上述方式推導，可以得到 

圓𝑂𝑘+1  
無陰影面積 =

1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 − sin2 𝜃𝑘+1 

有陰影面積 =
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 + 2𝜃𝑘+1 + sin2 𝜃𝑘+1 
 與𝒾 = k + 1時，且𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 =

𝜃𝑘+1，圓𝑂𝑘+1  
無陰影面積為  

𝑟𝑘+1

𝑟𝑘1
 

2

𝑎

有陰影面積為  
𝑟𝑘+1

𝑟1
 

2

𝑏

 因此假設成立。 

(五) 結論：我們由上述歸納的過程中，發現折線 L 分割 k 個圓，當𝜃1 = 𝜃2 = ⋯ = 𝜃𝑘 = 𝜃𝑘+1時，

可以找到得到探討第一個圓至第 k 個圓各圓的陰影部分及無陰影部分的面積關係，並且

將其整理如下表 4。 

表 4 
各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積關係 

 

五、 探討平面切割多球，各球與第一個球的無陰影部分及有陰影部分之體積比例關係。 

(一) 球缺體積公式 

設球心為空間直角坐標的原點，球缺的中心落在 x 軸上。可以把球缺看成是一個旋轉體，由

半徑為 r，高度為 h 的弓形繞 x 軸旋轉而成。弓形的圓弧線方程式為 2 2y r x  ，積分可得

旋轉體體積公式如下： 

   
 

33 3
2 2 2 2 3 2

3 3 3
r r r r hx r

V y dx r x dx r x r r r h
r h r h r h

  
   

           
       

 

2 2 3 3
2 2 23 3

3 3 3
r h rh h h h

r h rh h r  
       

          
    

 

故得證，球缺體積公式為
2

3
h

V h r
 

  
 

。 

 圓的個數為奇數 圓的個數為偶數 

 圓𝑶𝟏 圓𝑶𝒌 圓𝑶𝒌 

無陰影面積 𝑎  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑎  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑏 

有陰影面積 𝑏  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑏  
𝑟𝑘
𝑟1

 
2

𝑎 
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圖 9 高度為 h 的球缺體積 

透過前面推導觀察，我們發現球的個數一樣會影響相互對應的有陰影體積與無陰影體積。

因此，我們推導 k 個球相切時，必須分別探討球的個數為奇數或是偶數情況。 

首先，坐標空間中，令平面 L 為球體 1O 、 2O 、……、 kO 、 1kO  的切割面，且此平面通

過 1O 與 2O ， 2O 與 3O ，……， kO 與 1kO  相鄰兩球的切點。球的半徑分別為 1r 、 2r 、……、 kr 、

1kr  ，截面至球心的距離則分別為 1h 、 2h 、…、 kh 、 1kh  ，如圖 10 所示。 

 

圖 10 平面切割 k+1 個兩兩相切的球 
(二) 2 個球相切，第 2 個球和第 1 個球無陰影、有陰影部分的體積關係 

球 1O 的球缺體積

 
 

 
 

2 1 1
1 1 1

2 1 1
1 1 1

3

3

r h
r h r

r h
r h r





  
   

  


 
  

 

無陰影部分為

有陰影部分為
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球 2O 的球缺體積

 
 

 
 

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

3

3

r h
r h r

r h
r h r





  
   

  


 
  

 

無陰影部分為

有陰影部分為

 

已知 2 1 2 1: :h h r r ，令 2 2h kr ， 1 1h kr  0k   

又 2 2 1 1 2 1: :r h r h r r   ， 2 2 1 1 2 1: :r h r h r r    
 
比較 1O 、 2O 有無陰影的球缺體積比 

2O 無陰影部分： 1O 有陰影部分 

＝  
 2 2 2

2 2 2 3
r h

r h r
 

  
 

：  
 2 1 1

1 1 1 3
r h

r h r
 

  
 

 

＝  
2 2 2

2 2
2

3
r h

r h
 

  
 

：  
2 1

1 1
2 1

3
r h

r h
 

  
 

 

＝    
2

2 2 2 22
3

r h r kr


  ：    
2

1 1 1 12
3

r h r kr


   

＝    
2

2 2 2 2
3

r h r k


  ：    
2

1 1 1 2
3

r h r k


   

＝
 

 

2
2 2 2

2
11 1

r h r

rr h




＝

2
2 2 2

1 1 1

r kr r

r kr r

 
 

 
＝

2
2 2

1 1

r r

r r

 
 
 

＝

3
2

1

r

r

 
 
 

 

2O 有陰影部分： 1O 無陰影部分 

＝  
 2 2 2

2 2 2 3
r h

r h r
 

  
 

：  
 2 1 1

1 1 1 3
r h

r h r
 

  
 

 

＝  
2 2 2

2 2
2

3
r h

r h
 

  
 

：  
2 1 1

1 1
2

3
r h

r h
 

  
 

 

＝    
2

2 2 2 22
3

r h r h


  ：    
2

1 1 1 12
3

r h r h


   

＝    
2

2 2 2 22
3

r h r kr


  ：    
2

1 1 1 12
3

r h r kr


   

＝    
2

2 2 2 2
3

r h r k


  ：    
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(三) 3 個球相切，第 3 個球和第 1 個球無陰影、有陰影部分的體積關係 

假設球 1O 的球缺體積
a

b





無陰影部分為

有陰影部分為
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球 2O 的球缺體積

3
2

1

3
2

1

r
b

r

r
a

r

  
  
  

  

 
 

無陰影部分為

有陰影部分為

 

由以上推論得知， 

球 3O 的球缺體積

3 3 3
3 32

2 1 1

3 3 3
3 32

2 1 1

r rr
a a

r r r

r rr
b b

r r r

      
      
      

      

     
     

無陰影部分為

有陰影部分為

 

(四) 結論：k 個球相切，第 k 個球和第 1 個球無陰影、有陰影部分的體積關係 

  透過上述的推論結果，以及坐標平面中圓的歸納研究所得，我們發現平面 L 分割 k 個球，

第 k 個球與第一個球無陰影部分及有陰影部分的體積關係，並將其整理如下表 5。 

表 5 
各球與第一個球的無陰影部分及有陰影部分之體積關係 

 

 

 

 

陸、 討論與結論 

一、原題幹之解題想法說明及證明。 

  我們利用數學歸納法發現，若兩圓外切並同時被直線 L（直線 L 通過兩圓切點）分割時，

被分割後兩圓較小塊部分的弓形具有固定比例關係。同理，兩圓較大塊部分的弓形面積也具

有固定比例關係。 

二、探討直線分割多圓，各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積比例關係。 

(一) 我們發現第 k 個圓（k 為奇數）的無陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎，有陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏；第 k 個圓

（k 為偶數）的無陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏，有陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎。其中 a 為第一個圓之無陰影

面積，b 為第一個圓之有陰影面積。 

 球的個數為奇數 球的個數為偶數 

 圓𝑶𝟏 圓𝑶𝒌 圓𝑶𝒌 

無陰影體積 𝑎  
𝑟𝑘
𝑟1

 
3

𝑎  
𝑟𝑘
𝑟1

 
3

𝑏 

有陰影體積 𝑏  
𝑟𝑘
𝑟1

 
3

𝑏  
𝑟𝑘
𝑟1

 
3

𝑎 
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(二) 當圓的個數為奇數時，第k個圓之無陰影面積會與第一個圓之無陰影面積產生比例關係。

反之，當圓的個數為偶數時，第 k 個圓之無陰影面積會與第一個圓之有陰影面積產生比

例關係。 

三、探討直線分割多圓，有陰影及無陰影部分的面積總和與第一個圓的面積比例關係。 

(一) 我們發現 k 個圓中（k 為奇數），有陰影面積總和𝑚1及無陰影面積總和𝑚2，與第一個圓

無陰影面積 a 及有陰影面積 b 的比例關係如下： 

𝑚2  𝑟2𝑖−1
2𝑖= 

𝑘

2
 

𝑖=1
− 𝑚1  𝑟2𝑖

2𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1
：𝑚1  𝑟2𝑖−1

2𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1
− 𝑚2  𝑟2𝑖

2𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1
＝ :a b 。 

(二) 我們發現 k 個圓中（k 為偶數），有陰影面積總和𝑚1及無陰影面積總和𝑚2，與第一個圓

無陰影面積 a 及有陰影面積 b 的比例關係如下： 

𝑚1  𝑟2𝑖
2𝑖= 

𝑘

2
 

𝑖=1
− 𝑚2  𝑟2𝑖−1

2𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1
：𝑚2  𝑟2𝑖

2𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1
− 𝑚1  𝑟2𝑖−1

2𝑖= 
𝑘

2
 

𝑖=1
＝ :a b 。 

四、探討折線分割多圓，各圓與第一個圓的無陰影部分及有陰影部分之面積比例關係。 

(一) 我們發現當𝜃角相同的情況下，第 k 個圓（k 為奇數）的無陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎，有陰影面

積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏；第 k 個圓（k 為偶數）的無陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑏，有陰影面積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

2

𝑎。其中

a 為第一個圓之無陰影面積，b 為第一個圓之有陰影面積。 

(二) 我們發現當𝜃角不相等時，第k個圓（k為偶數）的無陰影面積為
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 + 2𝜃𝑘 + sin2 𝜃𝑘  ，

有陰影面積為
1

2
𝑟𝑘

2  𝜋 − 2𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘  ；第 k+1 個圓的無陰影面積為
1

2
𝑟𝑘+1

2   𝜋 − 2𝜃𝑘+1 −

sin2𝜃𝑘+1，有陰影面積為 12𝑟𝑘+12𝜋+2𝜃𝑘+1+sin2𝜃𝑘+1。 

五、探討平面切割多球，各球與第一個球的無陰影部分及有陰影部分之體積比例關係。 

(一) 我們發現第 k 個球（k 為奇數）的無陰影體積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

3

𝑎，有陰影體積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

3

𝑏；第 k 個球

（k 為偶數）的無陰影體積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

3

𝑏，有陰影體積為 
𝑟𝑘

𝑟1
 

3

𝑎。其中 a 為第一個球之無陰影

體積，b 為第一個球之有陰影體積。 

(二) 當球的個數為奇數時，第k個球之無陰影體積會與第一個球之無陰影體積產生比例關係。

反之，當球的個數為偶數時，第 k 個球之無陰影體積會與第一個球之有陰影體積產生比

例關係。 



30 

  經過上述研究結果發現，當 k 個圓被直線分割或是折線分割時，圓的個數（奇數或偶數

個）會影響圓的面積比例關係，並且不論是無陰影部分或是有陰影部分，都存在半徑平方比

的關係。若是 k 個球被平面分割時，則無陰影部分及有陰影部分的體積則存在半徑立方比的

關係。此外，給定直線 L（即為割線），並經過兩兩相切的圓的切點，我們也會發現所有圓被

分割的同方向所組成的面積與另一個方向所組成的面積比，與第一個圓被分割的兩個區域面

積比之間的關係與規律。 

  透過我們研究所得，可以將此結果應用在設計多個圓組成的霓虹彩燈，藉由每個相切圓

被分割的關係與規律，搭配電子線路設計，可以控制霓虹彩燈的閃爍有一定的規律；也可以

應與於物理上的折射率，因為光在介質間的速率不同，所以當光穿透兩介質時會偏折，藉由

光線偏折時，產生不同角度並搭配每個相切圓被折線分割的關係與規律。 

柒、 未來展望 

一、未來希望可以進一步延伸討論多條割線分割圓的問題。 

二、未來希望可以進一步延伸討論多個平面切割立體圖形的問題。 

三、未來希望可以進一步延伸討論曲線分割圓的問題。 
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作品海報 

【評語】030404  

探討過相切兩圓的切點做一直線，將兩圓分割為上下兩部分，

一圓的上半部與另一圓的下半部的面積比值問題。這是一個單純的

比例問題。作者針對兩個圓到多個圓的情形作了討論。說明的過程

稍嫌繁瑣了些。事實上，一般化的結論可以藉由乘法簡單的推導出

來。富研究精神值得鼓勵，可惜題目本身的發展性不大，是不足之

處。後半部關於過切點的折線的討論有點模糊了焦點。 
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